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SUR LE NOMBRE DE CERTAINES ALGEBRES

S/avisa Presic

(Recu Ie 10 octobre 1960)

Soit G un groupoide tel que
(l) 'P(ar, a2, . . . , at) = Hal> a2' . . . , at)

pour tous al> a2, . . . , at E G, Ies ensembles d'elements figurant aux deux membres
de cette egalite etant Ies memes et 'P(ar, a2, . . . , at), '¥ (ar, a2' . . . , at) designant
les elements de G obtenus d'une certaine maniere au moyen des elements
ar, a2, . . . , at. Comme exemple d'un tel groupoide on peut citer un groupoide
possedant Ia propriete que a (be) = (ab)e pour tous a,b, e, E G, ou bien un
groupoide avec Ia propriete a «ab) (cd» = (da) (be) pour tous a, b, e, d, E G, ainsi
que b;:aucoup d'exemples pareils. Un groupoide dans Iequel (ab) (cd) =b (de)
pour tous a, b, e, dE G n'est pas I'exemple de tel groupoide, I'element a figurant
au premier membre et ne se trouvant pas au second.

Supposons, dans ce qui suit, que G soit un groupo ide satisfaisant it une
loi de Ia forme (1). II existe de tels groupoides de tout ordre (l'ordre d'un
groupoide = Ie nombre de ses elements). En effet, si nous prenons un element
a de I'ensemble G et posons b. e = a (b, c sont des elements quekonques de G),
alors G devient un groupoide obeissant it toute Ioi de Ia forme (1).

Pour abreger, nous appelerons "groupoide (1)" tout groupoide qui obeit
it une Ioi de Ia forme (1).

Designons par B (n) Ie nombre de groupoides (1) non-isomorphes d'ordre
fini n. Nous allons demontrer Ie theoreme que voici:

Theoreme 1. Si Ies nombres naturels Pr, P2' . . . , Pt sont tous differents, alors

B (i~/i+ 1) >
i~1

B (Pi).(2)

Demonstration. Soient Gr = {a: a~,..., al}, G2= {ai, a~,... , a2 },. .. ,
'PI P2

Gt= {a~
'
a~, . . . , at } (Gin Gj = 0 pour i =1=

j) des groupoides arbitraires satis-
Pt

faisant it la Ioi (1). Considerons I'ensemble

L = {a:
'

. . . , al , ai,..., a2 , . . . , a~, . . . , at , O},
PI P2 Pt
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I
ou 0 Ef u Gj est un element quelconque. Definissons une operation binaire

i=1
a . b comme il suit

I.

ai ai
v ]1

a.b=

o

si a=a~, b=a~ (I ~v, fI.~Pi; I ~i~f),
appartiennent au meme groupoide Gj,

si cette condition n'est pas remphe.

c'est-a-dire si a et b

On voit immediatement que I'operation introduite satisfait a (1). En choisissant
pour GI, G2,..., GI des groupoides (I) differents, nous obtenons par Ie procede

I
que nous venons de decrire des groupoides (I) d'ordre 1+ L:pj. Nous allons

i~1
apprecier Ie nombre de groupoides non-isomorphes qui peuvent etre obtenus
de cette maniere-Ia.

D6signons par (GI, G2, . . . , G/) Ie groupoide L obtenu par Ie procede
mentionne au moyen des groupoides GI> G2, . . . , GI. Soicnt Gi ct G; deux grou-
poides (1) d'ordre Pi' On peut demontrer que de (GI>G2. . . . , G/) "-' (G;, G;, . . . , G~)
resuIte Gi ~ G; (i = 1,2, . . . , f). En effet, I'hypothese precedente entraine I'exi-

stence d'une application biunivoque tp de I'ensemble L = Ou C0IGi) sur l'en-

semble L'=O'UC~IG;), tel que de a.b=c (a,b,cEL) resuIte (tpa).(tpb)=tpc

(tpa,tpb,tpcEL')..Comme on a alors a.O=O'a=O pour tout aEL, on a
aussi, pour tout a E L, (tpa). (tpO)= (tpO). (tpa) = tpO. On peut conclure de la que
tpO= 0/. Si a~. a~ = a~*O (i = 1, 2,.. . , f; I ~ v, fl.,P~Pi)' on a (tpa~)' (tpa}~)=

tpa~#O' d'apres la remarque precedente (tenant compte du fait que I'application tp
est biunivoque). Done, tpapplique Ie groupoide Gj sur Ie groupoide G; (i = 1,2, . . . .f).

de sorte que Gj "-' G; (i = I, 2, . . . , f).

Du fait que nous venons de demontrer resulte que si l'on remplace
G1, G2,' . ., GI par tous les groupoides (1) possibles d'ordres correspondents,
on obtient B (PI) B (P2)' . . B (PI) groupoides non-isomorphes. De plus, Ie

I
nombre B (I + ,L:Pi) est silrement superieur a ce produit, parce qu'on ne peut

1=1
pas aboutir par Ie procede cite au groupoide G = {O,a, b"

. .} d'ordre
I

I + L: Pi ou a. b = 0 pour tous a, bEG. Notre theoreme est done completement
1=1

demontre.

Passons au cas ou quelques uns des nombres PI> P2,' .
" PI sont egaux.

Supposons, par exemple, que PI = P2 et que les nombres Pa, P4"
. ., p, soient

differents entre eux et de Pl' Dans ce cas on ne pourrait pas justifier l'assertion
du theoreme precedent au moyen du procede expose. Soient

GI , G2 , . . ., GB(PI);
PI PI PI

GI , G2 ,..., GB (Pa)

P3 P3 P3

G
1

G
I

G
2

G
2 G B (p ) .

P= P' P= p,..., pi,
2 1 2 I I

,... ,
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TOUSles groupoides respectivement d'ordres Pi> PZ' . . . , PI' US groupoides (G;" G;.,

Gi. G il) (Gi. G
i, Gi. Gil ) t' h d" la l'P., . . ., P, et P., P" P., . . ., PI son lsomorp es, ou conc USlon

que I'on obtient par Ie procede cite les groupoides non-isomorphes suivants:

(G;" G;,), (G;"G;I), (G:'(P'),G:'(P'»)

(G~, G;), (G; , G; ),
1 1 1 1

(G' GB
(p,) - I)

PI' Pi ,

(d GB
(P,) )

Pt' PI
'

ou Ie symbole (G;" G~,) designe l'ensemble de tous les groupoides (G;" Gj",
G;, , . . . , G~;),les symboles G;" G~., . . . , G~~epuisant to us Ies groupoides respecti-
vement d'ordres P3, P4, . . . , PI' D'apres ce qui precede, dans ce cas nous obtenons
exactement

(Bl(P~)+1)B(P3)'" B(PI)

groupoides non-isomorphes.
C'est par une considertion analogue que l'on peut justifier Ie
Theoreme 2. Soient les nombres nature Is PI' P2' . . . .PI differents

nombres nature]s AI' A2'. . . . , A, arbitraires. On a alors
et les

(
I

)
I

(B(P')+'A'-l )B 1 +
i~1

i'i Pi" > "F:l
I

Ai
I .

Pour Al = A2=. . . = AI= 1 Ie theoreme 2 se ramene au theoreme 1.
Soit enfin n un nombre naturel quelconque. Ce nombre (si n> 1) peut

etre represente comme somme de nombres naturels de plusieurs fa\;ons differentes.
Soient 0'1 et 0'2

a1: n ~ (p :+ P: + ... +P:) + (p~+p~+ .. .. +pi) + ... + (pJ +pf +.. . +pD ,
1.: termes i. ~ termes 'A) termes

"2: n~(p ~+pf+... .+pD+(p~+p~+ +pD +... + (p~+p~+... .+p~)
.2 .2 .2
", termes i. 2 termes r. m termes

deux telles representations du nombre n. Si £1 et £2 sont deux groupoides (1),
obtenus par Ie pro cede mentionne, qui correspondent aux representations diffe-
rantes 0'1 et 0'2' ces deux groupoides sont non-isomorphes.

On deduit de ce fait et du theoreme 2 pour tout n naturel l'inegalite

"
I
(B(P'!) +'A,!-l )B (n+ 1)> L. II I

a
I ,

" i=1 Ai

OU 0' par court toutes les representations differentes du nombre n comme somme
de nombres naturels.

(3)

(4)
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Toutes les consideration precedentes peuvent etre generalises comme il suit.
Supposons que l' on ait defini dans l'ensemble S un ensemble d'opera-

tions de longuers quelconques. Soient C[J;(ai,a2,. . . . , as) et 0/;(at,a2'. . . . , as)
(ai' a2, . . . . , as;E S; i = 1, 2, . . . , q) les symboles desigmnt les elements de S pro-
duits, d'apres une certaine loi, des elements ai, a2, . . . . ,as;ES au moyen des
operations introduites. Supposons encore qui si a'l figure dans C[J;(at, a2,"" ,as),

a'l figure necessairement dans 0/; (ai' a2' . . . . , as) (i = 1,2, . . . , q).

Appelons l'ensemble S "algebre (1)" si les equations

(5) !fJ;(at, a2, . . . , aSi) = 0/; (at, a2. . . , as)

(i = 1, 2, . . . , q; q nombre naturel fixe)

sont satisfaites pour tous ai, a2' . . . . , as;ES,

Si B (n) designe Ie nombre de toutes les algebres (I) non isomorphes d'ordre
n, alors B (n) satisfait it. l'inegalite (4).

Citons un exemple d'algebre (1). Soit f une operation bimire definie dans
l'ensemble S et F une operation ternaire definie dans ce meme ensemble
(f(a, b,) = e; a, b, e E S; F(a, b, e) = d; a, b, c, d, E S). Supposons que f et Fpossedent
les proprietes suivantes

f(F(a, b, e), e) = F(a, a,f(b, e»,

f(a;f(b, e» = F(a, b,J(e, a» pour tout a,b, eES,

Dans ce cas (S, J, F) presente un exemple d'algebre (I).

Rezime

o BROJU IZVESNIH ALGEBRI

Slavisa Presic

Neka je u skupu S definisano izvesno mnostvo operacija raznih duzina
Neka su

!fJ;(at,a2,...,as ,.) i 0/;(at,a2,...,asJ (ava2,as,...,as.ES; i=I,2,...,q), ,

skracenice za elemente skupa S stvorene na izvestan nacin pomocu elemenata
at, a2"" , as; i pomocu definisanih operacija. Nazovimo skup S "algebra (1)',
ako su jednakosti (5) ispunjene za sve at, a2' . . . , as E S. Za svaku od jedna-i
kosti (5) pretpostavljamo da su takve da ako a'l ulazi u 'P;(at, a2, . . . , as.), onda

I
a'l nuzno ulazi i u 0/;(av a2,' .. , as')',

Ako. je B (n) broj svih neizomorfnih algebri (1) reda n, onda za B (n)
vredi nejednakost (4).
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Za B (n) su dobijene takode i nejednakosti (2) i (3). Ovde su P1,P2, . . . , PI
medusobom razliciti prirodni brojevi, a 1..1'''2' . . . , AIproizvoljni prirodni brojevi.

Navodimo i jedan primer algebre (1). Neka su u S definisane binarna
operacija f, (f(a,b)=c; a,b,cES) i ternarna operacija F, (F(a,b,c) = d;
a, b, c, dES). Neka su f i F takve operacije da je

f(F (a, b, a), c) = F(a, a,J(b, c»

f(a,J(b, c»=F(a,b,J(c, a» za sve a,b,c,ES.

U ovom slueaju je (S,j, F) jedan primer algebre (1).
Asocijativni grupoid je takode primer algebre (1), dok grupa nije.


