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(Recu le 10 octobre 1960)

Soit G un groupoide tel que
1) o(a, a5, ...,a)=Y9(ay, aq,,...,a)

pour tous ay,ds,...,a;< G, les ensembles d’éléments figurant aux deux membres
de cette égalité étant les mémes et ¢ (a;, a5, ...,4), Y(ay,a, .. .,a;) désignant
les éléments de G obtenus d’une certaine maniére au moyen des éléments
a, a,, . ..,q. Comme exemple d’un tel groupoide on peut citer un groupoide
possédant la propriété que a(bc)=(ab)c pour tous a,b,c, = G, ou bien un
groupoide avec la propriété a ((ab) (cd)) = (da) (bc) pour tous a,b,c,d, = G, ainsi
que bzaucoup d’exemples pareils. Un groupoide dans lequel (ab)(cd)=> (dc)
pour tous a.b,c,d & G n'est pas ’exemple de tel groupoide, I’élément a figurant
au premier membre et ne se trouvant pas au second.

Supposons, dans ce qui suit, que G soit un groupoide satisfaisant 4 une
loi de la forme (1). Il existe de tels groupoides de tout ordre (I’ordre d’un
groupoide =le nombre de ses éléments). En effet, si nous prenons un élément
a de l’ensemble G et posons b-c=a (b, c sont des éléments quelconques de G),
alors G devient un groupoide obéissant a toute loi de la forme (1).

Pour abréger, nous appelerons ,,groupoide (1)’ tout groupoide qui obéit
a une loi de la forme (1).

Désignons par B (n) le nombre de groupoides (1) non-isomorphes d’ordre
fini #n. Nous allons démontrer le théoréme que voici:

Théoréme 1. Si les nombres naturels py, p,, . . ., p; sont tous différents, alors

1 {
(2) B(Zp:+l)>HB(m).
i=1 i=1
Démonstration.  Soient G, ={a} a},..., aI‘,l}, Gy={a},aZ...., ajz}, el
Gi={a,d,...,a,} (GNG =0 pour i j) des groupoides arbitraires satis-
i
faisant 4 la loi (1). Considérons I’ensemble

1 2
L={a‘,...,apl, af,...,apz,...,a{,...,a"vl, 0},
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)

ol 04 U G; est un élément quelconque. -Définissons une opération binaire
i=1

a-b comme il suit

a;a;l si a=af,, b=a}"l A<y, u<ps 1<i<l), cest-a-dire si a et b
a-b= appartiennent au méme groupoide G,

0 si cette condition n’est pas remplie.

On voit immédiatement que Popération introduite satisfait & (1). En choisissant
pour G;, G,,..., G, des groupoides (1) différents, nous obtenons par le procédé
!

que nous venons de décrire des groupoides (1) d’ordre 1+ 3 p;. Nous allons
i=t

apprécier le nombre de groupoides non-isomorphes qui peuvent étre obtenus

de cette maniére-1a.

Désignons par (G, G, ..., G;) le groupoide L obtenu par le procédé
mentionné au moyen des groupoides G, G,, ..., G;. Soient G; ct G; deux grou-
poides (1) d’ordre p;. On peut démontrer que de (G;, G,. . . ., G;) = (Gy, G, . .., G})
résulte Gy~ G; (i=1,2,...,1). En effet, ’hypothése precédente entraine Iexi-
stence d’une application biunivoque ¢ de P’ensemble L=:0u( ()G,-) sur I’en-

i=1

semble L'=0'u((,c;;), tel que de a-b=c (a,b,cc L) résulte (pa)- (¢h)—oc
i=1
(pa, b, 9cc L'). Comme on a alors @-0=0-4=0 pour tout ac L, on a

aussi, pour tout acL, (pa)-(90)=(¢0)-(pa)=90, On peut conclure de 13 que
000" Si d)-af—ap=0 (i=1,2,....1 1<v, wp<p), on a (pa)) (pap)—
<pap¢0’ d’aprés la remarque precedente (tenant compte du fait que I’application ¢
est biunivoque). Donc, ¢ applique le groupoide G; sur le groupoide G (i=12,....0,
de sorte que G; =~ G,(z— 1,2,...,0).

Du fait que nous venons de démontrer résulte que si ’on remplace

G;, G,,+ - +, G, par tous les groupoides (1) possibles d’ordres correspondents,
on obtient B(p;) B(p,)- - -B(p;) groupoides non-isomorphes. De plus, le

{
nombre B (1 -+ -21 p;) est sirement supérieur a4 ce produit, parce qu’on ne peut
=
pas aboutir par le procédé cité au groupoide G={0,a,b,- --} d’ordre
1
I+ 2 p; ol a.b=0 pour tous a,b & G. Notre théoréme est donc complétement

demontre

Passons au cas ol quelques uns des nombres p,, p,,- - -, p; sont égaux.
Supposons, par exemple, que p; =p, et que les nombres p,, p,,- - -, p; soient
différents entre eux et de p,. Dans ce cas on ne pourrait pas justifier ’assertion
du théoréme précédent au moyen du procédé exposé. Soient

1 2 B (py) + 1 1 2 2 B(p):
Gpl’ Gp]’-"’ Gp1 ’ Gp2=Gpl’ Gp2=Gp1"'-9 Gpl U

s 2 B(p) - . 1 2 B (p)
Gp3’ Gps,---,G,,J' seees Gpl,Gpl,...,Gpl



24 Slavi¥a Pregié

1:

s i
tous les groupoides respectlvement d ordres Py Pas - - - » Pi- Les groupoides (G, , Gp,,

Gy ... ") et (G, Gh, Gh,...,G, ) sont isomorphes, d’ou la conclusion
que l’on obt-ent par le procédé cité les groupoides non-isomorphes suivants:
1 1 2 2 B(p) B (p)
(Gpl’ Gpl) s (Gpl’ Gpl) > R (GP1 i > GP: i )
1 2 2 3
G G, (GG,

(Gll;l, G:(Px)—l) , (Gzl, Gpn; (Pl))’
(G’} , G:: (P\)) ,

ou le symbole (Gi,, G)) désigne I'ensemble de tous les groupoides (G, Gi,

G, ..., Gp), les symboles G, Gy, ..., G, épuisant tous les groupoides respecti-
vement d’ordres Dss Pas - - -» Pi- D’aprés ce qui précede, dans ce cas nous obtenons
exactement 5 |
+
(e Ny B

groupoides non-isomorphes.
C’est par une considértion analogue que I’on peut justifier le

Théoréme 2. Soient les nombres naturels py, p,,....p; différents et les
nombres naturels Ay, Ag, . ..., A; arbitraires. On a alors
1
A B(p)+M—
(3) B(1+2A,-pi>>n( ('A )
i=1 /=1 i
Pour A, =% =... =X=1 le théoréme 2 se raméne au théoréme 1.

Soit enfin » un nombre naturel quelconque. Ce nombre (si n>1) peut
étre représenté comme somme de nombres naturels de plusieurs fagons différentes.
Soient o, et o,

1
oy n=(p1+p{+ .. ¢pl) (p2+p2+ AP+ Lt (pll+pll +pl),
M termes ,_2 termes ?\} termes
2 > 2
o0 n=(pi+pt+....+p))+ (P3P + ... +P) + ..+ (p2+PE+....+DL)
2 2 2
Ay termes L3 termes A, termes

deux telles représentations du nombre n. Si L; et L, sont deux groupoides (1),
obtenus par le procédé mentionné, qui correspondent aux représentations diffé-
rantes o, et o, ces deux groupoides sont non-isomorphes.

On déduit de ce fait et du théoréme 2 pour tout » naturel Plinégalité
L /B(pS) + 2% —1
(4 B(n+1)>21—[< (p')hd’ ),
g i=1 i

ol ¢ parcourt toutes les représentations différentes du nombre » comme somme
de nombres naturels.
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Toutes les considération précédentes peuvent étre généralisés comme il suit.

Supposons que I’ on ait defini dans I’ensemble S un ensemble d’opéra-
tions de longuers quelconques. Soient ¢;(a;,a,,....,a,) et §; (a,a,...., as)
(a1, ay, . ..., 0,€8; i=1,2,..., q) les symboles désignant les éléments de S pro-
duits, d’aprés une certaine loi, des éléments ay, a,, .. ..,q;, &S au moyen des
opérations introduites. Supposons encore qui si a, figure dans ¢; (a;, s, ... 8s),
a, figure nécessairement dans ¢; (a5, @y, . ..., a,)(i=12,...,9).

Appelons Iensemble § ,,algebre (1) si les équations

(5) Pi (a5, dgs - - . asi) =¢i (al, a ..., as,-)
(i=1,2,...,q; g nombre naturel fixe)

sont satisfaites pour tous @, a,, . ..., a,cS.

Si B(n) désigne le nombre de toutes les algébres (1) non isomorphes d’ordre
n, alors B(n) satisfait & l'inegalité (4).

Citons un exemple d’algébre (1). Soit f une opération binaire définie dans
I’ensemble § et F une opération ternaire définie dans ce méme ensemble
(fla,b,)=c;a,b,c < S; F(a,b,c)=d; a,b,c,d,&S). Supposons que f et Fpossédent
les propriétés suivantes

f(F(a,b,¢c),c)=F(a,a,f(b,c)),
Sf(a, f(b,c))=F(a,b,[(c,a)) pour tout a,b,ccS,
Dans ce cas (S, f, F) présente un exemple d’algébre (1).

Rezime

O BROJU IZVESNIH ALGEBRI
Slavisa Presié

Neka je u skupu S definisano izvesno mno§tvo operacija raznih duZina.
Neka su
¢i(ay, G, ..., a5) 1 $i(ay,85,...,8,) (41,85 83,...,8,€S; i=1,2,...,9)

skracenice za elemente skupa S stvorene na izvestan nacin pomodéu elemenata
ay, gy ... s, 1 pomocu definisanih operacija. Nazovimo skup § ,,algebra (1),
ako su jednakosti (5) ispunjene za sve a, ag,...,a;, €S. Za svaku od jedna-
kosti (5) pretpostavijamo da su takve da ako a, ulazi u ¢;(q, ag,...,as), onda
a, nuzno ulazi i u {;(ay,a,,... » s; )

Ako-je B(n) broj svih neizomorfnih algebri (1) reda n, onda za B(n)
vredi nejednakost (4).
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Za B(n) su dobijene takode i nejednakosti (2) i (3). Ovde su py, ps, ..., 0
medusobom razli€iti prirodni brojevi, a A, 2, ..., A, proizvoljni prirodni brojevi.

Navodimo 1 jedan primer algebre (1). Neka su u S definisane binarna
operacija f, (f(a.b)=c; a,b,c€ S) i ternarna operacija F, (F(a,b,¢) =d;
a,b,c,dc §). Neka su f i F takve operacije da je

f(F(a’ br a)s C) = F(a, (l,f(b, C))
fla.f(b,c))=F(a,b,f(c,a) za sve a,b,c,c S.

U ovom sluéaju je (S, f, F) jedan primer algebre (1).
Asocijativni grupoid je takode primer algebre (1), dok grupa nije.



