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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la convergence des suites.
Note (*) de M. Svavisa B. Pnesié, présentée par M. Paul Montel.

Soient E, un espace métrique complet, & un nombre naturel fixé
et ¢i, ¢, - .., gr des nombres non négatifs dont la somme est inférieure a 1.
Désignons par F [q, qu, ..., g] 'ensemble de toutes les fonctions f: E* -» E
possédant la propriété suivante :

(1) d(f{e, ta, - .., wg), i, Uy, .., tpe))
<= gyl (Uy, Uy} + ol (tta, ty) 4. . 4 ged{tg, tpes),

pour tous Uy, Us, ..., i, €H.

Dans le cas ot k=1, la condition (1) se réduit 4 la condition connue
au moyen de laquelle on définit 'opérateur de contraction.

TatortmeE. — Sout [.€F[q, g2, ..., qi] une suite de fonctions qui
remplit la condilion suivante :

Il existe une série convergente @ termes positifs a, telle qu'on ait

g e 4

lim inf =
M " A= tn
et que I'inégalité
(2) A{ frps (tay tay ..y ), fulttyy tay .., ) = ap (n=1,12,...)

sott valable pour u,, w., ..., w€E.
Soit ensuite z, (2. €E; n=1, 2, ...) une suite dont les membres satisfont
d la condition -

{3} Iu;.j;-:fnl:fn:mn1l1 “-1'=I'n+.{'—1:| {ﬂ:Ia 2, -**}3

les éléments x,, x., ..., 2 étant choisis arbitrairement. Alors :
1© La suite x, converge dans E;
2° La suite [n converge uniformément vers la fonction limite

[E€F g1, g2y -y qil;
30 L’équation

(4) z=flz, 2, ..., x)
posséde dans E la solution unique

r= lm gz,
It 3= ug

Démonstration. — 1° En posant A, = d(,, ®...) on obtient, d’aprés (1)
(2) et (3),
Apap<Z Oy + T A+ !?1&.-1+1‘+'- [ ';Fntﬁﬂ-l--ﬁ—l i Gt o W

1

Désignons par b, une suite qui remplit les conditions suivantes ;

b,>o(n=1,2,...); lim b, fb,=1;imb,=F;
] ==
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s

X
Y. axb, converge.

n=I1

la série

e
Une telle suite existe pour toute série convergente Zﬂ“‘
R=1

Nous allons prouver maintenant Pexistence de deux nombres positifs K
et n, tels qu'on ait

(D) A, = Ka, by, (= rn,, =+ 1, ...},

Soit ¢ un nombre satisfaisant a la condition

. i+ ot e < L.
Etant donné que

" b [ L] = ':'; ke
lim —=t — 1, lim inf 22 =

2w E’u npam  tly

- [ L] L] L] " . 3 =
il existe, ce qui est facile & vérifier, un nombre naturel n, tel quon ait
U+ @uba+ Gubpia 4. .. 4‘_5}.&*’%:4-& -1

bn+k

Hpyak

Iﬂﬂ."\.{!fﬂ-, HI’{'i'!"' 4 = 8 ﬂ.lta-.t..—l::

< (1 ==y,

=1 (7 =)

de mameére qu'on aura pour n >=n,

1 -+ g 'Eiﬂt —— L i 'r-".i.l P P ek
I!II':"rI:-t-li‘ Mmax {I'-T"- Batr » ooy Busd—y)
ou
(13) ey Eflffn‘r’n"}"a T '?.H:En.e-.t.—:l'i'n_—k--al‘::ﬂ:u-—.‘-."i-l"'ur-.t {ﬂ.éﬂﬂ.

Si I'on pose
H. ot max( i ‘:"r:. 'illn-i-l e ﬁ.l'l.l-l-rﬁ-—i

¥
'&HU'{"H; H.Il,+: 'E"n.,-r-i

F i |
¥ b 1
e | E’ﬂud-fc-—t /

on obtient, d’aprés (6),
tn+ Gy Ketgbo+ g Kaga Doy 4+ oo+ el cami by iy < Kankbaos (1= 1),

En s’appuyant sur cette inégalité, on démontre la validité de (5) par
induction.

Il résulte cependant a partiv de (5) que la suite x, est une suite de
Cauchy, donc convergente, I'espace E élant complet.

20 A partir de la condition (2) on conclut immédiatement que la suite f,
est convergente d'une maniére uniforme. Posons

Fleey, tey ovovagy= hm folu;, vy ... 4y

On déduit de 'inégaliteé
d{ flety tae ooy tg)s flae, by ooy ttiy))
éd{f{uh Ly - ooy qu'}:fn {Hlm g o0 oy '“:.';'”
= xx d{fn U"!l: Hyy w0y Hi}: .!fJ'I {“h B3y = ey 'Mk*'i}}
+fj{.fnl:'u1: Uzy ooy Ht-a—t];f{“:: Wiaw ooy Uksn)) (R=1, 2, ...)
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quon a f&€F [gi, gu, ..., @], puisque f.€F[q, ¢, ..., @] (n=1, 2, ...)
et fu—f(n—=).
39 Mettant a profit I'inégalité

e f ey, Uay - tg); Flog, 0y vuiy t2))

éd{f{aﬂ“ E 7 R, tig}.f{ﬂ!i, Bgy «uuy Uy 8))
= Ef[f{“*ﬂ: Eyy « "y ‘H‘h H}:f{uihah o ALY HT LA}}
P e R R B e R R N D N R

-!—rfl{_f[uh By vouy u},f{u,u, coey B)) (i, ueE),

valable pour f€F[q,, s, ..., q], on déduit immédiatement que lim x, est
i =

une solution de I'équation (4). L’unicité de cette solution résulte du théoréme
de Banach sur le point fixe. En effet, la fonction f(f: E - E)

===

fle)=f(u,u, ..., u) (uek)
remplit, d’aprés (1), la condition suivante :
d(F(u), J()) < g+ q+...+ god(u, 0)  (u, veE);

est donc un opérateur de contraction de ’espace métrique F.
p p q

(*) Séance du 29 mars 1965,
(Insfitut mathématique,

Knex Mihailova 35, Belgrade, Yougoslavie.)
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