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Y B o X

OBa KibWIa HUje HM J0MpKa 3ajaTaka HM HEKM yoOUYajeHH YUOGEHUK,
alld y HEKOj MepM jecTe M jedHO M ApYyTo, Ta H Tpehe : y HOj MMa U
MCTpaXMBAYKUX MIEja, MUCIM O TOME Kako C¢ MAMEMamuka u npasu.
Ta ’pasHocT’ je pasyior WTO KiWI'a HOCH Ha3uB Pazruue.

EB0 HEKMX HBEHUX OCHOBHMX OMJIHKA!

(1) TlomeHyTH 3aialld MaXoM HHCY O OHMX koju ce Hajiemhe
cpehy mo 36Kpkama, Beh MMa JOCTa HOBUX, CBEAMX.

(ii) MaTeMaTHKa ce He M3Jake Kao HEmTo WITO je Beh TIOTIYHO
rOTOBO, 3aBPUIEHO , T CTOT'a HaMa IIPEOCTaje CaMo [a TO CBE yI1MO
¥ Hayd91Mo. HacyrpoT ToMe CTallHO je PUCyTaH TPYA fa ¢e MoKaxe
Jla ce OHA MOKC TIPABUTH, [a j¢ OHa -CI0BONHMje PeTeHO- U HU6d. C
THM Y CKJIafly M3NOXEHC CY HEKe MCTpaknBatiKe uzeje, Mehy Kojum
3HAYajHO MeCTO MpMIiafa T3B. Udeju nperoca (eum. Hanomeny
14.1). Hase, 9ecTo ce yKasyje Ha Heke CTBApH, paHuje yieHe, Koje
Ccy y HoGpoj MepH CBOjeBpCHE 3aliyze. A TakBe 3a0iyme Cy HaM
'ybalyBaHe y IjiaBy’ Kad Hall y3pacT "Huje 6o mopactao’ GOIBIM
U MaH€ YKOICHUM 00 jalllieibiMa.

(#i5) Y KiBM3M je M3TOXEHa M T10 Koja HOCETKa, ali y 1o j TIPETEXHO
ce MIe 33 TMM Ja ’ce YNO3Hajy WTO OMINTHJC MHCAOHE crase’ ¥ Kao
IUIOX [a ce MCKaXy pasHe TIpaBUIIHOCTH. Tako, MMa OIMTE MpHTe O
CTPYKTYPH PCAIHHX Opojepa, O peuiaBakby Ma KakBUX CUCTEMA JH-
HeapHMX jefiHAIMHA WM HEjeIHATHHA, O pelaBarby MpaloHaIHIX
jemHaUMHA (@iM HEe caMo Ha yoOMiajeH HaTHH Beh M Ha MHOI0
OMmTHjH), O HEIMMAJICKOj METOMM 3a TPaxcHe peasiHor pemena
JaTc jenHatuMie (pelyMo, 3a ‘Baherse’ Tpeher KopeHa 13 2), uTL.

Kisura je HaMercHa TpodecopuMa ¥ HaCTaBHMILMMA MaTEMATHKE, BUILLIC
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3auH

o :epeconannM haiMa, nia ¥ cTyneHTMMa. Y cTBapH M He caMo HiMa

: H})) JeAHA OX HEHMX GMTHMX OWIMKA CY MOCTYITHOCT M ¢JI0 JEBUTOCT; IIa y
J CKOpO CBako 3a cefe MOXe TI0 HemTo Hahu J

ga O;paJy RCTMM lla c¢ 3aXBalMM peliecH3eHTHMa CBeTosapy Munuhy u
nobomany Byjuhy Ha xopuchum mpumenSama u cyrectijama.

Cnasuma B. TIpemnh

YKpaTKo o caapxkajy:

JennaxocHu Hokasu (Pa3 1- 5). 3aKOH 3aMeHe 3a jeNHaKocT (BUA. (13.2)).

Tephemse: pealiHu GpojeBr TMHE KOMILIETHO ypeheno mone (Harmomena
44.1).

Kopyuheise TayTonornja u Bassanux gopmyna (Haromere 18.1, 18.2 xao
u Haromena 17.1) :
PewaBal¢ jeIHAYMHA, HejeNHAaTMHa, yormure Qopmysia rioMmohy OAro-
Bapajyher eKBMBAJIEHIIM]CKOT JaHIA (Pas3 18, 20, 21, 23, 26, 27, 50, 53,
54 u gp). Pewen ofmuk (Pas 30, 31, 33; Haromerne 30.1 u 30.2). Jex-
HalMHe ca KOPEHNMa -Ha CTaHIapHaH M Ha OMITHM HATUH (Pas 50, 55,
56; Hanomena 55.1)

Gaus—o0B TIOCTYTIAK 3@ PEllaBaie CUCTEMA JIMHEApHMX jemxatnHa (Pas
22)

Fourier— Mot zkin MeTO[ 3a peilaBate CHCTEMa JIMHCAPHUX HejeoHadMHA
(Pa3 57, 58).

TemyMasIcKi METOR 3a /2 M WHpe y3 cTpora o0 jailikerba (Pa3 41, 42,
43, 44)

JenHa HemosHaTa a Buile jenHaduHa (Pa3 27, 35). EnuMuHanyja KsaH-
topa {Pa3s 36, Hanomena 36.1, Pas 37, 38 (Bcsa ca AHAJIMTHIKOM re-
oMmerpujom), Pas 51, 55 }

Marematnike uHaykuuje (Pas 61-69)




Pasuune, I

Crnapuma b. Hpemmh

Paz 1. ZJoxasamu jednaxocmu
1) (142)-(3+4) =21 2) 21 = (1+2)-(344) 3) 12—-(2-3) = 3-(4-14)

Peme‘ﬁe. ]y ieJIHa.KOCI neMO OKas3aTu cJIeBa-HaneCHO, 0] 4 NeEMO TIonM
]) I T IITO 3HAYU I hy h
Ol lCHE JIeBe C1 PaHE U Y HEKOJIUKO Kopaxa Je HpeoﬁpaTMTP[ y HECHY CT paHy Y CBaKOM

O THX KOpaxa ce KOpHCIe U3BECHA OCHOBHA C 0JCTBA JEIHAKOCTHU. .Ie,I(aH CJIeBa-HaIeCHO
B I

(1+2)-3+4) = 3-(3+4) Jepl+2=3
=3 Jlep34+4=7
= 21 Jep3.7=21

2) Ca, j
) Calla OYMITeDHO HMje CACBUM TOMECHO MpaBUTH HOKa3 clieBa-HadecHo, Beh moKas
34ecHA-HAJeBO. JelaH TakaB HOKA3 TJIACK )

(1+2)-3+4) =3-(3+4) Jepl+2=3
= 3.7 Jep3+4="7
= Jep3-7=21

Be
KO :ona.'mo CTe NIPUMETHITH Jia CMO Y CTBADM TIPETIMCAITH TIOX 1) MoMOXeHH ClleBa~HaLecHo
a3 jenHaxoctk (14 2) - (3 +4) = 21. Haume, y onmren clydajy: Ako je

A=C1=C2=..=Ck=B
c;taeeaﬂaaecn; dokas jednakocmu A = B, onda je mo YjeoHo u 3decHa-Haneso dokas
Jedrakocmu B = A. Mebytum, MoXe ce ZOTOIMTH Ia "HaM HeKo He TIpM3HA FOPHU

3IECHA -HAJIEBO TOKa3'. u Iy HMa JIKA: Y onwmem ca yuajy ”HPEIJKPel'lluIEEM) 3650”0“
. . -
Haneeso GOKGBU Hacmaje Oam'apajyhu Cﬂe@a'HaaeCHO ooka 7. I[aMMe. Ako /€

B=Cl=C2=..=Ck=4
30ecHa-Haaeo dokas jednaxocmu A = B, onda
A=Ck=..=C2=Cl1=B

Jedar caesa-nadecho dokas ucme jeduaxocmu,
Y ckmany c j j
Ay Ca yTpaBo PeYeHMM 3a jeOHAKOCT 2) jeIaH CIIeBa-HAZECHO JOKA3 TIACH:

2= 3.7 Jep21=3.7
8

= (142)-7 Jep3=1+2

=(1+2)-3+4)

llpeMma je y TwTaiy BeoMa jeLHOCTABAH TIPUMEp JIAKO ce yoiasd ciemeha omnmra

Jep7=3+4

YUHBCHULIA!

AKo 3a uzeechy jedHakocm A = B 3namo da Hanpasumo jedar 0d Ooxasa: cAeed-
HAOECHO UAU 30ECHA-HA1e80, OHOA CACEUM AGKO 00 HE2d MOXKEMO HANPAsUMU oHaj

opyzu.

3) Hu oBaj TipuMep Huje TeXaK, alid y ¥eMy Ha TIPBM IOTJICH HUje TIOHECHO TPaBUTHU
HY ClleBa-HAZecHO HU 3fieCHa-HaNeBo HoKa3. Cafla je TIONECHO KOPHCTATH OBY 3aMMHC3O0:

Padu dokaza Heke jednaxocmu A = B Modxce ce uuxumu 0eako: Ookaszamu
nonaocos oeaxee dee jednaxoemu A = R u B = R, 2¢ je R nexu uapas,
mj. doxasamu 8a cy A u B jednaku jedHoM ucmom uspasy R.

Tlokase HaT[paBTbeHe TI0 TOj 3aMMCIU 3BafieMO Ka-MCTOM JOKA3M. JenmaH TakaB LOKa3

jenHaKoCTH 3) TIach:

TMpsn meo: 12 — (2—-3) = 12-(-1)=1241=13

Tpyrs meo: 3 — (4—14) =3 —(=10)=3+10=13

Saxmyuak: Kaxo 12 — (2 —3) = 13 u 3 — (4 — 14) = 13 1o saxu jemaxoct
12—(2—-3) :3-—-(4— 14).

Huje Temko yBUOETH Ia ce M Ma KOj¥ Ka-MCTOM HOKa3 MOXe JIaKo “TIpeTOYUTH” Ha
ofropapajyhy ciieBa-HaZleCHo, OIHOCHO 3IleCHa-HaJIeBo A0Kas.

Hanomena 1.1. o caga cMo ce CPeIH ca T3B. jeOHAKOCHUM LOKa3UMa,
4ija Kpaha MMeHa cy: ClieBa-HalecHo, 3ACCHA-HAIICE0, 1 Ka-MCTOM.

Pa3 2. Hokazamu jeoHakocm
a(b+c)? + b(c+a)? + c(a+b)? —dabe = (b + ¢)(c+a)(a+b)
20e cy a,b,c MG Koju peanHu 6pojesut ’
Pememe. Pany Jaxmer WafiaTaia yBOIMMo clielielie o3HaKe:
L =a(b+c)? +b(c+a)?+c(at+b)®—4abe; D= (b+c)(c+a)(a+bd)

WsaGpann oMo ciosa L, D jep cy To ToHeTHa CTIoBa peyi JIEBH, JCCHH. Y ckmamy ca
THM O3HAKAMa HAll 3a7aTaK je Ja HokaxeMo jemmakoet L = D.

! lpyKuuje ce Xaxe [a je HaTa jefHakocT MOEHTHTET y OMHOCY Ha CKyI R cBUX
peanHuX Gpojesa




Pasuuite, 1

Cnasuma b. Hpemuh

TIIpBu HaYMH: 3aMMCA0 je 'Ka-UCTOM’ L0Ka3 (pumery Pas 1). Haume, cpennMo mspase
L, D, 1j. obasuMo cra MHoxeHa, caMpama M OLYsMMaHa KOja HAM Ce TOKOM

cpehupama Gyny mojabuma. Tako, (b + ¢)? femo samerury ca b? + 2be + 2, u
cit. Tako uMamo:

L = a(b? + 2bc + ¢2) + b(c? + 2ca + a?) + c(a? + 2ab + b%) — 4abe
= ab? + ac® + bc? + ba? + ca® + cb? + 2abe

D = (bc+ ba + c? + ca)(a + b)
= bea + b%c + ba? + b2a + c%a + ¢2b + ca? + abc
= ab? + ac? + bc? + ba? + ca? + cb? + 2abe

Bynyhu na cy L u D jemHaku McToM Mpasy sakibyuyjemo ma Baxu jemnaxoer L = D).
Kpaj moxasa.

Y Besu ca WRNIOXKEHMM pemerseM LoLajMo M 0Bo. Y CKIally ca eKBUBAJIEHIIUjOM
L=D & L-D=0

HOKa3 CMO MOTJIN BOAMTH M oBako: Ilohu ox pasmuke L — D, oGasuTH cpehusame u
Kao 3aBPMHH pe3ynraT he ce mojasuru ().

Dpyri HawuH: xopumherseM HeKMX YHIEHMLA 0 TIONHHOMMMA,, OIIHOCHO OBLE 0 KBAIpaT-
HUM TPUHOMMMA. PasMMmIBaMo 0BaKo:

HlecHa cTpaHa HaTe jeJfHAKOCTH je IATa y PACTABILEHOM OGIIHKY: Kao TPOM3BOL OI
TPY NUHEapHa YMHMOLA. TlocMaTpajMo je Kao MoMMHOM TI0 @. OZMax BUIMMO Ia
Cce TIOHUMTaBa XaJa @ = —b ¥ Xama @ = —¢. YKomuko Baxu jemrakocr L = D
WCTO CBOJCTBO Mopa MMATH M ¥eHa Jiea crpada L. To ce jlako mposepasa. Tako
axo @ = —b 3a wpas L mmamo

L=(=b)(b+c)>+blc—b)? +4b%c =0 (kpahum cBohemeM)

Cmrino ce nobuje L = 0 u xama a = —c. Ilasme pacyhyjemo opako. Mapas L,
TJeaH Kao TIOIMHOM TIO @ je KBAIPaTHU TpUHOM. Bynmyhu ma cy My —b u —c
KOpeHH To 33 L Mopa BAaXUTH jeXHAKOCT 0GIHKa

L=K(a—(-b)(a—(-¢).1i L=K(a+b)(a+c)

rie je K meros xoeuumjent ys wnan a2, Ani, ckopo Ha TIPBM TIOTIIET Ce BIIN A
Taj xoeQuuMjeHT w3HocH b+ ¢. U Tako samerom K ca b + ¢ ox mwpasa L ommax
Hactaje wspas D. Kpaj moxasa.

Hanomena 2.1. Viapasu L u D uMajy jenHy noceGHOCT: 06a Cy CIMETPHUIHA
no a, b, c. To gonywe HUCMO KOPHCTHIIM, ali Ja Ce PELMMO JOTOLMJI0 Ha
JemaH ol BUX jecTe a APYTH HUje CUMETPHIAH Tala GMCMO MOITIHM OIMaX
SaKJbyIUTH Ia jemHakocT L = D He Baxu. IIpuMepa padu oBa jeNHAKOCT

10

(a-+-b)-(b—+-c)-(c+a):az-‘]—2bz+3c2
He MoXe BAKUTH 3a CBe pealiHe Gpojese a, b, c.
Paz 3. Hexo kaxce da je Heede gudeo UdeHmumem 00AuKa

(a2 +b*) (22 +y*)+ K = (ay-— bz)?

20e je K Heku u3pas, aau O ce He Modke cemumu Koju je mo u3pas.
Iomozume my u odpeoume maj K.
Pememe. I1pocTo, JATYy jeNHAKOCT CXBATHMTE Ka0 jeXHaIHHy IO K ¥ rioTpaxute Ta.
Haxow xpaher patyra ce noonje K = —(az + by)?.

Hanomena 3.1. HMako je TpeTXomHM MpUMep MPUIWTHO JeMHOCTaABAH o;{
CagpXy jemHy Majly METONONOWKY HAC)y. HaumMe, mopex oxonHoc;n ic
MM MOXEMO pelliaBaTyl TOCTAaBIbCHE 3ajaTKe - W MHOI'H ,CaMO TaKo u yie
MaTeMATHKy - MOXEMO IOKyllaBaTM Ha TpPOIPEMO y MHCAOHM CKJIOH
[0jeMHMX 3aJaTaka Tako WTo heMo caMM MPaBUTH CIHTHE 33[aTKE.

Pas 4. Zokazamu jedHakocm \/ 3 + V5 + V3- V5 = V10

j aMO:
Pememe. Pemom ca L, D o3Ha¥uMOo JieBy Y JeCHY CTPaHy Te JeXHAKOCTH. Tapa vM

2
2=3+v5 + 3—-+v5 + 2vV3+v6V3-+6 =10, D*=10

Bunumo 1a L2 = D2, 1a nomrto ¢y L, D takohe NosUTUBHM GpojesH, TO mxmyqyje)tdo
jenmaxoer L = D. TlompoSHuje peueHo, KOPUCTHIIA CMO OBY YCTIOBHY €KBUBAJIEHLM]Y:
(4.1) I?’=D* © L=D (Yxomnko L, D > 0)

Hamomena 4.1. Kao wro ce u3 Tor IpumMepa BUOM TOPCI 10O cau; yi-
O3HATHX 3aMMCIM JOKa3¥Barba jeQHAKOCTH MMaMo U cnenehy. Ja oucmo
doxazaau Heky jeonakocm L = D 0060/b6HO Je Jokazamu Heku Yca08, HeKy

gopmyay Uslov aau makag 0G 6axcu umnaukayuja: Uslov = L=D.
Y HapeIHOM 3aJaTKy yIO3HajeMO jour jemaH -MaJjlo CJIORCHMjU- MPUMEP

IOKa3HBama jeXHAKOCTH.

Paz 5. Jokazamu jednaxocm +/20 + 14v2 + /20 — 142 = 4.

j a
Pememe. Kopucrumo perom osHake L, D 3a ey X JecHy CTpaHY Te JeLHAKOCTH. Tam

¥MaMO:

I3 =920+ 14v2 + 20— 142

+33/20 + 14v2 Y20 — 14V2(V/20 + 142 + V20 -14v2)
5 [P =204 14v2 + 20— 14v2 +3V/20 + 14v2 20-14v2 - L
omaXiTe 3aK/byyjeMo ma L samoBorsasa 0By I -jeIHavnHy

11




Pasuure, I

*) z3 = 40 4 6z

ITpoBepoM ce sakibydyje Ia je meHo pememe D, oxnocro 6poj 4. Kopucruhemo Ty
OKOJIHOCT Mia pelMMO Ty KYOHY jeIlHaYMHy M Y3 TO TIPOBCPMMO Ha JIM HeHa pemena L

u D mopajy ma ce mokiorne. 3aucta,npso heMo pactaBMTH MomMHOM 3 — 62 — 40
Xaxo CleIu:

z3 -6z —40 = 2% — 6z — 40 — (4% — 6 -4 — 40)
= (2% —43) — 6(z —4)
= (z — 4)(z? + 4z + 16 — 6)
= (z — 4)(z® + 4z + 10)

Ha ocrosy Tora sakibyvyjemo ma jennaunna (%) uMa osa Tpu pemena: 4, —2+iv/6

OI XOjUX CaMo jeHo peasiio ¥ To 4. AJH, U peanaH 6poj L joj je pememe. Enem, Mopa
BaxuTH jenHaxoct L = 4. Kpaj moxasa jemmaxoctu L = D).

(Omysenu cmo 'Hymy’)

Pa3z 6. Iokazamu ycaosnu udenmumem, odHocHo UMNAUKAUUJy
Axko a+b+c=0 ouda a®+ b + ¢ = 3abe (a,b,c €R)

YIyTeTBO. Y CKIaly ca YMHEHMIOM L4 ce ycros @ + b+ ¢ = 0 Moxe PEmUTH Tio
JjenHoj om poMeHIBMBMX @, b, € IATH YCIOBHY MOEHTHTET ce MoXe TNpeBeCcTH Ha OOMYaH,
OIHOCHO GesyCloBAH MHEHTHTeT. PeliuMo, pemasameM ycimosa @ + b+ ¢ = 0 ro ¢
Io0ujeMo ¢ = —a — b a TaTH YCIIOBHM ce CBOIM Ha 0Ba ] Ge3yCIOBAH:

a®+ 63 — (a +b)® = —3ab(a + b)

KOjU ce Nako KoKaayje.

(@,b €R)

Hanomena 6.1. Yormre, Ha cnvran nawuH ce gokasyje MMIUTHKaLHja o6HKa:
(PIANP2... APr) = Q
yxonuko yenioB P1AP2 ... APr MokeMo pemuTH (10 HeKMM BeroBHM TIPOMC HIBUBHM).
Pa3 7. Loxazamu umnauxayuje
s=a+b+c = (as+bc)(bs + ca)(cs + ab) = (b + ¢)*(c + a)2(a + b)?
(a+btct+d=A, a+b—c—d=B, a—=b+c—d=C, a—b—c+d= D)
=) [ab(a®+b?) = cd(c?+d?); AB(A24 B2) = CD(C?+ D?)]

Pas 8. Kaxo0a ce nodecko, wmo o06de 3Hauu Oez ynompete KeaOpamHoz
Kopena, 3adanu ycaos a® + b? = 1 pewu no npomensueum a,beR ?

Pememe. 3amucao je ciemelia. Axo ce, cI0GOIHMjE peveHo, kpeheMo T0 XpyXHULU
TIOY€eB O BeHe Tauke A “y cMepy cynpoTHOM KazassiiM YacoBHUKa” (BMA. 1LpTeX), OHIA
HaM je TIOJN0Xaj y CBAXOM TPEHYTKY oipeheH omropapajyhinm YTIIOM «.
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Cnasua b. TIpemnh

(a,6)

el
D
1

CXOHO TOME MOXEMO TIOMHUCIIUTH I3 10CTOj¢ HEKE JiBC PyHKLHje f’-? TaKo 2 Baxe
jenmaxocth @ = f(a), b= g(a). Y crmapu, Taxee aBe @yuxuu{e cy Beh peoMa
qypeHe y MaTeMaTHLK; ped je o QyHKIHjaMa sin u cos. Taxo, Baxe jeIHAKOCTH
(*) a = cosx, b=sina
Y cTBapH, TaKO CMO Beli CTHIJIH 10 jemHOr pemerna ANATKA.
HaroMeHa 8.1. JemmaxocT ofanka (%) Tauio peweHo MM 0B&j CMIC0
AKo je (x Ma KOjH PeaAsH 6poj’, onna a, b ompehenn jenmxoc‘r'um (%)
JALOBOIBABA Y JERHAKOCT a? + b2 = 1. Ocparno, axo peaxHu GpojesK @, b
JALOBOJEABAJY TY jeBHAKOCT OHGS TIOCTOJH Peaxax Gpoj 0 TAKAB DA Daxe
jeanaxoct (*).
Hmajyhin To Ha yMy oGpaciue (*) MOXKEMO ~CA HOCTR CHMANEHMM mpuuhen.euo;:un-
MK8
FIBOCTH KAKO CReMM. Y CTBAPK, MPoSAeM je KANO HOKAATH MMILTRKB LUK JY
(x¢) a®+b*=1 = (3a € R) (a = cosa, b = sina)
rae 3 je nOruNKM KGGHMOP, KoMt Y OGHNHOM JeIUKY OHroBApAjy peuK r‘lzcmo./l.l,
3d HEKU W CX. 3aKCTA, M3 jeOHAKOCTH a’+b% = 1 ssxnywyjemo na 38 6p<1)1<3;)02q1y
za saxe Hejeanaxoct 0 < b2 < 1, ounxxne moSujamo mejemnaxocT —1 = 0 2 L.
M cana xopucTHMO 080 noMohno Tephene (nemy): '
Jlema 8.1. Ako je z peaaar Opoj (YKmyuHO) gu«el)y -lul ou.aa no;lan(;;/;
oap jedaH peanar Opoj o MaKag da eaxcu jeauaxqcm z = sina. J3 M
dooajemo Oa mehy maksum o nocmoju MauHo jedan 00 HBUX Koju g
x
(yKkroyuno) usmely —5 U 3 . .
TIpema Toj JieMM, 6poj b je M3pasns y o6nuky b :Zsma, ca HEKHM a. o
jennakocth a? 4 b? = 1 jaKo HobuUjaMo a* = cos’c, ONAKJIC MMAMO I
ciydaja:

0 4=
1° a=cosa 2" a=—cosx

j j rna
3Taj peanaH Opoj je y CTBapH MeEPd onrosapajyher reoMeTpHCKOr Yy

13




Pasuune, I

— .

;’Ocnyqa Jy 1° mmininkaumja (++) ce ooMax gokasyje. MehyTim y ciysajy
MMaMo OBE IBE j =- =si g

o a0 _n JeMHAKOCTH @ = —cosa, b= sina. YBeanMo HOB yrao

caf = 7.r—’af. Ca TiM yrioM o' mperxonHe jeDHAKOCTH Tiperase

Yy oBe IBe a = sina’, b= cosa’, 1uMe ce 3aBpwasa Gokas TBphera (%%).

Ioxa JMo ma y TBphemy (%) 3HaK = cMe GUTH 3aMeHeH 3HAKOM <. Joll
OTHITHj€, BAX! OBa €KBMBAJICHIIMja

(8.1) a?+b2=r2 & (Jae R) (a = rcosa, b= rsina)
(a,b,r cy Ma Koju peanHH GpojeBn)
Paz 9. [loxaszamu umnauxayujy
2,32 _
(af +07 =1, a3+ b2 =1,a1a0+ biby =0) = ayb; + asby =0
20e ¢y ay, az, by, by Ma koju pearnu 6pojesu.
Pememe. VanoxutieMo IBa HauMHa: jemaH kopumhemeM ekBuBaneHuje (8.1), n npyru

‘mc(;‘o anreGapcko-JoTHikW HatuH. Ilpsu he y cTBapu 6uTH OupeKman a apyru
UHOUpEKMAH, omroctio xopumhemem vneje reductio ad absurdum. Tpsyu Haumu:

Hajnpe younmo ciiemehn MMIUTMKALM]CKI TTaHALL
(af +0} =1, a3 482 = 1,a1a3 + byby = 0)
= a6y = cosa,by = sina,a; = cosf, by = sinf,ajas + bibs = 0
(a, B cy mexu peannu Gpojesu (sum. (8.1))
= cosacosf + sinasinf = 0
= cos(a—p)=0
(Koprmhere T06po T03HaTe TPHTOHOMETPHCKE Jopmye)

A calla panu HOKasa jemHakocTv aiby + ashy = 0, KopumhemeM HeKMX OCHOBHMX
TPHIOHOMETPHUjCKMX JopmyJia, 06aBUMO OBaj ”padyH”:

aiby + azby = cosasina + cosBsinf

— l . - .

= 3(sin2a + sin2B) = sin(a + B)cos(a — ) =0
Jep cMo Beh wssenn jemaxocr: cos(a — () =0

Taxo ce NIpBUM HAYMHOM 3aBpliaBa HoKas. JIpyeu HGYuH:

Ha GM(.:MO AOXa3aJ¥ HaTy UMIUTMKALIA]Y 3a TPeHyTak Iielaky kao P = () moxasahemo

Ia Hije Moryha koHjyHkuuja: P u —(), omHocHo ma je HeMoryha oBa KOHjyHKLHja:
Ko 2 2 2 2 -

(Kon) aj+bi =1, a534b5 =1,a1a5+b1b; =0, arb; +asbhs #0

Thecy aj, az, by, by Hexm peasnu Gpojesu.

Cama HaM je HayM Zia Tpely jeIHaKOCT pemMOo Ti0 @q. CXOLHO ToMe PasJIMKy jeMo IBa

cityvaja:
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10 (12:0, 20 02#0
¥ mpsom citytajy (K on) ce cponu Ha:
a? + b3 =1, b2 =1, biby =0, aib #0

Taxo je “mocabati” Te YopMydie, Tj. W3 BUX M3BECTH HEKY TIPOTABPETHOCT. 3aucra, 13
npyTe n Tpehie jeIHAKOCTH 3aKIby4yjeMo JjemHaxoCT by = 0, xoja ce ouurnenso csaha
ca “pasmuanromhy” a1by # 0. Tako ce saBpmaBa J0Kas y TIPBOM ciydajy.

¥ mpyroM ciydajy Hajnpe u3 Tpehie jeXHaKOCTU moGujamMo: a1 = — QaLbz-z Ta jemnakocT
HaM momymTa MoryhHoeT Ta @ wobaummo u3 (K on). Ha TakaB HayWH OX (Kon)
Tocne Xpaher “paiyHa” HacTaje 0Ba HOBa KOHjyHKLIMja

b2(a} +b3) =a3, a3+b3=1, (af—bD)b2#0
MehyTUM M3 TIpBe U JipyTe jeOHAKOCTH CledH jemHaKoCT b2 = a% X0ja je OYMIJIEHO
TIPOTUBPEYHa ca pasnmuiuTomhy (a3 —b23)by # 0, wume ce saBpmaBa KOKa3 1 y APYToM

cIydajy.

< Pas 10. Hoxazamu umMniukawujy

(a2 +0b2=1, a"2’+b%:1,ala2+b1,b2_—_0) = a+di=1

' Paz 11. Y xBusu I C. MoneHopa: COOpHMK 3afad IIo crienuaibioM
' Kypcy QJIEMEHTApHOM MaTEMAaTHKH, Mocksa 1957 mooe ce Ha cmpanu 9,
noo Gpojem 4 Hahu u caedehu zadamak:

Iloxazamu da u3 jednakocmu a+ b+ c =0 caede jednaxocmu
S48 4c® _ a®4b04c® | a’4b24®
5 - 3 2

a3 + b3 + 3 = 3abe,
Pa3 12. Illma yonwme 102UUKU 3HGUU peulumu Heky JeOrauuty, Kao Ha
npumep 2+ z = 5, 20e & Moolce OUMU HekU peanan opoj ?

OnroBop. JegaH HatMH ONTOBAPaKA j¢ osaj. TIpBo, 3aMHCIINMO, Ja T Ha CcBe Moryhe
Ha¥MHe JaMeIby jeMO PA3HHM peaTHUM GpojeBiMa, Xao: 1,2,m, V2,1 /3, wra. Ipyro,
jemvauuny 2 + = = 5 cXBATMMO Kao0 'Kajyll TioMolly Kora TaKBUM 3aMEHMBATHMA

HacTajy, TipaBe ce pasHe ompeheHe jeMHaKOCTH Kao

(x) 24+41=5,2+42=5,2+7=5, 24+v2=5,2+%=5, wm

U Taga pemMTH JATy JeIHa4MHY yNpaBo SHAYH Mely jemHaKocTHMa (*) OLBOJUTH, Hahu
CBE OHE Koje ¢y MAUHE, ¥ y3 TO 3aTaMTUTH onrosapajyhe BpeIHOCTH ITPOMEHIBMBE T.

O9WIIeIHO je a je TauHa caMo Tpeha JeIHaKoCT ¥ fia Tafa T MMa ppenHoct 3. Taj
3aKIbydak ce Moxe 3AIIMCATH, HIPa3UTH 0BOM JIOTHIKOM eKBMBAJIEHLIMjOM

(121) 2+4z=5 & =z=3 (rje™a xoju peana 6poj)
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Moxna cymeu4aBo TmocMaTpate Ho3Boly ma T Oyhe Ma Koju peallaH 6poj ? 3aucra,
YKOTUKO PEI[UMO Z MMa BpefHocT 4 Ta eKBMBAJIEHIIMa -OTIET CBOjeBPCHM KallyTi- TIpaBu
0By ofpeheny exsupaneHuujy 2+4 =5 <> 4 = 3, xoja je TavHa Graromapehu
OKOITHOCTH [ia Ce y MaTeMaTWuKoj JOTHUM® yanMa Ja Heka eKBUBalleHMja P <> ¢
Je TawHa, Tj. MMa BpemHoct T W y ciyvajy ako oba P, q Cy HerayHa, Tj. ofa uUMajy
spenroct L. TpuMerumo fa ce y cknamy ca peveHum exsuBasieHumja (12.1) moxe
0BaKO TIPEUM3PAZUTH

(Ve € R)2+2z=5 & z=3)

Haromena 12.1. Tomajemo jom Heke yumenutie. 1Ipeo, CXOLHO TOMe ce fa
HaBEICHO 00 jalllbeie 3aCHMBA Ha TI0JMOBUMA MAUAH, HEMAYaH N HeKUM
ApYTrvM M3 'BMXO0BE OKOJIMHE, KaXeMo Ha je mojaM Pewumu JeOHauuny
objalitbeH cemanmuuky. IToped Tora MOCTOji M T3B. CUHMAKCHU HadMH,
y KOMe yMecTo TojMa Ta4aH OCHOBHY YJIOTY MMa MojaM mokasaH. [a
6MCMO M Taj HaTMH BHIEIM, 3aMHCIMMO 0a CMO CTPYKTYpY PpeajiHUX
OpojeBa yBelM HEKMM CHCTEMOM akchoMma Az(R). Pemumo, Haj9yBeHU U
Je HaiMH Koju notude ox I. XunGepra (1862-1943), jeoHor oxm HajBehmx
MaTemMaTHiapa, ¥ KOjU ce KpaTKO OMHMCYje OBMM pednMa:

Peannu 6pojesu uune xomnaemro ypebero nosmwe
mro heMo mnogpoGHuje objachuti y Haromenn 44.1.

W rapa pemmtu jenmadumHy 2+ z = 5 saum:  y ckyny R Hahu cse
BPEQHOCTH 32 z, PELLUMO Y O3HALM vred, TAKO Oa jeIHAKOCTH 2+ vred = 5
Oymy HokasuBe NMoMohy TakBuX akchoMa Az(R), OpyKiuje pedcHo, OHe
Cy meopeme THX aKCHOMa.

Apyzeo, uctaknumo na ce ynotpeGoM IojMa o6IMK 062 M3JTOKCHA HATHIA
MoOry OITMCaTH OBMM peiuMa:

Pewnty jemnaumny 2 +z = 5, roe ¢ € R, 3Ha1u Hahu cie Jjen-
HAKOCTH 00JIMKa 2+ = § Koje Cy TadHE y CTPYKTYpH R, OXHOCHO
Joka3uBe MoMohy akcioMa Te CTPyKType.

Tpehe, jacho je ma ce cBa Hocajauka MpUYa 0 jeQHATHHU 2+ z = 5
MOXe TIPCHETM M Ha ClyYaj HEKe Ma Koje Opyre z-jeQHAYMHE, PEILIMO
Yy osHauu Jed(z). Hase, y ckiamy ca okonHomhy Ha Tpyu mefunucarby
TojMa  pewumu jeOHGUUHY y OCHOBM ydYeCTBUje TOjaM TadaH, OZHOCHO
AOKas3aH HE BMOM CE Pasiior 3aliT0 He GMCMO CIMIHOM MPUYOM YBEIH
T0jAM peWUMU HeKy HejedHAUUHY, Heku cucmeM JeDHAUUHA, cucmem

* Borse peveHo, TaKo Ce YMHU y T3B. KIACHYHO]j MaTeMaTHuKoj JorMLy. MWHave,
MaremMaTuiKa JOTYKa MMa BEIMKY 6poj pasHuX, Mehy BUMa ¥ HEKIIACHYHUX , 0GIACTH
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HEjeDHAUUHA UAU YOnuime peulumu Heky gopmyay. Y3 TO MCTAKHMMO Oa
ce TIPUTOM He Mopa TIOjaBUTH €aMo jeOHa HErosHaTa, Kao z, Beh U Heke

mpyre y XeJbeHOM Gpojy. O ToMe ToBopH noyhu nipumep: Pas 13.

Pas 13. Y cmpykmypu R peaanux Opojesa pewumu oame gopmyae no

HABEOEHUM HEnO3HAMUM:
1)22=4 noz; 2)a=1Aa=2 noa; 3)z=1Vz=2 noz;
4)z>2 noz;, 5)z>2Az<1 noz; 6)0z=1 noz,
Ne+y=3Az—y=1 noz,y;, 8)z+y=1 noz,y

9 z+y>3Az—y=1 nozy

Pemere. 1) Ta jemnatmua uma TaiHo I3a pemera: 2 u —2. Caja momyT (12.1)
MMaMO OBY e€KBHBaJIeHLUjY

(13.1) =4 & r=2Ver=-2 ‘

2) Ta {opMynia, Tj. KOHjyHKLWja OBe a-jeAHaqiMHe je HeMgryha, Tj. HeMa pellera.
3) Yonmre Hexa IMc]yHKUHJa P V q UMa BpeJHOCT | aKko P WIK ¢ MMa‘BpellHOCT
T. Cuencrsero, pemema cy 1 n 2. 4) Pemera cy yInpapo CBM peajiiu Gpojesyt Behu
oK 2. 5) HeMma pemera jep HeMa HMJeIHOT PeajiHOT Gpoja seher 01? 2 ¥ Mamer of
1. 6). Ta jemnawnna -Tako ce xaxe- Y CTBapH He Calpiu CBOJY HEIIO3HATY.
Ona je exsupanenTHa ca 0 = 1, ma je HeMoryha, Tj. Hema pemictsa. Moxemo pehu
M Oa je expuBanenTHa ca L. Y Takpe, cTapHo-Hecampxehe CBOje HeTIO3HATe, HOJIase
petvimo w ose fopmyre o ;. 2 < 1, 0z +2< 1, 1<240=2 I'Ip}ae‘ nBe cy
Melyy-eKBUBAJIEHTHe, alit ¥ HeMoryhe, ZoK je Tpeha 3a0BojEeHa 33 isam.[ Gpoj . i
7) To je cucreM IBe NTHHEapHe jelHaiWHe IO T, Y. PemuheMo ra “MzejoM 3aMeHe™.

Tako, MMaMO 0Baj eKBUBAJIEHLMJCKHM JIAHALL

z+y=3 A z—y=1
& 4y=3 A z=y+ 1 (dpyry jenmauuHy CMO PemlATH TIO x)
& (y+l)+y=3 A ¢ =y+1 (Ocasnmu cmo sameny T ca y + 1,

Xao M TperMcaliv jeXHauMHy Te sameHe. Bum. HamomeHy 13.1)

& y=1 A z=y+1
s y=1 A z=2

Taxo 3aKibydyjemo [a JATH CHCTeM MMa JeIMHCTBEHO pelierhe OTMCAHO jeXHAKOCTHMA

t=2, y=1

*Tlo TipaBWiIy TTMCafieMO aKKO yMecTO: AKO M CamMo aKo
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8) ¥ ckmazly ca eKBMBAJIEHLMOM T +y=1 & y=1—zsaxnpyiyjemo:
Jemmauwsa 1y = 1 1Ma GecKOHaYHO MHOTO pemekd NPy YeMy T MOXe EUTH
Ma Koju peaniaH 6poj, a ogrosapajyiu y je oHua 1—2
9) U Ty QopMmyty, CUCTEM jeliHe jemHaYMHe M jeIHe HejeMHAMMHe, peliaBaMo "yme joM
saMeHe”. Tako, IMaMO OBaj €KBUBATIEHILMJCKH JIaHALL:
z+y>3 N z—y=1
& r+y>3 AN z=y+ 1 (Hpyry jemHauuHy cMO pemWMIIM TIO I)
s (y+)+y>3 A z=y+1 (OBaswy oMo sameny = ca Y + 1,
Kao0 ¥ TIperiicaliy jeqHaiuHy Te 3aMeHe. Bun. Hamomeny 13.1)
o y>1 A z=y+1
Taxo 3aKibydyjeMo fa DaTH CHCTeM ¥Ma BHIle pemend onpeheHMX 0BaKO:
Y MoxXe GUTH Ma Xoju peanaH 6poj Behy oX 1,a onrosapajylie = je onma y+1

Haromena 13.1. Y Be3u ca pewasamseM jeIHaduHa, HejeIHatMHa, yoriTe
Heke JopMmyrie ¢(z,y, ...) TIO HEMOSHATUM Z, Y, ..., MCTAKHAMO [IBC CTBapy:

IIpeo, TakBa fopmyna je HIH Hemoryha, Tj. HeMa HHjeQHO PeliCIbe MAN
je Moryha, ma oHga MAM MMa TagHO jemio peuere MM UX MMa BHIIC.
PerymMo, To 'BUlie’ KOJ CHCTEMA JIMHCAPHUX HejeQHAYMHA y CTBAPH 3HATH
"GecKoHATHO MHOIO'. AJIH, pelmmMo, Beh HUje Tako y crydajy KBagpaTHHX
jenmHatHa, KOL KOJUX ce TO 'Byme’ TIpeBOAM Ha 'LBa’.

Jlpyzo, ipy pafly ca jeBHAKOCTHMA, 9eCTO Ol Be/liKe KOpPUCTH MO%Ke OHUTH

__0BO 3HAYAjHO CBOJCTBO jEONHAKOCTH

(13.2) (3axon sameHe 3a Jednakocm) Baxu eKBUBAJICHILM ja

z=A A dYz) & T=AAYA)

e “ (A 'jeﬂ}i'em napas, a ¥(x) Heka QopMyna, HE HYKHO GpojcBHA)

Pequma: KoHjyHKumMja £ = A A 4(z) je CKBHBAJICHTHA Ca HOBOM M3
e HacTajle 3a4pRaBaHEM JEMHAKOCTH 3aMCHC, Tj. jemmakocTd z = A M
samemvBaibeM P(z) ca Y(A).

Mnage, nako ce puav ma (13.2) BakW. 3aucTa, ako £ Mma Ma Kojy
BpEAHOCT OHAa MpemMa ToMe Ha JIH jemHakoeT £ = A MMa BpemHocT T
win L eKpiBaJieHIIMja ¥Ma UCTY JOCMYKY BPCUHOCT Kao W(A) & Y(A),
omHOCHO L & L; Tj. yBek mMa BpeaHoct T. Kpaj Hamomere 13.1.
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Pas 14. Pewumu no z € R jeonauuny 2° + z=2% +3

Pememe. Hitje Temko BUIeTH fa Opoj 3 jecTe jeqHo pemetse. IloxasyjeMo Ja je ¥ jeIlMHO.
3amcTa, HeKa je @ Ma Koju 6poj pasimuyut ox 3. Tama:

AKOa>3 MMaMo 2° > 2',Ta 2* + a>2 + 3, Tj.2* +a#2 4 3.
AKO a < 3 CIMYHO MMaMo 2° + a< 2 + 3, Tj. 2* + a#2" + 3.

3nayM, HujemaH Gpoj WyseB 3 He MoXe GUTH pellerse, Ta je 3aBpUleH HOK&3 jenmH-
CTBEHOCTH TOT PEmIErHa.

HarmomeHa 14.1.(MeTomonomka) MokeMo c¢ MUTaTH, Ha JM TaKBy 3a-
MIicao pelaBarka MMa CaMo Ta jeIHaduMHa WM CIMTHO BaKW M 3a pasHe
mpyre ? Ia 6ucMo TO 'TIpo3pesid’ pa3MOTPMMO HaBENCHH IOKa3 JUju je
WIoK | jedHawuma 2% 4+ z = 22 + 3 M3yseB 3 HeMa HMKOje OPYro peuerse.
Ta jemHainHa ce ODHOCH Ha CTPYKTypy R Ma ce y HaBeIeHOM LOKasy
KOpMCTE pasHe HCHE TMECHHIE, TBpheHwa Kao: 3 je jemaH OO HEHHX
4aHOBa, + je omepauMja, 2% pacte Kag c¢ T nosehasa, uro. MHadge,
jaCHO je ma yomuwTe O CTPYKTyp R mMa GeckoHaTHO MHOIO TBphema,
ajM yciiell KOHATHOCTH Taj (ra M CBAKH ApYru) HOKa3 MOKE KOPUCTHTH
caMo HHX KoHadHO MHoro. M caja je muTame Kako ja mpoHahemo Te
-pehu hemo- yropuumHMLe H0Ka3a. OnMax MCTaKHMMO Ja y TOM cMHCHY
nocroje paste moryhHoctn. Ilo mpaBiily, HAKOH Hana#eha yropHilHMLLA
-a OHe Cy IUIoH, CIOGOMHMje pedeHo, 'JIOTHIKOT CKpOo3Uupama, JOTHMIKOT
nehena’ DOTUYHOr JI0Kasa- rpaiu ce HOBO omuTHje TBpTCHE, 3a Koje ce
Kake [a M3 MOJasHOr HAcTaje MemodOA0UKOM UOEjOM NPEHOCA.
Peivimo, 'JIOTMIKHM CKpO3MpaibeM, LiehermeM' pedeHOr JoKasa MOXKEMO
uspehu oBo TBphemse:

Heka je f : R — R peanna QyHxumja Koja je pacTyha u Hexa je
@ Ma Koju peanaH 6poj. Taua z-jemHaiuna f(z) = f(a) nma
jeQMHCTBENO pelleHe a.

Hctudemo Ia je MIeja NpcHoca jeIHA OX HajBaXHMUX MCTpaXMBATKUX,
Tj. METOHOJIOWKMX MIEja y MAaTEMAaTHLIM YOTITE. Kpaj Hamomene 14.1.

Pas 15. Heka ¢y a, b, ¢ Ma Koju peaanu Gpojesu. ILokasamu umn-
AUKAUUJY

a+b+c=0 = b?—4dac>0
Kao mere “npumepke” uzsecmu 0sa mephersa

1° Axo keadpamua jednauuna * +pr+q =0 ,20€p, ¢ € R uma Oap
JjedHO peaaro peuierse OHOA 8aJNCE HEJjeOHAKOCTU
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() p* —492 0; (i) (p+A)* —4(a-2rx)>0 (A€ R je npouzsomwan)

20 Ma koje peaano peuerse x KyOHe jedHauune 3+ pz+q = 0 3a0060:6a6a
Hejednakocm p* —4zqg >0

Pememe. Hexa a, b, ¢ Gymy Ma Koju peasiuu 6pojeBu. HaunHMMO OBa j UMITHKALIMjCKH
TiaHall

(x)a+b+c=0
= b=—(a+¢)
= b2 —dac = (a+c)? — 4ac
= b% —dac= (a—-c)?
= b2 —4ac>0

jep (a +¢)? — dac = (a—c)?

M3 KOjer HerocpenHo cliedu uMmiukauuja a +b+c=0 = b2 — dac > 0.

1% Hexa cama jemnaunra 2 4 pr 4+ ¢ = 0, rme p, ¢ € R uMa u3BecHo pealrio
pemesse z. Tana, 6pojese a, b, ¢ ysommmo oBaxo a = z°2, b = pz, ¢ = ¢. Bynyhu
naa+b+c=0 o npema moxasatom saku b2 — dac > 0, 1j. (p? — 4¢)z > 0.
TepauMo Ha omatie crienu p? —4q > 0. 3awcra, yxomuxo z = 0 o wsz+pz+g = 0
noGujamo ¢ = 0, ma omma p? —4¢ = p? > 0, a yxomuxo = # 0 tama 2 > 0,
ma w (p? — 4¢)z? > 0 npowsmasu p? — 4¢ > 0. Tako cMo moxasau (7). Panu
noxasa (i) HOBOIBHO je Ia Ce jeNHAaKOCT 22 + pz + ¢ = 0, majnpe Hamume y oGIHKY
22+ (p+MN)z+(¢g—Az) =0, mamea, b, c ysenycaa = 2, b= (p+A)z, c=
(g — Az) u mpuMenn HejenHaxoct b? —4ac > 0.

2° 1 1o ce mokasyje Ha CTMYaH Haumm: Gpojese @, b, ¢ ypememo ca a = z, b =
pz, ¢ = ¢ ¥ yrorpeSuMo Hejemraxoct b — dac > 0.

Hanomena 15.1. Moxia BaM HaBeIEHO pelleHe M3rjieda IMoMajio Heo-
ouyHo. JlomajMo Ia y OCHOBM CBera jecte ylpaBo Mueja mpeHoca (BUL.
Hamomeny 14.1). Hanme, y MMILIMKAIMJCKOM JIaHILly (*) GMTHO je camMo
TO Ia cy a, b, ¢ HeKH OpojeBH® , @ Ja JM je HeKM O HUX pElicHse M3BECHE
jemHaIMHe TO yCJed OMIITOCTH HEjeIHaKOCTH b% —4ac > 0 HeMa HUKAKaB
3HA44,. -

Pas 16. Hexa je f(z) = 0 jedHauuna no ¢ € R 20e je f 3a0ana peaana
Pynkyuja.  IIpemnocmasumo ca cy ay,....a, € R cea rmeHa peuierrd.
Hanucamu exsusanenyujy nonym (13.1). A wma 6u 6uao ako 6u maxkeux
peuiersa 6Ua0 OECKOHAUHO MHORO, PELUMO HUZ: dj, ..., Gn, ... ?

3a OHE KOjU CY y CTalby Ha jom IyOibe JIOTMHKM CKpOSMpajy JAHALl (*) TOMEHMMO
I2 M o[ TOTa CBOJCTBA: “cy GpojeBH” y TOM JAHILy ce KOPUCTH CaMo “TapueHlie”
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Pememe. Jaciio je ma momyT (13.1) Baxit opaxsa exBMBallcHULK]a
(*1)  fl&)=0 & z=a1V..VZ=an
MebhyTHM ako peliera YUHe GeCKOHaYHW HH3 OHIA GMCMO MOTJIM I3 TIOMMCIIMMO Ha
onropapajyhy GecKoHAYHY TMC]yHKLIM]Y. HaroMuisy B Ia ce TAKBe TUC]YHKIIHje MPoyya-
Bajy y MaTeMaTIYKoj JTOTMILH, U3JIaXEeMO OLTOBOP 3 xopumhewe KBaHTOpa 3 (‘moctojw’).
Moxe ce cioBonHMje pehy Ia je Taj XBaHTOp CBOjeBPCTaH pohax mucjyHkiumju. Taxo,
(x1) ce Moxe u 0BaKo JaITHCATH
f(z2)=0 & (Bie{l,.,n}) z=ai
Y ckmady ca THM, Y clyyajy GeCKOHaYHOT HM3a 3a JeIHaiuHy f(z) = 0 mamo oy
eKBUBAJIEHIIW]Y
(x2) f(z)=0 & (JeN) z=ua
Haromena 16.1 VcTHaeMo 1a ce eKBMBATEHII]a TIOMYT (%2) 9eCTo TIOjaBILY je
M TO y joul OIMUTHjeM OOJIMKY Kao
(16.1) Jed(z) & (IpeS) z=¢(p)
roe je Jed(z) jemHawMHa 110 £ -HE HYXHO GpojeHa- S M3BECTaH CKyTl, a
¢ wspecHa (yHkuuja. Peunmo, jelaH Takas TpUMCp je
sin(z) =0 & (Fk€Z)z=kxm7
Ty Takohe Honasu M jeIHAIMHA T + Y = 1 o z, y € R. HanMme, meHa
pellieisa Cy OMMCHMBA jeTHAKOCTMMA
z=p, y=1l—p (p je ma xoju peanat 6poj)
Ha mipBU TorJield TO He TpUriaja oOJHKY (16.1). MehyTim, QyHKIM]Y ¢
-kao QyHKUMjy Koja oa Opoja Kao 3alaHor "IMKa’ TIpaBM 'CIHKY’, Koja je
OHOa M3Becna ypeheHa IBojka- yBOOMMO OBOM jeaHakomhy
¢(P) = (p) 1— p)
Taga, mamyhn X u Jed(X) ymecto mBojke (z,y) OZHOCHO YMeCTO 2+Y = 1
JIMaMo OBaKBy eKBMBaJIeHLMjy obnuka (16.1)
Jed(X)=0 & (3p€ R) X = ¢(p)
Paz 17. Pewumu damy gopmyay noz € R u pewerbe uckasamu Popmyaom
obauka (16.1)
1° cos(x) = 0; 2° sin(x) = sin(§); 3° 3sin(x) = 2; 4° 3sin(x) = -2
5% 3sin(x) + 4cos(x) = 2.5; 6° sin(x) > sin(1); 7° 3sin(x) + 4cos(x) > 2.5
Pememe. 1° Pemema Te jeHaTMHe yNpaBo Cy CBU pealiiy Opojesu o0muKa 5T kw, e
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k Moxe Gutit Ma Xoju 1eo 6poj 0,1, —1,2, =2, ..... ¥ cknamy ca TiM, eKBHMBAJIEHII ]
ofmuxa (16.1) rmacu

cos(z) =0 & (FkeZ)z=Z+kn

2" @ynkumjy sin mpuBpeMeHo osHauMMo ca f. JeZHO O BAXHMX TIMTARA je OHIA
YrpaBo Xama Baxu jemHakocT obmuka f(z) = f(y), n cmuumo ynpaso xama Baxu
HejemHaxoet f(2) > f(y). Ourcsop je uspaxeH cemehum IBema eKBHBAEHIIMjaMa

(17.1) sin(x) =sin(y) « (Fk€Z)x=y +2knr V (3k€ Z)x = 7 — y + 2k~
(17.2) sin(x) >sin(y) ¢ (Fk€Z)y+2kn < x <7 —y+ 2kr

Vctwaemo ma cy Te exBuBaneHlMje (CTMYHe Bpelle W 3a OCTajle TPUTOHOMETpHjcKe
(QyHK1Mje) BeOMa 3Ha¥ajHe U 4 UX TpeGa IOOPO 3aTIAMTUTH PeLMMO, TIOMORY OXIo-
Bapajyhe ciiMke Ha TPUTOHOMETPU]CKO] KPyXHHIM, ToMohy IMXoBor rpaduka win seh
KaKo BaM TTafiHe Ha TlaMet® . OHe Cy BEOMa KOPHMCHE 3a pelllaBathe pa3HUX TPUTOHOMETPH -
CKMX jeIHAYMHA M HejelHaYMHa M YaK, pelaBate TaKBUX GopMyia Tio TIpaBUITY Tpela
O0aBUTH y3 HyX0By ToMoh. Tako 3a Harty jelHavuHy HeTiocpelHO HOGMjeMO OBY eKBHM-
Basienuujy ua (17.1)

(+1) sin(x) =sin(}) ¢ (FkE€Z)x=L+42kr v (Ik€Z)x =7 - L+ 2kr
KojoM cy OTiHCaHa CBa pellela JaTe jemHawuHe (um. Hanomewy 17.1)

30 Haty jenHaYWHy Hajlipe HATIMIMUMO Y OOJIMKY sin(a:) s % [arpe 6yoyhw ma je
6poj % TIO3UTHBAH M Mamsu of | To TocToju TauHo jemaH peanaH 6poj o wmehy 0 u
% TaXaB fa Baxm jemHakocr sin(a) = % YrioTpefoM TOT YINa o, KOjK ce WHave
Ha3uBa arcsin( 323—) (sumo. HamoMeHy 17.2.), mata jemmauwHa je sanucusa y oGIMKY

sin(z) = sin(a) n cra mena pemera cy onpehena exsusaneniujoM suma (17.1)

(*2) sin(x) =% & (Bke€Zx=a+2kr v (JkE€ Z)x =1 — o + 2k
rre o = arcsin(2)

4% Osa jenwawuua ce MOXe PEWUTH CITMYHO Kao TIPETXOXHA M To OTET y3 oMok yriia
o, Tj. arcsin(%). Haume, Oynyhu ma sin(—a) = —sin(a) = —%, TO HaTy
jemnayMHy MoxeMo oBako mucaTH §in(z) = sin(—a) a fopMmyna pemera TOMyT
(*2) rnacu

sin(z) = -—% & BkeZ)e=-a+2krVv(Zk € Z)z =7+ a+ 2kn
rme o = arcsin()
5° Cama momwmmamo ma u Ty jemmatmmy samumemo y ofmiky sin(z) = sin(a),

3a Hexn ov. Y Ty cupxy ce cetumo Jleme 8.1 u exsusanenuyje (8.1). Taxo, ysmumo
a=3, b=4arongpehyjemo w3 jennavure rZ = a’ + b2, ogaxie onmax KoGujaMo

¢ Jep cBako mpaBusio maMhema je mparoleHo, HeMa GOILHX U JTOMUjUX

22

Cnapuma B. ITpemnh

r = 5. Jla 6ucMo WTo MaHe JopMyJia, yoTiuTe 3aHca MOPAJIH JIa TAMTHMO (112 KOHAHO

i j TM TPOYrao ca KaTeTama 4 H
HHM TY JieMY He MOpaMo HayuWTH) ' HAL(PTajMO MPABoyr poy

b

4

: (4 8
W3 wera ce omMax "BHOK” ¥ yrao «. OH je ynpaso arcsm(g). Tpema TOM.TpO}’I‘JI)’
wmaMo jemmakoctw: 4 = Ssin(a), 3 = 5cos(a) nomohy Xojux HaTy jeXHauMHY
MOXEMO OBAKO 3aNUCATH
5cos(a) = sin(x) + 5sin(a) * cos(x) = 2.5 Tj. sin(x + a) = L, Tj. sin(x 4 «) = sin(§)-

Y cama wa ochosy (17.1) nosujamo eXBHBAJIEHHLIM Y

3sin(x) + 4cos(x) = 2.5
“ (Akelx= —a—{-.ﬁ+2kr v (3k€ 2)x =% — ‘1+a+2kr

60 Pewasa 0t NUPCKTHOM TIPUMEHOM EKBHBATICHILH]E (17.2) n noSuje ce
sin(z) >sin(1) & (Bke2Z)1 +2%kxr <z < —1+2kr

7% Kaoy pemetsy 5° najnpe wapas 3sin(z)+4cos(z) mosennmo ¥a OCIUK 53'm(:z:+
roe @ = arcst'n(%). Ha Taj HavMH jaIaHa HejeMHAMHHA npehe y oBy sin{z +

«
: . Jla GucMO HBHUTH peliera MPHMEHHMO

) > 3, OllHOCHO OBY sin(z+a) > sin(%)
expusaienLjy oonuka (17.2) u moSujemo

x - = 4 2kw
3sin(x) + 4cos(x) > 2.5 <« (3k€Z) —at+ F+2ka<x<7t+a ¥
rae o = arcsm(g)

Hanomera 17.1. 3mHadajHo je Ha cc M CKBUBAICHIH (*1), oqurnenn:
pasiMiMTa Of CKBMBAJICHIM)C BUKA (16.1) Mome Ha by TIPeOGPaTHTH.
Haume, KBaHTOp 3 WMa 0BO BaXlO CBOKTBO

e TTESHETE 2 Tpe(a MI0eramaTH Yuene,

hema’ yIyTHO j¢ Ila 0¢ MOHEKal XOPHCTHMO
hyjy yredaTsusuje naMhese T2 {ax

™ la ce He cxBaTHMO Torpemto. Huje Ha
peh jia GHCMO Ce¢ CTIaciiy OfL ‘ToJieMe MyMe TBp
¥ pasHUM TIOMONHUM CIIMKaMa, XOje HaM OMOTY

M CXBATAHE )
¢ [lasuTe y CTBAPH KOPHCTHMO CKBHBIJICHLIH]Y (8.1),

“yuramo” w3 TOr Tpoyrila

Al HaM je TIpaKTHUHHjC Ha je
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(F)é(z) V (Fe)(z) &  (Fz)(d(z) V 1(x))

roe cy ¢(z), ¥(z) ma xoje gopmyine. Ha ocHOBYy Te ormuiTe Jormdke
eKBUBANCHIM]e® eKBUBANEHIIUjY (*1) MOKEMO 3aMeHMTH ciemehom

sin(z) =sin(3) & (FkeZ)(z= 1+ 2%n vV T=7— 1+ 2%n)

Haromena 17.2 (momyHa Jleme 8.1). Y pany ca QyHKUHMjoM sin Be-
TMKM 3HaYaj UMa T3B. QyHKIMja arcsin (1MTa ce. apKyc cunyc). To je
CBOjeBPCHA MHBep3Ha QyHKIMja QyHKLMje sin ¥ YBOLH CE OBAKQ

Hedununie ce 3a peante Gpojese r (yxpyuHo) maMehy —1 u 1. 3a
TakaB peanaH Opoj z nox arcsin(z) ce cXsaTa Ipyru 6poj y ca
OBHM CBOjCTBHMa

(17.3) sin(y) =z, ~Z<y<+%

TToceGHo McTakHMMO Ha ca cBojeTBoM (17.3) TIOCTOjM TafTHO jedaH y.
Moxemo 1 oBako pehu : *ToM y je HalleHyTo HOBO MMe: arcsin(z)”

[ToMeHMMO Ha ce M 3a OCTajie TPUIOHOMETpHjcKe QyHKIIMje Ha ciaudYaH
HaTHH yBome odrosapajyhe arcus QyHkumje.

Pas 18. Zlame gopmyne peuumu no r € R
P e-1)(z-2)>0;2° (z-1)(z=2)>0,z=3
3% (z-1)(z-3) < 0,(z—2)(z—4) < 0; 4°23+32—4>0,2242—6=0
Pemene. 1° Umamo 0Baj €KBMBAJICHLMJCKM JaHall
(z-1)(z-2)>0
© r-1>0,z-2>0 V z—-1<0,z-2<0

Kopuetuiiut cMo 0By exByBalieBU]y 0 TIO3UTUBHOCTH TIPOMIBOIA J(BA PEATHA 6poja
ab>0 ¢ (a>0,0>0) V (a<0, b<0)

& zz>l,e>2 V z<1, <2

& r>2 V z<l Jepz>1,z2>2 & z>2.

Yorure BaXu eXBUBATEHLIMja P A ¢ <> @, YKOIMKO BaXM MMIUIMKALMja
¢ = p (sun. Hamnomeny 18.1)

Ha ocHoBy Tora Bummmo jia ca pememsa cy: GpojeBM Mamu of 1 M y3 mux GpojeBd
Behy o 2. CKyMOBHUM JeaukoM pevero: CKym cBux pemenia je : (—0o, 1)U (2, 4+00)

*To je mpuMep T3B. BalkaHuX §opMyna. 3a pasiiiKy O TAyTOJIOTHja TakBUM (op-
Myllama, Kaxe ce U JIOTMMKUM 3aKOHMMa, YITIaBHOM Ce M3paXaBajy pasHa CBOjCTBA
kpaHTopa 3 ¥ V. MHade TayTosoryje M BarbaHe QopMyiie ce TioceGHO TNpoyyaBajy y
MaTeMaTU4KOj JIOruin
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20 Bynyhu Ja MMaMmo HejeIHauiMHYy M jefHaYMHy T(pBO TMOMMIEAMO Z1a KOPUCTHMO
3axoH 3aMeHe 3a jemmaxoct (13.2). Taxo umamo:

(z-1)(z—-2)>0,z=3 & =30383-1)B3-2)>0 & z=3

na 3 je jemMHCTBEHO pemere.
30 Jlako ce suIe exBUBATIEHIIUjE

(z-1)(z-3)<0 & 1<z,z<3, (z=2)(z-4)<0 & 2<z, <4
T4 ce 3aJATAaK CBOLM Ha TpaXeme pelera 0Be KOH]yHKLHje
l<z, £<3,2<z,z<4

xoja je exsupanentra ca 2 < z, ¢ < 3 jep: 1<z, 2<z & 2<zu
z<3, z<4 & <3
Pemera cy yrpaso 6pojesut vsMeBy 2 U 3, Tj. W MHTEpBAa (2.3).
49 Orer WMaMo Ha yMy 3aKOH 3aMEHE 33 jeOHAaKOCT (13.2). HauMe, youuMO €KBUBA-
JIEHIIUJCKY JTaHall:
23 4+32-4>0,22+2-6=0

o 343z—-4>0z=2V z2=-3

o 23432-4>0,z=2V 23+32-4>0,z2=-3

Koprerwnt cvo tayromoruy pA (qVr) & (@A V(PA r})} 1 TO
cleBa HamecHo. LIpyKuuje KaxXeMo: 00aBWIM CMO “JIOTMYKO MHOKCHS (pum.

Harmomeny 18.1)

o 2243x2-4>0,c=2V (—3)3+3*(—-3)—4>O, z=-3
IBamyT xopumheH 3aKOH 3aMEHE 32 jemHaxocT

s T,z=2 V L1l,z=-3
Jep HejemHakocT 23 4+ 3%2—4 > 0 je TavHa, Tj. €KBUBAJICHTHa ca T, mox
wejentaxoct (—3)3 +3#(—3) —4 > 0 je HerauHa, OIHOCHO EKBUBAJICHTHA ca
1. ViMamo avcjyHKUMjy off IBa WaHa, peliu heMo u 1Be wiu-rpare”. TIpsa
je exBUBAJIEHTHA ca T = 92,2 npyra ca L ma je 'yxmamamo'. Haume, yormre
aKo WMaMo JHMCjyHKUHMjy ofivka PV ¢ ¥ aKo 3HaMO Ja je g HeTayHO, OHIA
Ty IUCjyHKIIMjy CMEMO 3aMEHUTH HEHUM TIPBMM JIaHOM, “TpaHoM”, OIHOCHO
cap

& BE2

Ma je 2 jemMHCTBEHO pemerse.

Haromena 18.1 Y MHoro ciyiajeBa y MaTeMaTHIM HaM CE YOITUITCjaBIba
pajl ca M3BECHOM -Kake Ce- MCKasHOM (OpMYJIOM, KOja KpaTko peqcng jc
rpaheHa of HeKMX OCHOBHMX CacTapaka (T3B. MICKa3HUX CJIOBA) yroTpeOOM
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Crnasuma b. Ipemmh

O3HaKa OCHOBHMX JIOTMIKMX Be3HMKA A, V,—, =, <« . Mehy nckasnnm
Jopmyiiama oi Hajseher 3Hagaja cy tayrtonoruje. To cy gopmyie xoje
uMajy speaHocT'® T 3a cBe Moryhe BpeQHOCTH HEHMX MCKa3HMX CJIOBA.
MMa BeoMa MHOrO KOpMCHHUX TayTonorvja. OBOM IPUIJIMKOM HaBOLUMO
cnenche

1° (p=g9)=>(pA1) & p)
Opumepu xopumhenwa: z < 1, z < 2 je ekBrBaleHTHO ca r < 1, jep
zr <1 noBnatn ¢ < 2; y = 22 je eKkBUBaJIEHTO ca y = z2,y > 0, jep U3
yciioBa y = z? Mpousiasd HeHeraTUBHOCT OX y, Tj. ¥y > 0. Y Ta IBa
TipUMepa, z,y ¢y Ma KOju peaHu 6pojeBr

2° Tayronoruje kojuMma ce uckasyje “noruiko MHoxkewme”. Ty cy Ha
MIpUMeEp, OBE

pA(gVr) & (pAQV(PAT)
(eVOA(rvs) & (@AT)V(PAS)V(gAT)V(gAS)
p,q, 7 MOTy GWUTH C0Ba, MJIM WIMpe Ma Kojc HCKasHe (GopMyiie

U pasHe Opyre cauyHe. VIHade, pekaBum “"MHOKee” 3HAYU La Yy MHUCITMA
V BesyjeMo 3a 4+, HOK A ca . Ha TakaB HadMH “JIOTMIKO MHOXeHe”
Hac rogceha Ha MHOXerbe 30MpoBa 0OMYHMX DpojeBHMX M3pasa. A 3alliTo
je aHadajHO “norMiko MHoxewe” ? Ila, MHOrM rpobieMi ce cBOje Ha
mpoGieM KaX je HEeKa MckasHa (opMyna TaiHa, W Tala IOOCCHO je da ce
OHA “'JIOTMYKMM MHOXereM” NpeBede Ha HeKy mucjyHKmnjy AVBV..VC,
T3B. QUCjYHKTMBHM OONMK (BUI. 3a deTalbe U Hamomeny 18.2), jep Tama
nojiasia (opMyJa je TauHa YrpaBo y cilydajeBMMa Kal je TaiHo A, Kag
je Taino B, uth. Kax je TagHo C. EBo jemmor mpuMepa sa WIYCTpamujy

Osnauumo ca ¢(z,y,z) oBy fopmyny zy = 0Ayz = 0 A zz = 0, Tme cy
z,v, 2 peasHu OpojeBH. 3a KOje HBHXOBE BPEIHOCTH je TadHa Ta (opMyinia?
YouuMO 0Baj €KBHUBAJICHIMCKHA JIaHALL

(}5(1’, yi Z)
S (z=0Vy=0)A(y=0Vz=0A(z=0vVz=0)
KopucTunm cMo eKBUBalEHIUjy 00JIMKA: ab=0 ¢ a=0vb=0, [
a,b € R. Cagma Hac oveKkyje OBAmyT “JOrMIKO MHOXKeHE”

& ((x=0Ay=0)V (x=0Az=0)V (y=0Ay=0) vV (y=0Az2=0))
A (z=0Vvx=0)
*TlomHoxmn” ecMo z = 0Vy =0cay =0V z = 0. IoOujenn
“nipoussod” ToMHoxMheMo ca z = 0V z = 0. IIpe Tora geo

10 [IpeTrocTaB/baMo TIO3HABaHe UCTHHOCHHMX Tabnulia
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y = 0Ay = 0 samesyjemMo ca y = 0. To je y ckialy ca TayTOJIOTHJOM
p < pAp CiIudHO THHUMO U Ca Z = 0 Az = 0, onHOCHO
2 =0Az =0 Koje ce I0jaBIbyjy TOKOM “MHOKCHA". Hakou kpaher
cpehuBama 100u jeMo

& (z=0Ay=0) V (y=0Az=0) V{z=0Az =0))
Ogatiie HEMoCpeqHo “9UTaMo” CBe TPaXeHE BPENHOCTH 34 Z,Y, 2
npeo, z U y ¢y 0 a z je OHOa MPOM3BOIBHO, Apyro y v z cylaz
je TIpoM3BOJBHO U Hajsag z Mz ¢y 0 ay je TIpOM3BOJBHO

HarioMeHa 18.2* (HOIyHa fpeTXomOHe). IpchyTany cMo 1Ta ce paau ca
BCOHHIIMMA —, =, &> YKOIMKO y4ecTBYjy y QopMynu. IIpso, ¥MMajyhu
Ha ymy Tayronorujyy (p & ¢) & (= OAl@= p)) MOKEMO
YKJIOHMTH BE3HMK <> MW YMCCTO Hera he ce jaBuTH HBATIyT BE3HMK =,
Ipyro, BeSHUK => MOKCMO YKIOHMTH yIoTpeGoM OBe TayTonorne: (p =
) © (-pVygq). Tpehe, ako cc mecd da 3HaK — CTOJM npeqt HeKoM
KOHjyHKUMjOM pA ¢ A ... AT ,0HIa ICO ~(pAgA ...AT) 3aMemyjeMo ca
—pV~=gqV...V-r. Y cTBapH, Ty C€ KOpHCTH jemra o T3B. De Morgan-0oBUX
TayTONOTHja, OMHOCHO TayTOJOruja ~(AAB) & (~AV-B). CauiHo,
aKO 3HAK — CTOjM Tped HEKOM HMCjyHKUMjOM pV gV ... V r ,0HIOA HEO
~(pVqV...Vr) 3aMCiby jeMO ca —-pA—gqA...A-r. Ty ce kopncTi gpyra De
Morgan-0Ba TayToNOTHja, OXHOCHO taytonoruja ~(AVB) & (-4 A.—'.B)'
KOHAYHO aKo ce ecd Ia MMaMo TondopMyty 00IHKa —-...mA y Kojoj ce
“roMUIIajy” 3HAKOBA — OHOA NPHMCHOM TayToJioTHje p & —p MOXKE
Gpoj THX 3HaKoBa CBECTH Ha 1 WJIM Ha 0. HakoH Tora ga 61cMO CTHIIIA
[0 IMCjyHKTHUBHOL 00JMKA HOBOJBHO je Ia HOBOJBAH 6poj MyTa KOpHCTMMO
»orudko MHOKCHE”. MHade y OUCjyHKTHBHOM o6imky AV BvV..vC
3a A, B, ...,C ce nomymra ga Gyxy KoH jyHKIMje 10 HEKOJIMKO CacTaBakKa,

a CBakM OX THX cacTaBaka jC WIA MCKa3HO CJI0BO WM HEraunja HEKor

TaKBOI' CJIOBA.
Ila ©ucMO TIOKa3aJld Kako c¢ orHcaHe uueje Mory KOpHUCTUTH yo4aBaMo

cienehy gopmyny ¢ : —(((pVeg) = 1)V (g & 7)H HOBOZMMO je Ha
jelaH mucjyHKTMBaH OOJIWK, NpaBehit 0Ba] eKBMBANICHIMCKH NaHaIr

$ & ~((pva)=r)V(g=>r)Alr=1)
IIpBo cMo YKJIOHWIM 4> . A caja Ha TPU MCCTa yKJIalbaMo =
& ~((=(pVa) V)V ((=gVr)A(=rVa)) L )
Caga HaM je HaMepa ja r'ac rox To TpeGa 3HAK Heraiiiije " Typamo
IO jexHor of p,q,r. To Tpeba ga YIMHUMO ca THM 3HAKOM y NGy
—(pV ¢) ¥ ca OHMM CTOjeNMM Ha caMOM TIOFCTKY
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& ~(((=pA=g) V) V((mgVr) A (o V)
Capa moJeTHM 3HaK — “rypamo”. To MMa HEKOJIMKO MalliX KOpaka.
Cruxe ce 1o

& (Vg A-r)A((gA-T)V(rA=g))
A caga heMo U3 NICUXOJIOIKKMX pa3fiora cBylna 3HakK V MpPHUBPEMCHO
3aMEHHTH ca +, a 3HakK A ca *. Y CcTBapu, oHOa heMo Nakiue
00aBUTH “"MHOKeHE”

& (p+q)*—r)«((¢g+-r)+ (r+—qg))

& (px-r+gx—r)*(g*—r+r*-q)
Heke 3arpanme cMo usoctaBuini. Cama Hac deka “MHoXKeme”. Jlako
ce nobuje

& p*ﬂr*q*—-r+p*—lr*r*—rq+q*ﬂr*q*—|r+q*—-r*r*—:qv

Heo —-r 7, Tj. —r Ar je 3aMeHJBMB ca L Ta ce crora Ipyru
MU 9eTBpTH “cabupak” cMmejy ykImoHWTH. Taxohe, —r % —r cMeMo
3aMCHUTH ca —r M CIIMIHO ¢ % ¢ ca ¢. Tako HobujaMo

& pxorkqg4g*xr
Y cTBapW CMO CTUIJIM HO OMCjyHKTHBHOI ODJIMKA, joul camMo Tpeba
Ja ce BpaTUMO CTapHUM O3Hakama. Tako Hobujamo
& (pA-rAg) V (gA-T)
TlpumernMo na ce mocneama QopMyida CMe 3aMEHHTH CBOJOM OPYTOM
“rpaHoM”!! ¢ A —r. CXoLHO TOMe BUZMMO Ha Jopmyna ¢ MMa BPETHOCT
T ympaBo YKOJIMKO : ¢ MMa BPEeOHOCT T, r MMa BPEeOHOCT L, IOK p MOXe
HMaTH Ma KOjy BpeOHOCT | uiu L.
Pa3 19. Pewumu no z € R dame gopmyae
1°2=2,25-32=0; 2° (z-1)(z-5)(z-7) < 0,(z—2)(z—4)(z—6) > 0;
30 2=22-32=0,22>5;, 4°22-52+6=0,z2-5z+1>0;
Pa3 20. Pewumu no z € R dame fopmyie
19 || =2; 20 |z|=2; 3° a4|z—|1-z||=2; 4° |z—2|+|z-3|=1;
Pemewe. 1° Kao mro sHamo, || ce ysomy xao z yxomuko z > 0, omHocHo Xao
—z vHaye. Jla GUCMO TIPWIIMKOM peliaBaia jefHaYMHe TO UCKOPUCTUIIM y3 By fieMo
TIpUKIBYIMTH TavHy gucjyrkuujy: = > 0V z < 0. MompoGHuje peyeHo MMamo

0Baj €KBMBAJIEHLIMJCKH JIaHALI:

lz] =2 & |z|=2, (>0 Vz<0)

1 KopucTuMo Taytoniorujy euoa (AAB)vB & B
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& |z|=2,z2>0 VvV |z[=2,2<0
OGaprpeHo “JOTMYKO MHOXReRe” (B Hanomeny 18.1)
& 2=2z>0 V —z=2,2<0
s £2=2,2>0 V z=-2,-2<0
IIprMeeH IOBATyT 3aKOH 3aMeHe 32 jemHaxoct (13.2).
s 2=2T V z=-2,T
& z=2 V z=-2
3Hayy cBa pellersa cy 2 ¥ —2.
20 CnudHo MpEeTXOXHOM MMaMo OBaj eKBMBAJIEHILMJCKU JTaHAL
lzl=2z & |z|=z, (20 V z<0)
& |zgj=z,220 V |z|=2,2<0
s zrz=z,z>0 V —z=72,2<0
Kopvmheta meduwimiuja 3a |z |
s T,z>0 V ¢2=0,z<0
>0 VvV z2=0,0<0
3aKOH 3aMeHe jeIHaKOCTH
o >0
Tia pelera Cy ynpaBo CBU HEHETATHBHU pearHyu GpojeBu.
3% Jeman pemapajyhu eKBMBRJIEHLMJCKM JaHAIL TACH:
r+lz—|1—z|[=2
& z+jz-|l-z||=2, (1-220 V 1-z<0)
HanMepa HaM je ia cc TIpBO 0CII000AMMO YHYTPAlker sHaka | | TIa CMO TIPUKIBY iU~
Ny ofroapajyhy TauHy DMCJyHKIMjY
& z+lz—|l-z||=2,1-22>0 V z+|z—|1-2||=2,1-2<0
OGaBMIM CMo “TOrMYKo MHoXere” (Bum. Haromeny 18.1)
o rz4lz-1+z|=2,1-220 V g+|jz+l-2/=2,1-2<0
Kopucruiin cMo meunmtimjy s | |
& z4+22-1=2,1-2>0 V z+1=2, 1—-z<0
TTpumehy jeMo Ia Apyra V-"rpaHa” OTTalia jep HeCarfCHu cy yCloBM x + 1=2
U1-x<0
& c+2e-1=21-220
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Cnasuma b. Ipeunth

Cajia HaM je HaMepa J1a ce 0cTI0G0MMO TIPEOCTalIor 3Haka | |. OrmeT hemo momaTh

onropapajyfly TauHy HDMCjyHKLM]y U Tocie 00aBUTH “TIOTMYIKO MHOKEme”
& z4+22-1/=2,(22-1>0 V 2z2-1<0),1-2>0
< z422-1]=2,22-1>0,1-2>0
Vaz+2z2-1]=2,22-1<0,1-2>0
& z4+2-1=222-1>0,1-2>0
Vz-224+1=22z-1<0,1-2>0
& z2=1,2z2-120,1-22>0
Ver=-1,2r-1<0,1-2>0
& ¢=1,1>20,0>0
Ve=-1,-3<0,2>0
HBaryT TpUMEIEEH 3aKOH 3aMeHe 3a jenHakocT (13.2)
& z=1 V z=-1
ma 3HaiM 1 1 —1 cy TpaxeHa pemersa.
4° Jeman pemaBajyhy eKBUBANEHLIMJCKU JTaHALl TNIACH:
|z —2|+]|z—3] =1
& |z-2[+[z-3|=1,(¢-2>0Ve-2<0),(z—3>0Vz-3<0)

Homanmy cMo IBe onrosapajyhie TawHe IMCjyHKLIMje Ia GMCMO MOTJIIHM Ja Ce 0CTio-
Gomumo ofa 3Haka | |

& lz-2|+|z-3=1,2-2>0,z-3>0
Vijg=2[+|z-3]=1,2-2>0 z2-3<0
Vig-2|4+jz-3l=1,2-2<0,z-3>0
Vig=2|+z-3=1,2z-2<0,z-3<0
OGaBuiin cMO “JIOTUYKO MHOXere”
& @@-2)+(z-3)=1,2-2>0,2-3>0
V(z-2)+@B-2z)=1,2-2>0 z-3<0
V 2-2)+(x-3)=1,2-2<0,2-3>0
V2-2)+@8-2)=1,r-2<0,2-3<0
Kopuctuim cMo neMHULINjy 32 l ]
S =3, z-2>0,2-3>0
Vi=1,2z-2>0z-3<0
V -1=1,z2-2<0,z-3>0
Vr=2z-2<0,z-3<0
Tpeha V-"rpaHa ornaja. Ha TpBy M Tocnleliy TPUMEHYjeMO 3aKOH 3aMeHe
3a jemHakoeT (13.2)
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s £=3,3-2>0,3-3>20
vV T,z-2>02-3<0
V£=2,2-2<0,2-3<0
Ornazga Tpeha rpaHa
o z=3 V £2-2>0, z-3<0
Ta ce DMCjyHKI[Mja MOXe “CKYNHTH”
o £-2>0 2-3<0
3HAYM TpaXeHa pellersa Cy CBU YJIAHOBM OICEYKa 2, 3] peamHyx Gpojesa.

Pas 21. [Ipemnocmasumo 04 CMO peanry yHKUUJY ¥ yeeau Ha osaj
HAauuH

z, z>?2
Y)=4 2, 1l<z<?2
2z, z<1

Pewwumu caedehe gopmyse no z € R

10 Yz)<z, 2 $@)+d(1-2)+ ) =2
Ipen-pewemse : OuMryeqHo je oBaj MpMMeEp HANpPaBIkeH y3 nomoh umeje
npeHoca (. Hamomeny 14.1).
Pememe. 10 la 61cnmo ce 0CTIOGOONIIN ¥, Y CKIaLLy Ca HBeHOM IeUHULIM]OM, Y3 TIONa3HY
BopMysy hemo “TIpUIpYRMTH” HHCJYHKLM]Y Z <1V1<z<2Vz>2 ramy
33 cBaky £ € R. CXOIHO TOME MMaMo 0Baj eKBUBAJIEHLIMJCKH JaHaLl
Y(z)<z & Y@)<z, (2<1V1I<z<? Vz>2)

& P)<z,z<l V P)<z, 1<z<2 V Y(z) <z, z>2

& dr<ze, <1l V 2<z,1<z<2 V z<z, z>2

Tpeha “rpawa” oTmaga jep ycnos r < Z je Hemoryh

& <0, 2<1l V 2<z,1<z2<2
Tpsa rpava ce ceonr Ha T < 0,a mpyra je xorjyrkunja 2 < z,1 < z,z < 2
1 cBOIM ce Ha Hemoryhy xoujynkumjy 2 < z, £ < 2

& <0

3Hauy, CKYIl CBMX Demersa je CKyIl CBMX HeraTMBHMX peajHiX 6pojesa.
29 ce pemaBa Ha CIMYaH, MAJO IyAHW, HaHH Ma pemiapare TIpernyuTaMo GUTAOLLY.

Pas 22. Pewumu noz,y,... € R oame cucmeme'? auHeapHUX jeOHauuHa

19 z4y=5z-y=3 20 3z+2y=5,4z-3y=1,0z—-y=4

12 PcTakHUMO [[d Ce YMECTO peiy ‘chcTeM MOKE yNoTpeOUTH Y Ped: "KOHjyHKLIMja'
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Paznue, 1

Cnasumia b. ITpemnh

30 Jz4+y=5,4z—y=1, 3z—2y=4; 40 t—y=2 3c—3y=6;
5 z4y+zr=6 2e+y—z=1 y+2:=8§

f 60 x—y—224+u+3v=15 z+y—2z—u+v=25,
3z —2y—62z4+2u—v=4, z—4y—2z4+4u4+v=10

Ilpen-peweme. M3moxruheMo jeZaH OIMITH TIOCTYTAK,T3B. Gauss—oB'3,
KOjUM Ce MOXE PElIMTH CHCTeM JIHHEApHHUX jeQHATHHA Ca MPOMU3BOTBHHM
OpojeM HeMo3HATHX M jeQHA4MHA. Y TOM ITOCTYIIKY OCHOBHY YJIOTY MMajy
ciaenche oMmuTe CKBUBAICHIMjC O pealiHUM GpojeuMal?

(221) (1) A=0 © kA=0 (Yxonuxo k #0)
(i) A=0, B=0 & A=0, B+AA=0

rae cy A, Bk, A Ma xoju peanHu Opojesu. IlpuMeTHTte Oa ce y TIpBOj
Tpaxu k # 0, OOK y Opyroj 3a A ce HHUIITAa He MPETNOCTaBJkA. Ta Hpyra
€KBHBAJICHIIMja C€ MOXe HOKa3aTH OBaKO:

Axo A = 0,B = 0, oHOa 3a Ma kKoju A € R Baxu A + AB =
04+ A0 =0, na je nokasaH = — Hmeo Te eKkBMBajeHIMje. CIHMTIHO,
YKOIMKO Baxe jemHakocTh A = 0, B + AA = 0, Taga u3 Opyre
3aMeHoM A ca () Hactaje oBa jegHakocT!® B4 A0 =0, 1j B =0,
Ma je JokasaH M HWeH APYTH 1eo

Pememe. 1° Jenan pewaBajyhy eKBUBAJIEHIMjCKU JIAHALL TTIACH

z+y=5,z—y=3
& z+y=5 (c—-y+1lx(c+y)=3+1%5

Tipsy jemmauuuy cMo cxsatiwnu kao A = 0, a npyry xao B = (. 3uauu, A, B
cy peioM £ +y—5, 2z —y—3. 3a A cMo ysenu 1, mHMe ¢cMO TIOMHOKWIU TIPBY
-Ta3MTe Ta KOja ce MHOXKM Ce M Tpermncy je- ¥ DoXajiv Apyroj. M Tako Tpedamo
je Ia HOB CUCTEM HATIMIIEMO Y OBOM OOJTUKY (:l,' —-y-— 3) +1%* (:B +y- 5) = {}
KOjH je O4MIIenHo exBuBanenTaH ca (£ —y)+1*(z+y) = 3+ 1%5. Buau
ce Ia cMo Taj Mehy-Kopak “rpeckodwin”. Moxe ce JaTH ¥ 0BaKBO 00 jalHee.
Exsusanenuuja (17) ce Moxe M He-GMTHO TIPOMMPUTH Tako fja TIOCTake

A=Dy, B=Dy & B+4+AA=Dy+ 2Dy,

¥ OHIA TIPMMEHOM Te HOBe eKBMBAJIeHLIMje y jeIHOM KOopaky HacTaje CHCTeM
4y =5, (z—y)+1x(x+y) = 3+1%5. Mehyrum, ynproc oKoTHOCTH

¥ K.F.Gauss (1777-1855) BElIMKH HEMaikU MaTeMaTHYap
' VlcTakHMMO Ia MCTe eKBMBATleHLIMje BaXe M 3a KOMIUIeXCHe 6pojese
15 Y cTBapM CMO KOPUCTWIIM 3aKOH 3aMeHe 3a jemHakocT (13.2)
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Ia y HACTABKy TIPSTEKHO KOPHCTMMO Ty HOBY eKBMBAJICHL{M]Y, M3 TeXHIIKMX
paayrora hemo ce mosusaty Ha (i7).

& r+y=5,2z=28
IpyTy jeOHa¥HHY CMo CPEIWIM ¥ mobwiu jemHaduHy 2z = 8. Caza hemo xo-
PUCTUTH eKBUBATIEHIIU]Y (z) -OTIET Y3 MaJI0 He-OMTHO OLCTYINAHe- M TIOMHOKHTH
oBe CTpaHe Apyre jenHauMHe Ca % Tj. TI0O T PEWIUTH Ty jeNHAYMHY

& z4+y=5,z=14
Cama cMo Beh HamuIM jelHy HETO3HATy, OOHocHo &. M marse HacTaBibaMo
“IaycoBCKH”, Tj. KOPHCTMMO EKBUBATIEHLIMjE (i), (ii). Tako, y unyhem xopaky
Ipyry jeIHauuHy heMo TIOMHOXWTH ca —1 ¥ mpousrox HogaT mpsoj. Moxe
ce pehiM la Ha TaxaB HaYMH “TaycoBCKM” T M3 IIpyTe jeIHaYMHE SAMEHYjeMO Y
_1ipBy. TToHOBO MCTHYEMO [ia ce TIpelliCy je MHOXeHa jeIHaYyHa, Tj, OBIE IpyTa.
Taxo mo6ujamo

& y=1, =4
3akJbyyaK: OAaTH CHCTCM MMa jeIMHCTBEHO pelieibe ypeheHy nBojKy16(4, 1), y X0joj
TIpBa KOMIOHEHTA je BpelHOCT 3a &, a Lpyra 32 Y
20 Jemau pemaBajyhyt eXBUBAJIEHLIUJCKMU JIAHAL rylacu
3z +2y=54z—-3y=1,5z—y=4

Cana heMo pemoMm LBallyT yNoTpeGuTH exuBaieHLujy (i%) ca HaMepoM Ia
TIpBY jeIHauMHy CaduyBaMmo a [a M3 OCTaIMX M3balumo L. Paiy Tora y TMpBOM
Xopaky TIpBY jeZHAYUHy MHOKMMO ca :3—‘3 M TpoMsBOX HOZajeMo Ipyroj. Y
ZpyroM Kopaky IIpBY jeIHAYMHYy MHOXMMO Ca :3§ 1 TIPOM3BOI HonajeMo Tpehoj.
Y cTBapH, 3IpyXkeHo 00aBUMO ofa Kopaka, ¥ Tako AOOMjeMO

& 3z+2y=5, (F+2-3)y = F+b+1, (F*2-1y=F+5+4
& Jz+2y=5,y=19y=1

Kao wro BMOWTE y HOBOj Ipyroj ¥ Tpehoj jenHauMHM Hema WiaHa ca z. [arse,
CIOGOIHM]e peveHo, jeoHO BpeMe (1o Kpaja “TpBOT TOJTyBpeMeHa”- mTo fiemo
YCKOpo 00jaCHMTH) TIpETICY jeMO TIPBY, M TaXthy o6pahaMo Ha TOLCHCTEM Xoju
{{He TIpeocTale jefHaYMHe, OMHOCHO OBIe Apyra M Tpeha. Taxo, IpyTy MHOXMMO
ca —1 u mpomssox momajemo Tpehoj. Tako moGujamo

& 3z42%=5y=10=0

Hos nogencrem je 0 = 0 u He canpxy HMjeOHy HETIO3HATY M Ty Je Kpaj "TpBOT

' OOMYHO Yy Cllyvyajy ABe M BMIE HETOSHATHX PEmeie ce YBOAU XKao ypehena IBOjKa,
TpojKa M CIL.
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rionyspemena”. Jemuayuia 0 = 0 je exBuBaieHTHa ca | Ta je YKWMamamo.
HcTaXHMMO jom, Ia CMO KOJUM CIIyYajeM YMECTO Be NOCWIH PELMMO jeIHa HHY
0 = 1, exsusanenthy ca |, Gauss—os anroputaM O1 ce 3aBPIMO 3aKIBY1KOM
Ia je TIONA3HM cHcTeM HeMoTyh.

& Jz+2y=5y=1

CoGoIHMje pedeHo O cafa y TIPBOM TIOyBpeMeHy CMO MM “0J[03r0 Hanone”.
A Y IpyroM MzmeMo CyTIpoTHO “omoszo Harope”. To oBfe TIPOCTO 3HAYM Ha hemo
cajia TIpeTMCATH HOBY APYTY jeLHauMHY, MOMHOXMTH je ca —2 (jep xenuMo ma
¥ WGAlMMO W3 “TOpHHMX”, Tj. OBME M3 TIpBE) Y TMPOU3BOL, KoAATH TpBoj. Taxo

noGujaMo

& 3Je=3,y=1

& =1, y=1
Y Taxo nmsojka (1, 1) je jemMHCTBEHO pemerse MofladHor cHeTeMa. IlprnMeTMo Jia eMOo Yy
“IIpBOM TIONYBpeMeHy” MokeMo pehy MMaJiv 0Baj pefiociieq Aeflama: TIpBo T,  TIOTOM
Y Ca CMMCTIOM: jeIHY jelHaYMHy Koja CRIpKH I CMO TpETMCalii, a OHIOA W3 TIPEeocTallnXx
WebaLuy 2. JIalbe CMO Y HacTaJloM TIONCHCTeMy TIPETIMCATIN jellHy jemHaunHy campxehy
Y ¥ TIOTOM M3GAaLIMIN Y M3 TipeocTasinX. HapaBHoO, MOIM CMO Ce IPRATH M OpyKuujer

penociienia: TIpBO Y, a TOTOM . PelsMo, a Mo TaKo YHHWIM M TIPUTOM Kao OCHOBHY,
“nperucyjyhy” jemHauuHy ysenyu Tpehy uoGermy GMCMo TIOjaBy pasioMaka.

30 Jeman pemwasajyfi¥ eKBMBATIEHLMJCKU JIAHALL IVIaCK
3r+y=54z—y=1,3z-2y=+4

BupaMo oBaj pemocien Y, Ta Z, M Y3 TO HAMEPaBaMo L4 TpellileMo TIpBy.
MmoxuMo je ca 1 ¥ mpomssox momajemo mpyroj. Takohe je MHOXuMO ca 2 M
npousson nomajeMo Tpehoj. Tako mobujamMo

& 3z+y=5Tr=6,9z=14

Capa y nomcucteMy 7z = 6, 9z = 14 sampxasaMo IpyTry a M3 OCTallUX
(oBze je To camo Tpeha) uaGallyjeMo x. Y Ty CBPXY IPYTy MHOKUMO ca "79 n
TipouaBog fomajeMo Tpehoj. Tako mobUjamo

& 3Jr+y=5H,Tz=6,0= ;79-*6-{-14
OZLHOCHO

& Jrty=5Te=6 0=44

CTUITH CMo IO TIOCUCTEMA Ged HeMOIHATUX - Ty je Kpaj “TNpBoT TomyBpeMeHa”.
Ann, Taj cucreM, Tj. 0 = 44 je Hemoryh, 11a 3aTo “Hema pyror TioyBpeMeHa”,
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Cnapuma b. IIpemuh

ogHocHO (G a1 §S—0B aJ1r0pUTaM ce 3aBpllaBa 3aKIbYyYKOM Jia je IoMa3HM CUCTEM
Hemoryh '

4% Jeman pemaBajyR¥ eKBMBAJICHLMJCKM JIaHALL TIlacH

r—y=2 3z—-3y=6
IpervicaheMo TIpBY, TOMHOKHTH je ca —3 M Taj NPOM3BOX HOLATH APYToj.
Hamepa HaM je Oa ¥3 Opyre YKIOHMMO I

& z-—y=2,0=0

Kao mTo BMIOUTE KeJeNM CMO Oa YKIIOHMMO Z,a OHO MCTiafie Ja Ce U Y yKIAHR.
HapaBHo, Tako HEMTOo HHUje HeoOUYHO M MOXe YOIINTe JIa C& JECH TIPH KOpUIAeHmy
Gauss—osor mocTyrnxa. Tlpeocrany moxcvcreM uMa camo jexHayuxy 0 = 0
Ges HEeMoBHATIX T4 je TIpBO TIOMyBpeMe 3aBplieHo. Ykinamamo jennavuny 0 = 0,

aJTi TIOWTO HaM je TIPEOCTalIa CaMo jeIHa jeAHaYMHa "y IPyroM IOJyBpeMeHy”
HeMaMo MT0 YHHUTH

&S z—y=2
TomasHy CHCTeM Ce CBeo Ha jeqHy jedHauMHy ca ZBe HeTlo3HaTe Ta fieMo My
pemena onpehUBaTH 0Bako. JeIHy HemosHaTy fiemo GMpaTH IO BOTBM, & OHI2
IpYTy padyHaTH M3 caMe jeOHayMHe. Pell¥Mo, Hexa Ta 'Ti0 BOJBM HerosHaTa’,
Kaxe ce U cnoGonHa, Gyae y. Tama, cBa pemema cy ofpeheHa OBMM jeIHAKOCTHMA
y=p, z=2+4p (rze p je Ma Koju peatraH Gpoj)
HapaBHo, Noped TviX o6pasalia TIOCTOje ¥ OB ¥ KOJUMA je & CII000LHO
r=p Yy=2-p (p je Ma xoju pearnak 6poj)
59 Jemam pemapajyhiv exBUBATEHLHCKM JaHALL TIIACH

ct+y+2=6 2zc+y—z=1,y+2z=28

IIpBy jemHauuHy hemo TIpErUCATH, TIOMHORMTH ca —2 ¥ TIpOM3BOZ HOUATH
npyroj. Takxo heMo M3 ®e yknoHMTH &. Tpeha He capAy T Ta ocTaje He-
TpoMeneHa

& r4y+z=6, —y—-3z=-11, y+2z=38
Cama hemo mpyry MuoxuTy ca | ¥ ripousson mozatv Tpelio]
& r4y+2=6 —y—3z=-11, —z=-3

& z4y+z=6—y—-3z=-11,2=3

HemaMo BUme HMKaKaB TIOICMCTEM, Tid je T(pBO TIONIyBPEME 3aBPIMEHO. Canma
HIeMo “OLoBHo HaTope”, y CMuUcIly ia heMo HaTipe kopuctehin Tpely jemHaTHHY
Xoja ZeduHume z W3 TIpBe ABe WROALMTH 2. Y Ty CBPXY Tpehy jemHAYMHY
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TIpenycy jeMo, MHOKMMO Ca J U TIpoM3BOI HomajeMo mpyroj. Takohe Tpehy
jemHauMHy MHOXMMO ca —1 M IpousBon HouajeMo npsoj. Tako mobujamo

Aad Z+y=3, “.7/=—2, z2=3
& z+y=3,y=22=3

Cama heMo roMohy ZIpyTe, Xoja HeQUHMIE Y, U3 IipBe UsCALUTK Y. Y Ty CBPXY
Ipyry MHOXMUMO ca —1 ¥ TIpoMsBOI HoZajeMo TpBoj. Tako MMamo

s y=l,y=2 2=3

Pemagare je sappmeHo. Tpojka (1,2, 3) je jenmnerseHo pemerse.

TS

- T80 ) Onai ; .

— 2! 6 ,/ OBaj TipuMep M3laXeMo Tako fia ce ‘oceTd’ M ONITH Clyyaj pemaBama cucrema
| JIMHeapHMX jeIHauMHa. JeIaH pemaBajyiiu JlaHall Tiiack

z—y—224+u+3v=15z+y—2z2—u+v=>5,
3z —2y—6z+2u—v =4, z—4y—2z+4u+v =10
Capa heMo, y HaMepH Ja Tiomolly TIpBe jelHauMHe U3 CBUX MPeocTalluX H3balinMo
x, yuuHuTH cremehie : TIpBY jeAHAuMHy TIpETIMCATH, TIOMHOXUTH je ca -1,
TPOMIBOL IOIATH APYTOj, TIOMHOKMTH je ca —J3, NPOM3BON HofaT Tpehoj
Haj3all TIOMHOKMTHM je ca —1 M TpousBon HomaTy 4eTBproj. Tako moGujaMo
& z—-—y—2z+u+3v=15 2y—2u—2v=-10,
y—u—10v=-41, -3y +3u—2v=-5
WsBaliviBaleM £ HacTao je TOHCHMCTEM
¢) 2y—2u—2v=-10, y—u—10v = —41, =3y+3u—2v=-5
y XoMe ce Takohe He HaJlasy HU Z; Tj. M OHO je M30aueHo - TaKo ce IECUIIO.
Y ckiamy ca TMM, TNpBY jemHauMHy hieMo TIMCATH Tako Ja joj Ha TOHeTKy y3 Z
Gyoe ¥ YJaH ca 2, Tj. Ja OHa TIOYWHe ca T — 2z.
& z-2z—y+u+3v =15 2y—2u—2v = -10, y—u—10v = —41,
—3y+3u—2v=-5H
Cala MoXeMo 0Bako pehu. Jloaa3nu cucmem no HenoHamum T, Z,
Y, U, U je PEWeEH TO0 Ha Cucmem (1) no mamem Gpojy Henosnamux Y, U, v
y CMMUCIHY:
AKO 3HaMo pellema cvcTeMa (*1) To HemosHaTWM Y, U, U OHIA yBpm-
TaBameM HUXOBMX BPCLHOCTH y TIpBY jeDHa4MHy OHa OU HoOuMa OCIIMK
(*2) z — 2z = const

rhe je const BpemHoCT M3paza Y — U — Jv + 15 U Tama Guemo Jako MOTIH
Hah¥ cBe 0roBapajyhie BpeAHOCTH 32 £ M 2 : TIPOCTO jefIHY O THX HETIO3HATUX

36

Cnapuma b. Ipemnh

GycMo MBaGpaJiv TI0 BOTBY @ IPYTy HAamiiu roMohy (*2). TIOTyHCKH, ako OU
ce ICCUIIO IIa je CHCTeM (*1) Hemoryh OHIa, jaCHO je [ia je Y TIONIa3HM CHCTEM
Taxas.
¥ noGujerom roncucTemy (*1) cama hemo TpenucaTyt HeToBy APYTY jeAHa MHY
y—u—10v = —41, noMHOXMTH je ca —2, TIPOV3BOM HONATH 1eT0B0] TIPBO],
TOMHOXUTH je ca 3, TIpoy3Bojl JONaTH Herosoj Tpehoj. Taxo mobujaMo
& x=-22—-y+u+3v=15 y—u=—10v=—41, 18v="72, —-32v=-128

MsaliieMo Y a oHo ce “camMo Off cefe” abal 1 u. Cala CMO y CTBAPM pelliiIn
cuctem (*1) mo Ha oBaj IO U TIOHCHCTEM

(+3) 18v =72, —32v = —128
& z2-2z—y+u+3v=15 y—u—10v=-41, v=4,v=4
Majio cMo yTIpOCTWIM TIONCUCTEM (*3). Caga heMo HeToBy TIPBY jeIXHAYUHY

TIOMHOXMTH ca —1 M TIpOM3BOL HOLATH FHETO0BOj LPYToj jeNHauMHMU. Taxo
IOOKjaMO CUCTEM

& z-2z—y+u+3v=15 y—u—10v=—41, v=4,0=0
CTUITH CMO HO TIOACHCTEMA
(x4) 0=0
Ta je cala CUCTeM (*3) pelmeH [0 Ha CMCTeM (*4). MehyTHM, TO je CHUCTeM
Ges cTBapHOT yvyemha HerosHaTHX. OH je Moryh ra ra GpuImeMo, ¥ 3aBpmaBaMo

nipso rionyspeme.t”

& rz-2—y+u+dv=15 y—u—10v=-4l, v=4

Y npyroM TionyBpeMeHy hemo MpakTHYHO OCTBapUTH SHATCHe Pty “pemeH IO
Ha”, OQHOCHO MAEMO “0LO03HO Harope” M Ha (Gauss—oOBCKM HAYMH padyHaMo
TIojeIKHe HerosHaTe. Tako, y Ty CBPXY ¥ TIpBOj ¥ IpyI0j jeMHAYMHU yMECTO V
hemo sameruTy 4. Ay, To hieMo 06aBUTH 0BAKO: Tpehy jelHauMHy MHOKMMO
ca 10 ¥ Tpou3BOI HOLajeMO HPYTOj, & TIOTOM MCTY jeIHATMHY MHOXMMO €2 -3
¥ TIpOM3BOL, H0AajeMo Tpsoj. Tako mONa3MMo [0 CHOTeMa

& z—22—y+u=3, y—u=-1L,v=4

Cama ¥ Ipyre jemHaiWHe TpeGa Ia HaheMo Y M U. JacHo je Ia jeoHy oI THX
HeTIO3HATMX CMeMo GMpaTH Tio Borbil. Heka Ta ‘ciiofomHa’ Gyne u. MoryhHoct
HeHOT G1parka NeMo OIJIOKUTH, OLHOCHO CaMO HaTOBECTUTH numyhu Tpehy

17 Y[Have, Ja CMO MMaJM HeKM HeMoryh cuereM TomyT 0 =1 Gauss—0B alITOPUTAM
61 ce 3aBPMMO 33KIbYYKOM Ha TIOJIa3HM CHCTEM HeMa pelieHa.
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jenmHatmHy y o6iuky y = u—1. Kax 61 yMena 1a 1ipuya Ta 6U jelHaY UHA peKia:
“TloMofly MeHe Hero3HaTa Y je M3paXeHa Kao QyHKI[Uja CIOGOLHE HETO3HATE
u ”. Tako gobujaMo cUCTeEM

& z—-2z—y+u=3, y=u—-1,v=4

Cana heMo Y U3 Ipyre 3aMeHHUTH Y NIPBY jeXHAYMHY. Y Ty CBPXY APYTY MHOKUMO
ca 1 u mpowsBon HomajeMo TIpBoj

& z—-22=2,y=u—-1,v=4

Capa u3 TpBe jeoHauMHe TpeGa Oa HaheMo Z U z. JacHo je Ha jemHy om TuX
HeTIO3HATUX ¢MeMo OMpaTH Io BosbM. Hexa Ta ‘croGomua’ Gyne z. MoryhHocT
HBeHOT 6Mpata heMo OZJIOXRUTH, OOHOCHO CaMO HaTrOBeCTWTH Ty hu TIpBy jex-
HAIUHY Y oOnuKy £ = 22 + 2

& =2242, y=u—-1,v=4

Y cTBapH, cala je TONA3HY CHCTeM pelleH M, Y CKIaLy ca TOCTeAIBUM “JIaHOM JIaHlIa,
06paclii CBMX pemera Tiiace

(22.2) v=4, u=p,2=q, 2=2¢+2, y=p—1
TOe p, g Mory OWTY Ma KOju pealiHu GpojeBi.
Mprvernmo ma ce (22.2) Moxe sanncary u y suny exsusaneximje (16.1), onnocHo

(223) 2—y—22+u+3v=15 z+y—2z—u+v=>5,
e —2y—6z+2u—v=4, z-4y—-2z+4u+v=10
& (GpgeR)(v=4u=p2z=¢qzr=2¢+2, y=p-1)
Y HapemeHuM obpacimMa (22.2) HerosHaTe u M z oy ciobomke. MehyTHM onGHp
cTI0B0OHMX HETIOBHATMX Y OTMTEM Cilydajy Huje jeOuHcTBeH. Tako, oBle oX Z M Z,
CBEjEIlHO KOja, MOXE CE Y3€TH 3a CIIOO0OIHY, ¥ CIIMYHO BAXK U 3a U M i. Tako, ysumajyhu

pasHe TakBe MOTYRHOCTH CBe y cBeMy ce moOujy ce 4 ofpaciia Buna (?2.2) , ¥ HApaBHO
CBAKM OI HMX OINUCYje CBa pellera MoNa3HOT CHCTeMa.

" Hanomena 22.1. Ykpatko ommcyjeMo (Gauss—oB TOCTYNAK y OIMTEM CIIydajy.
Hajrpe jenaH TexHMIKH TojaM. Heka je a121+....+ apzr = 0 wmoBecHa nnHeapHa
jenHaduma no 3, ..., € R uay,...,a, cy Hexu samanu peannu Gpojesu. Tana,
yromuko a; # 0 xaxeMo ma HernosHaTa Z; CTBAPHO Y4eCTBYje y Toj jeZHaYMHM.
PellMMo, Z cTBApHO yuecTByje y jemuauuuu 2z — z + u = 0, mox y crBapHo He
YIECTBYje ¥ H0j.

Ilatse, Hexa je sanaH cucreM SiS(Ty, ..., k) WSBECHMX JMHEAPHNX jeQHAYHHA 10
HEMOSHaTUM Z1, Tz, ...Zp € R. Osainmo ca Stv(Sis) 6poj caux meroBux
HErMo3HATHUX CTBAPHO YYecTBYjyhux (y Makap jeHOj Ol HETOBUX jeIHAYMHA).
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yxomuxo saxu jennakoeT Stv(Sis) = 0, Tama cucTeM HH Y JeLHO] CBOjo] jemHayMHM
CTBAPHO He CAIIPR M HUjEIIHY HETIOSHATY, Tla CTIENICTBEHO He3aBUCHO OXt Bpen}{ocm‘ HBETOBHX
HeTIOHATMX CMCTEM je eKBUBANEHTaH Wi ca | Wik ca L. Y TpsoM ciydajy cse cy
My HerosHaTe CIOGOLHE, Tj. MO pellelsa CHCTEMa Ce IOMasH JABARCM TIPOMBBOTEHMX
BPEIHOCTH HETOBMM HETIO3HATHM, @ y APYTOM cnyvajy cucteM je Hemoryh. Peiumo,
TipBoM ciyvajy Tipuriaza cucreM ( % z + 0*y=0,0kxz+ 0%y =0,a apyrom
cucreM 0xz + 0%y =10,0*xz+0*y=1-obacymoz, y € R.

Cama miperriocraBuMo ma Stv(Sis) # 0. Youumo jemHy oIl BeroBrX CTBapHO Y4eCTBY jy-
RMX HETMO3HATHX & U jeXHAYMHY byzi+...40;zi+...+brzr = 0 yxojoj oHa cTBapHO
yiecTsyje, Tj. bi # 0. Jla GucMo Naxime SaMUIISBANK CTABAMO Ty jemHaYMHY Ha ITIPBO
MeCTO (MCTIpeX OCTANINX jeMHAYMHA). Hexa je mame 121+ ...+c,~1:l.- +...FCkZr = 0
TipBa O OCTATMX jelHauuHa. MHOKemeM IpBe jenHaiHe ca _%? M IOmaBamkeM TOj
jenHauuHM foGuhe ce HOBa y K0joj Z¢ Hehie CTBAPHO Y4CCTBOBATH. CnuyHO ypaguMo ca
CBAKOM OO TMX OCTAJMX jeXHauuHa. CTuhy hemo IO HOBOT CHCTeMa y O3HAlL(M

(sl) biz1+...+bizit...Fbezr = 0, Sisi(z1,. Ti-1,Tit1, ey Tk)

roe je SiS] He0, OMHOCHO TIOHCHCTEM KOJU CTBAPHO HE CaLpAM z; (a MOXIa M Hexe
Ipyre HeriosHaTe). Y CKIaZy ca TUM BaXU He jeIIHAKOCT

(s2) Stv(Sisy) < Stu(Sis).

IToJTa3HM CUCTEM je €KBUBAJIEHTAH Ca CUCTEMOM (sl), a Taj CHCTEM MMa pellera ako U
CaMo aKO THeroB ToLcHeTeM Si51 MMa pelera TIo CBOjUM CTBAPHO yuecTBy jyh¥M Hemos-
HATMM. 3a}iCTa, CBako pelieie IOACHCTEMA Sisy naxo ce MOXe LOIYHUTH O PELICHa
¥ TIpBe jeIHauuHe y (sl). Y Ty ¢BpXy TpeGa y3 TOMOD TipBe jen}{a"(m{e U3paTyHATH
IT; ¥a0 M CBe OHe Jpyre HEroHaTe Koje CTBApHO He YYecTBYJy ¥ Sisy. Axo ce_ oecu
Oa TpeSa M3payyHaTH BUIlE HMX, Tala ce CBe M3y3eB jemHe wsabepy TIO BOJBM (Tj. OHE
cy cIOGOLHe), @ TIPeocTalla ce M3paiyHa U3 TIpBe jenHatwHe. IpyruM peinma, HM’FaIBe
pelmasara TIONA3HOT CHCTEMa (Sis) ce cBomU Ha TIMTale pellaBaRa CHCTEMA (.S' is1).
MehyTuM, y ckiany ca HejenHaxomhy (sl) ¥MaMo TIpella3 Ha JIaKmy Ciiyva), pehu
heMo UMaMO ¥ CITYCT.

AJIropyTaM Ce Jalbe HacTaBlkd Ha TIONCHUCTEMY Sis1 ¥ y HapeOHOM KOpaKy OTeT
ce IOTOLM 'CIyCT’, jep y TIpEOCTajioM TIONCHCTEMY Ce CMami 6poj HCTOBMX CTBAPHO
yuecTByjyhux HeriosHaTuX. Tako CIMYHO HACTABIEAMO cBe JOK Ce He IIecH jellHa Ol 0B¢

e MoryhHOCTH

) TloGujer TOLCHCTeM ”je TIpasaH”, Tj. HeMa HMJeIHY JeRHa1HHY
( 49 ) Jo6MjeH MOACHCTEM Huje Tipasat, ajih HemMa HVjeIHy CTBaPHO yuecTsyjyhy
HETIO3HATY

Y yBiaramy pasHUX npuMepa y Pas 22 Ha TakBOM MeCTy aJITOPUTMa CMO TOBOPMIIM IId
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ce 3aBpWaBa “TpBo ToMyBpeMe”. MehyTiM, ako ce mecu ciydaj (7§) # y3 To moSujenu
“KOHCT2HTCKU” TIOHCHCTEM je HeMoryh, Tj. eKBuBalleHTaH ca L, mpyror mosyspe-
' MeHa Hema ¥ (GQUSS—0B aITOPUTAM Ce 3aBpIIaBa 3aKIBYYKOM Ja je TIONA3HH CHCTEM
Sis(21, ..., Zk) Hemoryh. ¥ NMpoTMBHOM ciy¥ajy, a Takobe U y ciydajy (i) momohy
3aMMCIU “onosmo Harope” (Bum. Pas 22, moceGHO meros 69 TIPMMED) KOPAK-3a-KOPAKOM
Ce HampaBe o0pacliy CBUX pemema.

W Tama ce jase mBe MOTYNHOCTH: CHCTEM HeMa HUjeQHY CIOGOLHY HETIO3HATY, OIHOCHO
' ¥Ma Heke CJI000IHe HeTlo3HATe, PeLIMMO Y OBHALIM V1, ..., Vs. Y TIPBOM CIIy4ajy CHUCTEM
¥Ma M3BECHO jeIIMHCTBEHO pemerbe TOMYT (V1, ..., Uk) M OH je Taia eKBUBANICHTAH ca
CHCTEMOM 1 = Uy, ..., £k = Vk. Y HAPYTOM Cly4ajy ce HoGHjy oGpacL{ TOMyT
(22.2) KOjMM ce -MOXe ce Tako pehiM- HecloGoIHe HerosHaTe Ne{)MHUIY Ka0 M3BECHU
TIMHEaPHU U3pas¥ (JIMHeapHe KOMOMHALIM]e) ol CIIOC0LHUX, YMje BPEIHOCTY MOTY CUTU
TIPOM3BOJBHU pealiHK OpojeBu. Takohe MCTMYEeMO Ia y OMIMTEM CIyYajy BaXU €KBUBA-
NeHlMja Buda (22.2)

Ha xpajy momajeMo u cienehe. Usnoxenu (Gauss—oB rocTynax je “IBOTIONYBpeMeH-
ckxu”. [oGpa cTpaHa Tora je WTO HAKOH TIPBOT TOJIyBPEMEHA Ce OMjyYyje NUTame
MOryfRHOCTM JATOT CHCTeMA, a JIOMA je MTO aKO PeliMMO 3HAMO M4 je TONa3HU CUCTEM
Moryh, oHIa 3amTo “MRK M 0ZO3T0 HaZoNe ¥ OOPaTHO” a He PeMMTU CUCTEM XOLAMHEM
y jemHoM mpaBuy (?). Y crBapu Moryha je TakBa MomudMKalMja U Iy UBNMaXeMo Ha
jemHom mpuMepy y Pas 23. Kpaj Hamomene 22.1.

Pas 23. Pewumu no z,y,z € R cucmem
t4+y+2=3, 2c+y—2z=1, z—y+32=3

Pememe. Pemerme hemo mamoxut (Faus5—O0BCKM any 'jeIHOCMepHO', 3HaYy Ge3 'IBa
moylyBpeMeHa’. JemaH TakaB pemasajyfiv MaHall Tiiacu

z4+y+2z=3,2z+y—22=1,z—y+32=3
& z4+y+z2z=3, —y—4z=-5, —2y+22=0

TIpBy jenHAYMHY CMO TIPENUCATIM, TIOMHOXWIM je ca —2 U TIPOM3BON IONAJIM
Ipyroj, 3aTHM je MOMHOXWIM ca —1 u Tpoussom momaiu Tpehoj. Cama hemo
-WTO HUje GUTHO- OpYry jeZHauyMHy TIOMHOXMTH ca —1, a TpeRy ca %

& rH+y+2z=3, y+4z=5, —y+2=0

Caja heMo TIpeTmMcaTy IpyTy, IOMHOXUTH je ca 1 u mpousson momaT Tpehioj.
AJty, Takohe fieMo je TOMHOXMTH ¢a — 1 W IIpoMaBox monaTy npsoj. ITpuMeTurte,
Ila TaKO y HOBOj MpBoj & he ”ocTaTH Xao mTO je 6110” , OMHOCHO Y OONUKY T + ...

& z4+2=2,y+42z=5,52=5
& r+z=2,y+4z=5,z=1
40
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Tpehy cMo -mToO HMje CMTHO- TIOMHOXWIX C2 -;— Capa mperucyjeMo Tpehy,
MHOXUMO je ca —4 ¥ TIPOVSBON HOHajeMo APYroj, Nocie Tora MHOXMMO je ca
—1 u npousson momajemo nipsoj. IIpumeruTe Ja o8¢ TO HeMa HMKAKBO IEjCTBO

Ha Y y Ipyroj, kao HM Ha T y MpBoj

& z=1,y=12=1

Cucrem je peme, ypehena tpojka (1,1, 1) My je jemuHcTseHo pemerie.

Haromena 23.1. Vanoxeuu 'jenHocMepaH (Gauss—OB anropuTaM je y
cTBapH GJIM3aK 4120pUMMY 3aMeHe, Al je on mera TeWHHIKH cpeheHu 1,
npoctji. MHade, Taj aJIFOPMTAM 3aMeHe KpaTKo OMWCAH IJIacH:

U3 jemHe jexHadyHE CHCTEMA jeNHY HETMO3HATY, PELLUMO TO je z, n3pas-
yMo nipeko octanux. Iarse cByHma, Tj. Y CBUM OCTAlMM t]ClIHa‘{MHaMa
r 3aMEHIMO HeroBuM n3pasoM. IIoGHjeMO TIOLCHCTEM KOjU HE CalpkH
z. Y 1eMy omeT romohy M3BecHe jenHaTHHE jemHy MeroBy HEMO3HATY,
PELMIMO TO je ¥ M3PasMMO IIPEKO OCTANMX (HapaBHO Meby 'HMMa HUje
z). Hare, cByda (to ce omHOCH M Ha jedHaduHy Koja je ysera 3a
‘onpenHUIly’ z-a) Yy 3aMEHMMO HErOBUM M3pasoM, MTH. nrn. Muate,
Taj ATOpUTAM TI09MBA HA OMWTEM 3aKOHY 3aMCHE 3a jemHaxocT (BUA.

(13.2))

" Pas 24. Pewumu dame cucmeme

1°32=6,3z=6n0 z€R, 2°3z=6,3z=T7no z€R,

3° x+y=3x+y=3 noz,y€ R 40 y4y=3x+2y=4,x-y=1 noz,y€ R
50z —2y+2=0, 2z —3y—2z=13z—y—2z=95 no z,y,2€R

0z —2y+z=-1, 2z+y+22=3, 3z2—y+32=0 no z,y,z€R

7% x4y-—z=1,x-y+z=1,2x+y—-2=2,3x+2y-2=1u nozvy,z,u€ER

X, + X; + 4x;3 + 10x4 =0

80 %, +x; x5 +% =0, x; + 3% +6x; +10x, =0,
no Ila£2)£3»x4 € R

Paz 25 (HacraBak Pa3 22). [okasamu UMNAUKAYU Y
z—y—2z+u+3v=15, r+y—2z—u+v=3,

32— 2y—6z+2u—v=4, r—4y—2z+4u+v=10

= 3z-3y—6z+3ut+20=17

2de ¢y T,Y, z,U, v MA KOju pearnu Opojesu.
YyrctBo. Y T0j MMIUIMKALMjH riefaHoj xao P = @ meco P _je yIIpaBo
cucteM 6° y Pasz 22. Kopucturi obpaciie (22.2). Tlpenopydyjemo Ha u
CaMM HalpaBUTe HEKOJIMKO CIMTHMX 3alaTaKa.

41



Paznuire, 1

Cnasuma b. TIpemnh

Pa3 26. Pewumu no z € R jedHauuny

1° (2-1)+(z-2)2+(2=3)2=0; 2° /oo —2x+1+y/1-2xt+x =0;
30 (22 — 25z +46)* + (22 — 21z + 38)2 =0

Pememe. 1° Jeman mawun je oa ce "3aneT¥Mo”, Tj. CpeIWMO JIeBY CTpaHy M pelnMO
onrosapajyhy KeajpaTHy jemHauMHy. AJIM, fa JIX je To HeolxomHo ? HauMe, marta
jeoHaYWHa -TIpUOMIKHO OIMHMCAHA peYUMa- ITack: 36Mp HEKMX KBaJpaTa je jeIHAK
0, omHocHo owa je obmuxa A2 4+ B2 + C? = 0. Keadpam ceaxoe peanroe 6poja
Je neneeamuean ! CTora TakBa jeIHAKOCT MOKE IIa HaCTYNM ako M camo axo A =
0, B =0, C = 0. Ha ocHoBy Tora nata jeIHaY}Ha je CKBUBAIIEHTHA CA CHCTEMOM:
z—-1=0,2—-2=0, z—3 = 0, xoju je owurnenHo Hemoryh. 3Haum, gaTa
jenHauuHa je HeMoryha.

2% Kaxo o cBojoj mefuuuLuju (BuA. HarmomeHy 47.1) KBaIpaTHM KOpEH HEKOT HEHET-
ATHBHOT peaJiHor Gpoja je Takohe HeHeraTHBAaH, y BE3M €a IATOM jeIHaiMHOM MMaMo
0Baj €KBUBaJIEHLIMJCKM JIaHA1l

Vel -2z 4+ 1+V/1-2c+22=0;
& ViZ-2z41=0, VI—2z+22=0
& 22-2x41=0, 1-2c422=0
& (e-12=0, (1-2)2=0
& E=1

ma je 1 jenMHCTBeHO pemeHe JaTe jeIHavYHHe.

30 PacyhuBameM CTUIHIM y TIPETXONHA LBa pelllelsa JIako ce BUOM I1a je HaTa jeHaYHHa
€KBMBAJIEHTHA Ca OBMM CHCTEMOM jeIHAYMHA

2?2 - 21z +38=0, z2-25z+46=0

To cy mBe KBaOpaTHe jeIHAYMHE Ca MCTOM HEMOSHaTOM Z. OCHOBHO je NMUTale Ha JIK
OHe MMajy 3ajelHHUYKO pememe. 3aHUMIBMBO je Oa paly paclipaBlibalba TOT ITHTarka
HE MOpaMo pellaBaT¥ HMjeOHy ol TMX jenHauWHa. ITocToju Gorka wuneja ! Hamme,
Te ABE jeOHAYMHE CXBATMMO Kao [Be NUHEApHe je[HAYMHE MO HelO3HATUM T U Z°.
Ca ToM zaMuciM, U Kopuctehu (Gauss—oB TocTynak (Bum. Pas 27) UMaMo 0Ba]

eKBUBATICHIIMCKH TTaHAIL
22 - 252 4+46=0, 22 -21x+38=0

IlpBy jemHauuHy heMo TIpenmcaTH, TIOMHOXUTH je ca —1 M IpoM3BOL DOHATH
npyroj. Tako heMo U3 ®e U3GALIUTH z2. Tako uMamo

& 22 -2504+46=0, 4c—8=0
42

o g2 -2z +46=0, z=2

Cajla TIOITO CMO "KAHIMEATCKO' & Hamyiu, TO heMo Z'y TIpBOj jeMHAYMHU 3a-
MeHWTH ca 2. TaiHO peyeHO, KOPMCTHMO 3aKOH 3aMEHC 33 jemHaxocT (13.2)

o 22-25%2+46=0, z=2
& 0=0 z=2

& T, ¢=2

S =2

3akibyyak je Ia TonadHa jeOHaiMHa ¥Ma 2 xao jeXMHCTBEHO Dellere.

Pas 27. 3ammcao : jelHa Hero3HaTa, a AB¢ HJIH BHUlle anrefapcKux

jemmauMHa'®  Pewumu dame cucmeme jedHauuna noz € R
19234322 —4z—-6=0, 223-522+3z+10=0
20 2349222 - z-2=0, 22+322-4=0
30224+42-3=0, z24z2-4=0
49 254+ 2-2=0, z2+32—-4=0, 22-3z+2=0
Pememe. Y 0CHOBM KOPHCTHMO TNOCTYIaX CIIMIaH (Gaus—oBoM 3a CHUCTeMe JIMHEAPHUX
jemwavuna (Bun. Pas 22). Tako, TOCTYMHO MpaByMoO eKBUBAJIEHI[MjCKU JIaHAIl T2KO [a
Ha Kpajy CTUTHEMO Jo Heke - 3a pellabatke - TIpocTe jemHauvHe, MOX[a JIMHeapHe:
1023+ 322 -4z —-6=0, 2z°—-522+3z+4+10=0
“TpymuMo ca’ ia Te [IBe jeIHaYnHe IIEHaMo Kao ABe TMHEAPHE TI0 HeHOaHaTM}\tf
z3, 1:2, z. [IpBy TIpeTnCy jeMo, MHOKHMO €2 —% ¥ NpOM3BOT, [0AA jeMO IPYTO].
Taxo moGujamo
o 34822 -4r-6=0, —1127+112+22=0
BuTHO je ma ce TIPUMETU Ja CMO OI CHUCTeMa IBe xyOHe jemHaYMHe TPemNiv Ha
TIPOCTHjN Cilyyaj: cHcTeM KyOHe M KBaLpaTHE. Ipyx4uje hiemo pehu ma cMO
anpasuIK ‘eriyet’ ca catysaja (3, 3) wa cnyva] (3,2)
o 34322 -4z-6=0, 22-z2-2=0
: 1
Malno ¢MO [pyTy jemHauMHy YTPOCTWIM (MOMHOXWMIH Je ca -511) Cazna 0Baxo
ToMumrkaMo. 'CIyeTwin’ cMo ce o (3,2), Kkan GHCMO Ce HeKako MOTTK

‘eryerutit’ Ha (2,2) , Tj. HOGWTH 1IBe KBaLpaTHE jelHainHe. To je Moryhe ! Y
Ty cBPXy, APYTy DeMo TIeMMCaTH , 3aTUM je TIOMHORMTH ca —Z W TpOUIB0N

18 HaroMUEBEMO 4 TOKOM M3JIaTaka pellaBaibd fajeMo M IBd MeTy-y Ty TCTBa
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gomaTy TMpBoj. Kao mTo BMAMTE YMHMMO Tako Oa y TIPBOj YKIOHMMO z3. Taxo
UMaAMO
& 42?2 —22—-6=0, z2—2-2=0
Yerienu cmo. Hawumman oMo criyer ca (3,2) Ha (2,2). A cana hemo Hajmpe
TNpBY MalJlo YIIPOCTUTH MHoxeh je ca %
& 202 -2-3=0, z2-z-2=0

Y oBOM KOpaky hemo TpenucaT Apyry, TIOMHOXHUTH je ca —2 TIpOU3BOL LOLATH
TpBOj, ¥ TAKO HaYMHMTH jom jemaH crycr: mpehu hemo Ha cyyaj (1,2), Tj.
jenHe MHMHeapHe M jeNHEe KBALPAaTHE jeOHAYuHe
& z22—2-2=0, z4+1=0

Mornu 6vcMo Hahu T W3 Apyre, UTH. MehyTUM, HaMepHO ‘ce CIymTaMo M
mave. Cama hemo ox ciywaja (1,2) mpehu ma cywaj (1,1). ¥ 1y cBpxy,
TIpENMUMKUMO LPYry, IIOMHOXMMO je Ca —& W TIPOM3BOL HOZajMo IIpBoj. Tako
Io61jaMo

& z241=0, -2z-2=0

CrycTHIIH CMO ce Ha CITyYa, (1 ) 1). AJH, CITUHHO YMHUMO U Jarve. [lpemnucahemo
TIpBY, TIOMHOXMTH je ca 2 M TIpOM3BOL HNOLATH Hpyroj. Tako HoGujeMo

& z+1=0, 0=0
Jemnaunna 0 = O je exBuBajieHTHa ca |, Na je MI0CTABILAMO
& z4+1=0

W oBze je Kpaj crycra. Bumumo Oa mate KyGHe jenHayuHe uMajy —1 xao jemuHo
33 jeIHWYKO pelmere )

Mehy-ynytctBo 27.1. IlperrocTasumMo Ia CMO CIMYHO Ka0 y M3JIOKXEHOM pelerby
TOKOM pellaBalka HEKOT CHCTEMa JeHAYMHA Y jeIHOM KOpaky CTHIIM O HEKOT' OBAKBOT

CUCTEMA
Az™ 4 ... =0, A#0
Bz™ +..=0, B#0

TIe je TIpBa jellHAYMHA je cTeTieHa M, Ipyra jeIHaYuHa CTeTieHa 71, TIpU YeMy 1M > 7.
3uauu, Ty ce jaBna ciydaj (m,n). Ja GUCMO HAYMHMIM CITYCT Apyry jemHaumHy
TIpeIUCy jeMo, MHOXUMO je ca —%:c"‘_" M TIPOV3BOI JozajeMo TipBoj. Taxo hemo xon
nipse ykioHuTH wiaH Az™. UHave, Ty ce TipernocTaBiba ga ¢y Az™, ogHocHo Bz™

HajCTa PUjH YJIAHOBU TOPHUX jeLHAYVHA.

IliTo ce TuYe 0OpasioXerma TMOCTYIIKa HABEOMMO Ha Ce KOpHUCTe OIINTe eKBMBAJEHLMje
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(22.1), jep MaXo TOXOM pafia He 3HaMmo IITa je £ MM CTAjHO TIpEeTTIOCTaBIbaMO JId je
To HeKH peallaH 6poj.
90 Ipasumo crenehn eKBUBAJIEHIIMCKH JIaHa1{
B+2%2—r—2=0, z84+322-4=0
Ipyry TperucyjeMo, MHOXHMO ca —1 ¥ TpOM3BOL TOJAjeMO TIPBO]
o 34322-4=0, —z2-z+2=0
Ilpyry TIpeTtucyjeMo, MHOX/AMO ca T M TIPOMIEOX IomajeMo MpBoj

& —z2-z4+2=0, 2¢*4+2:-4=0

1

Majio heMo YIIpOCTHTH Te jellHauMHe, TPBY TIOMHOXUTH Ca —1, a opyry ca 5
o z2415-2=0, 22+2-2=0
TIpBy hemo TIperucaTH, TIOMHOXUTH Ca —1 ¥ mpou3BoL HOZATH LPYroj
o z224z2z-2=0, 0=0
o g242-2=0, T
Kao mTO BAIUTE, YCTIYT HaM Ce jaBuia jeni{aquua 0 = 0, Ges crBapHor yyemha
HerosHate . Ta jenHa¥yHa je €KBMBAJICHTHA Ca T ma heMo je YKIIOHUTH
o 24z-2=0
[llta canma paIMTH, Kako Ce Jalbe CIymTaTh 2 Omropop: lomaBmy Ha jeIHY

jeIHaYMHY HeMa BUIle HIKAKBOT CIIYCTa, TIOCTYTIaK o€ sappmaBa. OBlie TO IHAYU

na mate KyOHe jeIHaqMHe UMajy TayHO fiBa 3ajemHudKa pemema. To ¢y 1u-2,
pelerwa KBaZlpaTHE jeNHaiMHe z224+2-2=0

Mehy-yryTcTBo 27.2. TlocTymax pemasara Biile aJrebapeKiX jefHayyHa TIo jelHO]
HeTlo3HATH SaBpmaBa ce y IBa cliydaja
1° YeryT ce TojaBu Heka neMoryhia “KOHCTaHTCKa” jeIHaYMHa TIOMYT 0= L

Tala TOMA3HK CUCTeM je Takole Hemoryh.

90 CucreM ce cBeo Ha jeOHy jeQHauuny. Tama ¥eHa pemerad Cy TpakeHa

pemena cucTeMa
30 Youumo oBaj eKBMBATICHLM]CKH JTAHAIL
24+2-3=0, z24z-4=0
TlpBy Tpemnucyjemo, MHOKMMO Ca —1 u npoussox mozajemo IpyToj
o r24z-3=0, -1=0
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Cnasuma b. Tpewuh

Datyt cucteM je Hemoryh jep cMo CTUIMIM I0 Hemoryhe “KOHCTaHTCke” jer-
Hayune —1 = 0

0 4
67 VimaMo Tpu jemHaumHe, amy MOKEMO Kao y TIpeTXOOHMM TpUMeEDPMMa IO Kpaja
. 2
PaguTH "TaycoBckn”. MehyTuM, nakme he HaM OWTH Oa Hajlipe Pamy¥MO Ca HEerOBUM

TOOCHCTEMOM OX Ipyre W Tpelie jemHauMHe. 3a Hera UMaMo 0Baj eXKBUBATIEHIMJCKU
TaHall

224+32-4=0, z°-3z+2=0

Ipsy mperimcyjeMo, MHOXMMO ca —2Z M IIPOU3BOL LOLEJEMO IpyToj

< z2432-4=0, -322+2+2=0
TIpBy Tipermcy jeMo, MHOXUMO Ca 3 U TIpOM3BOL ZONAjEMO IpYroj

& 22432—-4=0, 10c-10=0

& 2432-4=0, z—-1=0
n cana'Gynyhu Z1a CMO CTUTITIH [0 JINHea pHe, Ha jripe fieMo wy pemutu. HoGujaMo
1 xao jemuHo pememe. Y cTBapM jom octaje camo IipoBepa fa N je 1 pemeie

M OCTaNMUX jenHavyuHa. Kesiehu ma MMaMo CTaTHO CKBUBAJIEHLIMCKU JlaHall Ty
TipoBepy 00aBIbaMO JIO3MBAKEM Ha 3aKOH 3aMEHE 3d jeIHaKOCT (13.2)

& 12743x1-4=0, z=1
& T, z=1
& =1

M Taxo youeHM TomcucTeM ce coau Ha £ = 1. CTora je ToNa3Hy CHCTeM eKBUBAJIeHTa H
ca

B4+z-2=0,z=1
a 0Baj Ha OCHOBY 3aKOHa 3aMeHe 3a jeIHaKOCT Ca
1°+1-2=0,z=1
OHOCHO (2
T, z=1
M KOHayHo ca & = 1, Ta SHauu ronasuy cuereM je Moryh u 1 My je jenmso pememe.

Hanomena 27.1 YKpaTKo OMucy jeMo OTIITH TIOCTYTIaK peliaBaisa cHCTEMa
¥ O3HaIM S"z's(m, n) (r@e m > n) OBe jeXHaIMHE CTCIICHA M M n TI0 jeOHO]
HETO3HATO] (y O3HAIM z). Y OnuCy KOPUCTHMO IBE MOMONHE MPOMEHTBIBE
P u Q. Ioctynak (anropuraMm) riacu:

Kopak 0. CtaBumo P=m, @ =n.
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Kopak 1. Heka HajcTapyju WiaHoBH jeqHagiHa Gyay AzP, omHocHo Bz@.
TMperucyjeMo jeRHaIMHy HURET CTEICHa, Tj. cTencHa (), MHOAMMO je ca
—4 2P~ v npou3BoN HOKAMO TIpeocTano] jeaHaIMHM, T).0HOj cTeneHa P.
Ta he ce jemHatdyHa NPOMCHUTH M MOTY HacTaTH Tpn crydaja
10 IoGMmM CMO KOHCTAaHTCKy jemHadinHy (kao 0 = 1, 0= 2 u cn) Koja
je Hemoryha. Taga ce anropuTaM 3aBpliaba 3aKJBY9KOM Ja IOJa3HU
crcteM Sis(m,n) HEMa pellerna.
29 TToGumu cMo KoHcTanTeky jeaHasuty 0 = 0. AnropuTaM ce 3aBpliasa
3aKJBY4KOM [a ce TTOJIa3H! CHCTEM Sis(m,n) cBOIM Ha jeRHY JeNHATHHY,
OBIE je TO jemHAUMHa CTeTieHa ().
30 Hopo-mobujeHa jemHaumHa je crericHa P', rae 0 < P < F.
Yo9apaMo HOBU CHCTEM OX Te jedHadnHe 1 cTape jeaHaquHe cTerneHa ¢.
CrasiMo; Hoso P je maz(P',Q), a HoBo Q Je min(P', Q) ¥ ca HOBUM
cucreMoM ugeMo Ha Kopakl.
Y3 ofMcaHy anropuraM JIomajeMo U cegehe 'Maso’ TIOGOIBUIAERE.  AKO
ce MOromM a moheMo Do cucTema duja jemHa jemHaYMHA je JMHeapHa,
PEIMMO £ = a, OHZa je 00Ibe Ja alropuram 3aBPUIMMO YIIOTPeOOM 3aKoHa
sameHe 3a jemnakocT (13.2). To 3Hatn ma Taj CMCTEM O3HAYEH PELKMO
oBaxo ¢ = a, ¢(z) 3aMEHHMO ca T = 4, ¢(a), roe ¢(z) MPENCTABIEA
OpYTry jeAHaduHy CHCTCMA.
Takohe ucthdemo u cuenche. YrorpeboM mojMa Oesersa 08a NOAUHOMA
HaBelely ajJropuUTaM Ce MOKE HEWTO CKPATHTH. Haume, ako MMamo
CHCTEM
(*) pi(z) =0, pa(z) =0
mipu 9eMy p1(z), p2(z) cy penoM cTereHa n, m Can < m, OHIA MOXEMO
oBaKo IMHMTH. IoNMHOM ps(z) TIOLEAMMO TIONMHOMOM pi z), ¥ TaKo
I06M jeMO M3BeCTaH KOJMIHUK q(z) w octatak r(z). Tana Baxu jeoHaKocT
pa(z) = pr(@)g(e) +r(z) ma (¥) mobuja 0BIHK
pi(z) =0, pi(z)g(z) +r(x) =0
WTO je eKBMBAJEHTHO Ca
(%%) pi(z)=0, r(z)=0
Kao wro ce BUMH, TIPBY jeQHATHHY CMO TIPENMCcau, TOMHOKMIIA €4 —q(z)

¥ MpoM3BOL ouany apyroj. Ha Takas Ha9MH ce O4 (*) mpenasy y jeXHOM
XopaKy, HAPABHO Y3 IIETTOCTABIECH a/rOPUTAM [CTCHA LBa TIOJIMHOMA .
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Pa3 28 (nHacraBak mperxommor). ame jedrauume pewumu no r € R
1922-82415=0, z2-Tz+12=0

2022 -82415=0, 28— 622+42+15=0

3023 -222-242=0, 2'+23—z-1=0

4923227 —242=0, 24 4+2°—2-1=0, 25—22—24+1=0
Pas 29. Illma mamemamuuxu suauu: Pewumu noz € R JEOHAUURY
ar = b 20e ¢y a,b pearnu napamerpu?

Pemee. Ila GricMo NaKile CXBATHIN OLIOBOD, NPETIIOCTABUMO Ta CY PeajiHK GpojeBH
camo : 0,1,2. Taga mocTariseHo NMUTake 3HAYM:

PemuTy cBe oBe ToceGHe jemHaYuHe
0z=0, Oze=1, Oz=2
le =0, lz=1, 1z=2
20=0, 2z=1, 2z =2
W HapaBHO, CIIMYHO allM TeXe 3aMMHCIIMBO, BAXHM M Xai 'TiapaMeTpy’ a, b "mpohy”
TIpeKo CBMX pealtHuX Opojesa. W cama ce MoxeMo muratu: Kako CKynHo peuumu

GECKOHAUHO MHO20 NOJEOUHAUHUX JeDHauuHa ? Vi Ty ce caja TiojaBrsyje jedHa
TIOMaJIo Y MaTeMaTULLU TajaHCTBCHa CTBaD:

(29.1) CaMiX jemHaYMHa 3aMCT2 UMA GECKOHAYHO MHOTO 4l Ce OHe MOTY
ToenuTH y KOHAYHO MHOTO KJlaca, TIpH ¥eMy ce Hajaibe jeqHaTnHe 13
HCTe KJlace pelaBajy Ha MCTH HAMMH.

OunpebheHo peveHo, Xao mWTo je HOOPO SHAHO, PA3IMKyjeMo OBe TPU KIace

Knaca | ca oopeonuyom: a # 0 Ty cy cse owe jenmaumie az = b wuju
xoeuuuerT a Huje 0. 3a BUX BaXM eKBUBaJeHUMja L = b < z = b/a, Tj. 6poj
b/a nMm je jemwicrseHo pemette.

Kaaca 2 ca odpeoruyom: a = 0,b # 0. Ty nonase jemmavnuie xao 0z = 1, Oz =
—2, Oz = /2, urn. Cse cy oHe Hemoryhe, peht hemo exsusarnenTHe ca L.

Kaaca 3 ca oopeonuuom: a = 0,b = 0. Ty crama camo jemawmia 0z = 0,
X0joj je cBakM peasiaH Gpoj pemeise.

Pa3 30 (nacraBak mperxomHor). Odzosapajyhum eKéuea/lemgujcxuM
AaHuemM pewumu no r € R jeOHauuny ax = b 20e ¢y a,b peainu
napamempu

Pememe.JeIaH €KBUBATEHIIM|CKM HAYMH peliaBara TIACH:
ax=b ¢ ar=0b, (a#0Va=0)
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Ila GMcMO TIOTPAXWIK & M3 3aJaHe jefHaYMHe MOpaMo pa3MaTpaTH 1Ba ClIyyaja:
a # 0, onxocro @ = 0. To NOrWYKK 3HATH 13 y3 SafaHy JenHauuHy TpeGa ma
NPUIPYANMO LUCJYHKUMJy THX CIyiajesa.
& ar=ba#0V ax=ba=0
OGaBWIM CMO “JOMYKO MHOXeHe” (Bui. Hamomeny 18.1)
& a#0,z=bfa V az=b,a=0
Yomuko @ # 0 Tama Baxu exsusaieHUMja az = b & = b/a, 1j. apyrum
peYMMa BaXY 0Ba UMILIMKAlLAja:
a#20=>(az=b & z=1b/a).
MehyTuM y CKIady ca TayTONOTHjOM
=@ er) & (pAg & (pAT) _
wMaMo exsuBaneHuujy ax = b,a # 0 < z = b/a,a # 0, ynparo xojy
CMO ¥ KOPUCTHIIN.
& a#0,z=b/a V a=0,0z=1b
Ha mpyry “rpany”, 1j. meo: ax = b,a = 0 xopuctunu cMo (13.2), 0OIHOCHO
3aKOH 3aMeHe 3@ jefHaKoeT. CTHrIH eMo mo jentaumte 0.2 = b xoja CTBApHO
He CAaIpKM HETOSHATy &. Y CTBAPM Ta jelHaYMHa Ce CBOLM Ha TloTpeGaH M
IOBOJRAH YCNOB [a OHa ¥Ma pememe. Taj YCloB MOKe, aJIi M HE MOpa Lid BaXM.
CrencTBeHO, Tpeba Ia pasiiMKy jeMo JIBa ciiydaja, ia fieMo cTora y3 Opyry IpaHy
npuapyxuTi ucjyrxumjy b =0V b # 0
& a#0,z=bla V a=0,0z=0b, (b=0Vb#0)
& a#0,z=b/a
vV a=0,b=00z=5b
V a=0,b#£0,0z=50
To6yimy cMo Tpy “rpane”. Ha ToYeTKy cBake Of IMX CTOjM YCHOB xoju joj je
y CTBApH OIpeIHHMIIA
& a#z0,z=b/a
V a=0,b=0,T
V a=0b#0,1
Mori cMo XOX IpYTe TPaHe yMecTo | CTaBHTH jeNHaiMHy & = I, ONHOCHO
Ma Kojy jemHaYuHy Kojoj Cy pemera CBM pealtHy Gpojesy. CIMYHO, KOX Tpehe
TpaHe CMO MOTJIA yMeCTO 1 craBury Ma kojy Hemoryhy jeZHaYMHY.
Kao mro BMEMTE Te TpaHe KaJ GM yMene Ha TipWyajy pekie OM: axo a # 0 ronasha
jellHAuMHA j& EKBUBATIEHTIA Ca jeAHATHHOM £ = b /a,akoa = 0,b = 0 exsuzanenTHa
ca T, v najsan axo a = 0, b # 0 exsusanentha je ca L.
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Harmomena 30.1. IIpemua je paamMaTpaH IpUMep TIPUIIMYIHO MPOCT Y HaBe-
ICHOM €KBMBAJICHILM jCKOM pellaBalby ce KpHje HEKOIMKO OMIITHX 3aMHMCITH
Koje hemo cama manmoxuth. Tako, Heka je For(z,y,...,a,b,...) Ma Koja
jenHadMHa, HejeIHaYMHa, CHCTEM TaKBHMX WIIH yoITiiTe HeKa opMyIia Kojoj
Ccy z,y, ... HEMO3HATE, JOK ¢y a, b, ... mapaMeTpu. HapaBHo U 3a Helo3HATE
M 3a MapaMeTpe Cy yHamped JaTe HHUXOBU CKYNoBH, oGmacTd. Tapja, Kao
M Y U3JIOREHOM IpUMepy TPYLMMO ce Ja KOpMillNeHeM pasHMX OIITUX
¢KBUBAJICHIIMja Ha Kpajy W3BENEMO HEKy eKBUBaJICHLMjy oOivKa

(30.1) For(z,y,...,a,b,..) < Uslovi(a,b,...), Resi(z,y,...)
V Uslovs(a,b,...), Resy(z,y,...)

V Uslovk(a,b,...), Resi(z,y,...)

rae cy Uslovi(a, b, ...) u3BecHe QopMyie, yCNoBY 10 IapamMeTpuma a, b, ...,
IOOK Res;(z,y,...) cy $opMyJsie Koje ce cMarTpajy pelwieHUM y OQHOCY Ha
HeIosHaTe z,Y,.... 3a Uslovi(a,b,...),...,Uslovg(a,b,...) ce Tpaxm ma y
cBakoj “Tadku” (a,b,..) TadHo jemaH om mMX Gyme McrymeH. MH-
ale, ako y Hekoj “taiku” Baxu Uslovi(a,b,...) OHOA 3a Ty BpEeZHOCT
mapamerapa a, b,... pemema cy onpehcHa ca omrosapajyhom gopmyrnom
Res;i(z,y,...). EBo Hekxux (opMyia TI0 = Koje CMaTpaMo pellieHUM: T = a
,L, T,z>aucn

Moxe ce pehy Ia yoriTe NpH pelasaisy Heke fopmyne For(z,y, ..., a,b, ...)
Mo z,Yy,... OCHOBHM IIpo0JCcM j¢ Kako NpoHahu eKBMBAalIeHLMjy IIOMYT
(30.1), To cBe 3aBMcK ox BpcTe Qopmyna Koja ce pewasa. IloMeHnMO
jomr ma hemo ce y Besu ca eKBUBaJieHHMjoM Tvma (30.1) Takohe M 0BaKo
M3paXaBaTH: 3a HeHy JecHy cTpaHy hemo pehy ha je jenaH pemeH o6nuk
nonasde gopmyne For(z,y, ...,a,b,...). CX0QHO TOMe, TNUTale pellaBara
Heke Takpe (opMyJie ce TIPOCTO CBOAM Ha TPAkEhe HEKOr HECHOT pelieHor
obnuka. Kpaj Hamomene 30.1.

Hanomena 30.2. Y MHoruM ciydajeBMMa ce, paly HoOMjama CKBUBa-
JeHuMje o6nuka (30.1) KopucTe 0BE 3aMMCIIN:

AKO y VM3BECHOM KOpaKy 3a pellaBame II0 HEKOj HETO3HATOj ce jaBIba
notpeGa “rpaHama”, Tj. TaKBO pellaBaise c¢ He MoXe 00aBUTH HA jeHaH
HauuH, Beh ce 1ojaBiwy jy pasHu ciydajesu Slucy, ..., Slucm, Taga 06aBIBaMo
OBaKBa OBa KOpPaKa y €KBUBAJIEHLMjCKOM peliaBarby
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(30.2) For(z,y,...,a,b,...)
& For(z,y,..,a,b,..), (Slucy VSlucz V...V Sluey,)

& For(z,y,..,a,b,..), Sluey
vV For(z,y,..,a,b,..), Sluca

vV For(z,y,..,a,b,..), Slicm

Ipykduje pedeHo, 00aBHIN CMO ”I0rHIK0 MHOKere” (BuL HaroMery
18.1).

Ilpyra samucao je cregeha. IlperriocTaBiMo na je Posl(For) u3BecHa
Jopmynia Koja je mocieauua gopmyie For(z,y,...,a,b,..). Taga MoxeMO
KOPUCTUTH OBY €KBUBAJICHILH Y

(30.3) For(z,y,...,a,b,..) < For(z,y,...,a,b,...),Posl(For)

Tpeha 3amucao je oba. Moxke ce HOrOIUTH Ha For(z,y,...,a,b,...) IOCTaHe
For(0,0,...,a,b,...), Kojy hemo kpahe 03HaIUTU M OBAKO Uslov(a, b, ...).
Taza y Taksoj QopMyIM HMjeOHa HeHA HENOSHaTa BHIE CTBAPHO He
yaectyje. OHIa je jacHo Ha For(z,y,...,a,b,...) 1Ma peliera aKo
¥ caMo ako Baxu ycnos Uslov(a,b,...,c). Kaga Taj ycnoB Baky OHIA e
pellietba CacToje Ol TPOM3BOIBHO 0NaOpalHX BPELHOCTH 32 HerlosHaTe. 1a]
KopaK pacyhuBarsa ce JOTMIKM MOKC MCKasaTH OBHM KpaTKiM eKBHBa-

JICHILIY JCKMUM JIAHILEM
(30.4) For(z,y, ..., a,b,...)
& For(z,y, . a,b,...), (Uslov(a,b,..)V ~Uslov(a,b,...))
& For(z,y,...,a,b,...), Uslov(a,b, ...)
Vv For(z,y,...,a,b,...),ﬂUslov(a,b,...)
& Uslov(a,b,...), T
v —Uslov(a,b,...), L
Ty cMo ca T O3HAIWIM Ma Kojy (opMyIny MCIIyHCHY 3a CBE BPEAHOCTH
BCHUX TIPOMCHIBHBMX. PellMMO, KOX JIMHEAPHUX jemriadyMHa ymecto Tor
T, MoxeMo ako XoheMo YIOTPEOUTH jeHadnHy Kao z = I. CnudHo, ca

| eMo 3amucany ma aTa QopMyia iema pemeise. Kod smiicapHUX jem-
HayMHa yMecTo L MOXeMO YIIOTPEOUTH KOjy HeMoryhy jenHaduHy IomyT

Oxz=1, z=z+1L
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YerspTra 3aMicao ‘mipuctuxe. Kala InpM pewaBamy Heke opMylie ca
rapaMeTpiMa, HEeKM Of Mapamerapa Ho0Mje H3BECHY BPEOHOCT Tala je
MONECHO YIMHUTH Kako omucyjemMo. Heka, peliMmo, mapaMeTap a HMMa
BpennocT vred. Tama y ckiamy ca 3aKOHOM 3aMeHe 3a jenHakocT (13.2)
Tpefa KOPUCTUTH OBaKBY eKBUBATEHIIM]Y

(30.5) For(z,y,...,a,b,...),a = vred & a = vred, For(z,y,...,vred,b,...)

Pas 31. Zame gopmyae pewumu no z,y,... € R, y kojuma cy a,b, ...
peanHu napamempu

{/16) (a—1)(a=2)z =b(a—2), 2° az+y =1, z+ay=a? 3%az >b
Peniefm. 1% Jeman pemaBajyhu eKBUBANCHIIMJCKU JTaHALl TJiacu
(a—=1)(a—-2)z="b(a-2)

& (a-1)(a—2)z=b(a—2),((a—1)(a—2)=0V(a—1)(a—2) # 0)

TonasHa jenHayuna je oonuka Pr = (), ma cMo pasnuxoBanyu ciyvajese P =
0, P # 0, normuxu peveo: nomanu cmo aucjyHkumnjy P = 0V P # 0, xoja
jeosre rmacuma (a—1)(a—2)=0V(a—1)(a—2)#0
Jlarpe 06aBEaMO “JIOTMYKO MHOXeHe”
& (a-1)a=2)z=0ba-2), (a—1)(a—2)=0
Y HapemHoM Kopaky heMo y cKiamy ca eKBMBANEHLMJOM
(a—1)(a=2) =0 < a=1Va = 21y rpaty ,cloCOmHN-
je pedcHo, TIpcobpaTHTH y [ABe TpaHe
V (a-1)(a=2)c=bla-2), (a—1)(a—2)#0
Y HapeqHOM KOpaky, y TOj TpaHM heMo MCKOPMCTMTM €KBMBA-
nemumjy (a—1)(a—2)#0 & a#1,a#2
& (a-1)(a—2)z=0ba-2), a=1,
Y HapemHOM Kopaky y Toj rpaHu hemo a = 1 mpemucati ¥y TIpBOj
jemHaYMHU 3aMeHuTH a ca 1 - TpMMeHa 3aKoHa 3aMeHe 3a jeIHAKOCT
(13.2), MoxeMo pehu u expusanenuuje suma (30.5). CuuuHo hemo
MMHUTU W y OpYToj FpaHu
V (a=1)a-2)z=bla—2), a=2
V (a=1)a=2)c=ba—2), a#1l, a#2
Y opoj Tpand y umyheMm Kopaky Z uckasyjemo onrosapajyhum pa-
3MOMKOM

< a=1, 0xz=-b
Caza je MpWIMKA Ia Ce 8a Ty rpaHy kopucty maHal suga (30.4)

V a=2, 0xa=0
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b(a—2
Vv a#l,a;é?, :c:(a_—-%(TlT)

& a=1, 0xz=-b (b=0Vb#0)
Vo a=2, 0x2=20

b(a—2
? X Va#l,a#?,x:za—_(m——_l—zj

& a=1, Oxz=-b, b=0
Y HapeIHOM KOpaky y TOj TPaHM IIpErMcyjeMo b = 0 u xopuctumo (30.5)
(yMecto a Hama ce jaBisa b)

V a=1, 0xz=-b, b#0
Y HapeIHOM Kopaky jeXHauHHa 0 * z = —b mocraje nemoryha, Tma hemo je
| samennTy ca 0 # € = 1, a MokeMo axo xofieMo u ca L
Va=2 0xz=0

b(a—2
\Y (1#1, a#?, Z:(a—_ﬁm—gj
< a=1,b=0,0%xz=0
V a=1,b#0, 0xz=1
Va=2 0xz=0
b(a—2
\Y% (1751, a¢2, I:(-a:(l_)(_a—)ﬁ
Hammvicaru oMo "3aBpieTak’ jep Mo CTUTIIM [0 PmeHOT 00NMKa, O{HOCHO eKBUBANCHIINjE
runa (30.1). M Taxo 3akmyyak je crienehu. MMamo ose cryya jese

3aBpimeTak

({)a=1, b=0. Tanma nata jenHa4uHa uMa CBak1 6poj Kao cBoje pemeHe.
(it) a =1, b # 0. Jenxaunna je Hemoryha.
(1i%) @ = 2 Craxu 6poj je pememe HaTe jeRHaHHe.
(iv) a # 1,a # 2. Jenwauuia ¥va jeMMHCTBEHO pemere (u—i-(—la)—z—}_-_)T)
20 y3 xopumheme Gauss—oBor TOCTYTKa (BUL. Pa3 22), jenaH pemasajyliy eKBuBa-

JIEHLMjCKM JIaHAll TJIAaCH

az+y=1, z+ay=ad? . '
Ipyry jemHauyHy TIPerucyjeMo, MHOXUMO ca —@ ¥ TIOM3BOL JOMIaJeMO TIPBOj

s+ay=a? yl-—a?)=1-dd

<~

o ztay=a? y(l-a?)=1-a® (1-a?2=0V1-a®#0)
o z+ay=a?, yl-a?)=1-a® (a=1Va=-1Vi-d®#0)
=

rtay=a?, y(1-a*)=1-a3 a=1
Vetay=a? y(l-—a?)=1-d® a=-1
Vetay=d?, y(l-a?)=1-a% a#la#-1

53




Pasnue, 1

Cnasuma b. TIpemnh

Y HapeIHOM KODaKky y CBMM I'PaHaMa Tle je NapameTap & DOGHMO BPETHOCT, 4
TO Cy OBIE TIpBA M ApYra, KOPHCTUMO eKBMBaJleHUM]y Buma (30.5)

(*) & z+y=1, y*x0=0, a=1
Vz—y=1, y*x0=2, a=-1
Vztay=a? y(l-a?)=1-a3 a#l,a#-1
IIpse 1mBe TpaHe cy 'TOTOBE', OMHOCHO IOBEIEHe Ha pemeH OGNMK. 3aTo Jarbe
pemaraMo Tpehy rpaHy, IpuBpeMeMo je 03HaYaBaMo ca 171 U 3a By YMHUMO
Tioce0aH pemaBajyhy eKBUBATIEHLIMJCKM JIAHALL

. a3
Tri & z+ay=a? y=1=%, a#la#-1
Ilpyry cMo jenHaYMHy TTOMHOXWIY Ca 1—_1?2-, Tj. pemuau je no y. Cama hemo
TO Y 3aMEHWTH Y TIpBOj. AJIM, Oa He GUCMO TYGWIM eKBUBAJIEHLMJCKU JIaHall
To heMo yumnuTH y nyxy Gauss—osor mocTynka (Bum. Pas 22). Taxo, mpyry
JjenHaTMHY TIpeITHCy jeMo, MHOKHMMO ca —@ W TIPOM3BOL HOoHajeMo TpBoj. HaxoH
MaJioT payyHa HoGuja cc
o a — a 41
& T=-15, Y= 1+a , a#la# -1
Taxo rpana Tt je mosenieHa Ha pemeH o6nMK. BpahaMo ce Ha MccTo (*) ¥ TaMommy

Tpehy TpaHy saMcmyjeMo HOOMjeHUM pelMeHUM o0nnkoM. Tako TonasHa QopMyna je
€KBMBAJICHTHA Cca

(a=lz+y=1) V(a=-1,1)

V(a‘?él)a#'_lyz:_l—:__a') #.&12_)

MimaMo pemeH o6muk. Haume, y cyvajy @ = 1 chcteM ce cBomM Ha jefiHy jeTHAYMHY
z +y =1, unja cc cBa pemersa MOTY 0BAKO ONPEAMUTH & = p, Yy = 1 — p, e p
Moxe GMTH Ma Koj pealiaH Gpoj. Iaise, ako @ = —1 ronasHu cucreM je Hemoryh,
a y TpeocTalioM cliy¥ajy Xam a Huje Hu 1 mu —1 cucTeM MMa jemMHCTBEHO pemlere
WCKAa3aHO HABE[IEHWM pazjioOMLIMMa.

3% Jeman pemaBajyRy eXBUBAJICHLMU|CKH JTaHall TJIacH

az > b Tlomro nmaMo HejenHawuHy pasnukyjemo Tpu cyvajaa < 0, a = 0,a > 0
& ar>b(a<0Va=0Va>0)
& ar>ba<0Var>bh a=0 Vaz>b, a>0)

& a<0, 1:<% Va=0,0%xz>b V a>0, :c>§
Kopuerunu cMo yciioBHe exBuBalieH1Mje o6linuKka

a:c>b<:>x>%(Axoa>0); az>b<:»a:<%(Ax<oa<O)
Capa heMo y npyroj rpaHy kopucTHTH wuejy (30.4), Tj. pasivKoBaTH Clly4ajese
gaxcu b < 0, omHocHo ke saxcu b < 0
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& a<0,z<tVva=0,0+z2>b(b<0Vb>0Va>0,2>7

b

& a<0,2<tva=0,b<0,TVa=0,b20,LVa>0,z2>7

CTUIIM CMO JIO pelleHoT oONiMKa KOjU “Tipuya”™: narta fopmyrna je }{ersgoryha axko @ =

0, b > 0. Axo a < 0 pememe joj je cBaxyu pealaH 6poj MamU OI i, a ako @ > 0

OHIIA pemerse je CBAKM pealiaH 6poj BehH on %. Hajsam, axo ¢ = 0,5 < 0 pememe je

CBaKM peajiaH Opoj.

Pas 32. Zame gopmyse pewuumu noz,y, ... € R, y kojuma cya,b,c,d, e...
peasnu napamempu

ar=a 2°az=b, cc+dy=e 3% az—dby=0, a’z—by=ab

Car+by=a+b, cc+dy=c+d 50 az+by=c, czxt+dy=ce

6 z4+y+2=06, az+4y+2=3, 6+ (a+2)y+22=13

art+y+z=1, s+ay+2z=a, z+y+az=a’

80 ar < bcz>d Qar+by<c 10%z+by<c,z+y=d

Pa3 33. Pewumu no z € R jednauuny az? + bz +c=0, 20e cya, b, c
peasru napamempu i

Pememe. TpaBuMo 0B2) EKBMBATIEHLIMCKM JIaHALL
az?+bz+c=0
o ar?+bz4+c=0,(a#0V a=0)
HayM HaM je Xa OLBOjUMO CITyyajebe Kal NaTa jelHaiWHa jecte OMHOCHO HHUje
KBaJpaTHa
& az?+bz+ce=0,a#£0 V az?+bz+c=0,a=0
36or ycnosa @ # 0 y TpBoj TPaHM MMAMO KBaIpaTHY jennaunHy. Tpeba oaB-
WTH DMCKYCHjy Mia JIM je HWeHa NMUCKPUMWHAHTA HeraTMBHa WM HEHEraTHBHA.
Y npyroj rpaHu sampkaheMo jeMHaKocT 4 = 0, u y ocranoM meny Te rpate d
samenuty ca 0. To je mpumena saxona (13.2) s jenHaxoct

o ar?4ber4+c=0,a#0, (0*—4ac<0 V> —4ac>0)
V bz+c=0,a=0

& arl+br+e=0,a#0, 0> —4ac<0
V azl+bz+c=0, a#0, b2—4ac>0
V bz+c=0,a=0

& a#0, 0 —4ac<0, L 7,

\% (1#0 b2 — 4ac>0 (z___@ V= i)[b’—4ac)
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V bz+c=0,a=0

& a#0,b?—4ac<0, L
V a#0, b2 —4ac>0, x:“—”‘bzl;EE

V a#0, b2 —4ac>0, ¢ = == 2”:"4“
Vbz+c=0,a=0

Cama fhiemo y Tpehoj rpaHy TIPUMEHUTH pesynTaT us Pas 30 -momyme o3Hake ce
PA3NKKyjy, WTO HUje GUTHO

S a#0,b02—4ac<0, L
V a#0, b2 —dac >0, r = =5+ 7=dac

2a

2 — —b—y/b?2—4dac
V a#0, b°—4ac>0, z= i
V a=0, b+#0, r:—%
Va=0,06=0c=0,z=1z
Va=00=0c#0, L
Taxo cMO CTHIIIN HO PelleHoT O6JMKa OTHOCHO exBUBarieHIHje obimka (30.1)
Pa3 34 Pewumu noz € R damy gopmyay, 2decya, b, c peanru napamempu
19 ab=c 2° z=qa,b=¢ 3° z=0a, z=b
Pemene. 1° To Je JeOHaYyMHa Koja CTBAPHO He CaIpA¥ HETO3HATY M CIENCTBEHO jaCHO
je cnenehe: ona je Moryha ako M camo ako Baxu yoioB ab = cuy TIOTBPIHOM CIIy4Yajy
T MoXe OMTH Ma KOju peallaH 6poj. MehyTuM, Hama je GUTHO 14 -2KO MOKEMO- U Ty
JemmatuHy pemumo Hamtasehu exsusaientmjy suma (30.1), Tj. moBohemeM Te jexHaumHe
Ha pemeH o6nuk. To je Moryhe YYMHUTH KaKo CIEmU:
ab=c¢
& ab=c z=1¢z
Homany cMo jeHaYMHy T = T TaKO Ja cafia & CTBAPHO Y9ecTByje. MeByTuM,
Taj lleo TOpy4yje ia jelHaYMHa T = I TIOZpa3syMeBa MPUCYCTBO yciiopa ab = c.
A T2 aKO Ta] YCNoB He Baxu? Onrosop TpeGa Ia Gyne Ia OHOA L -Kao pememe-
He moctoju. Taj meo pacyhuBaka hemMo 3aMKCHO OCTBAPUTH KakKo CIEIN
< ab=c,z=z (ab=c V ab#¢)
Xohemo zia TIpaBUMO “PaCKpCHMULLY”, OIHOCHO CIIyYajeBe TI0 JJamu yeios ancu
OLHOCHO He 6axcU, Tia CMO “Homanu” mucjyHkuujy ab =c¢ V ab # ¢

&
& ab=c,z=c¢ V ab#c Ll
HctirdeMo fia ce CAMYHO Pafi Y Y ONMTeM CIYYajy, OLHOCHO

(34.1) Axo je Usl(a,b,...) z-jenHavmsa Koja Z cTBAPHO He CaZpXH, oHIa BaX¥
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osa exsuBasienuuja suaa (30.1)
Usl(a,b,..) < Usl(a,b,..),z=z V =Usl(a,b,.), L

2° ®opmyma = @, b = ¢ je Beh y cTBapu pemena Mo T ¥ - CITO0OLHMje peYeHo
- TO peleRe 3a T Tpaxy INPHCYCTBO yciloBa b = c. Y cknmamy ca THMM, CIMYHO Xao y
TIPETXOOHOM TPMMeDY J1ako ce TipaBu pemer obmux suna (30.1) u rmacu

z=a,b=c & b=c,z=a V b#e L
Y onmTeM ciyYajy WMaMo OBAaKBO TBpheme

(34.2) Axo je Usl(a,b,...) z-jennatunra xoja T cTBAPHO He CaXpAM, OHLA BaXM
osa exsuBaneHunja suga (30.1)

z=1,Usl(a,d,..) & Usl(a,b,..),z=t V =Usl(a,b,..), L
rre je t Ma Xoju u3pa3 (Hecanpxehyu )
3% Herocpento umamo
(Mo (13.2))
(Ilo (34.2)

z=a,z=b & z=aa=bh
& a=bzr=a V a#b L

YuMe je OaTa QopMyJia HoBeleHa Ha pelieH oOIHK.
Pas 35 (nacraBak Pas 27) 3amucao . jedHa HenosHama, a euuie jed-
Hauuna. Pewumu no = € R damy ghopmyay y kojoj a,b,c, ... cy pearHu
napamempu

1ar =5 ce=d 22az=5b, cz®?+dc+e=0

3% az? +bx+c=0,pz2+qz+r=0
Pememe. IIpBo, ycreq TpUCycTBa TapaMeTapa Bajbd PA3NiAKOBATYM DAa3HE CIIydYajese
TIOIYT ’jeqHaYMHa jecTe WIM HMUje KBaIpaTHa, jecTe WIM Hyje JTMHeapHa U ci. Ipyro,
¥ OCHOBU Ce KOPUCTHU alITOPUTaM MalloxeH y Hamomenn 27.1, xao u Tsphena (34.1) u

(34.2). McTuyeMo a je 0CeTIBHBO MeCTO Kal ToCTOjM MOTYRHOCT Za y HEKOj I'PaHu
CByIa HECTAaHC HCTIOBHATA. YTIpaBo Talla je TIpWINKa La ce yrorpeSu (34.1) (smmeru

u pemere dopmyne 1°).
1° ITpaBUMO 0Baj eXBUBAJIEHIIVjCKU JIaHALL
ar=b, cx =d

& az=bcr=d (a#0V a=0)

HayMm HaM je ma w3 mpse Hahemo T ¥ 3aMeHMMO Yy Ipyry. AJM, 300T Tora
MOpaMoO paznukosaTy ciyuajese a £ 0 ua =0

& ar=bcx=d,a#0 V az=b,cz=d,a=0
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& a#0, chb=ad, z:% V a=0,b6=0,cz=d
Pevenu HayM ocTBapicMo. Cania heMo CITMTHO TUHUTH Ca jeNHaTUHOM CT = d
y ApyTroj TpaHu

& a#0,cb=ad,z=2 V a=0,b=0,cz=4d, {le£0¥e=10)

a
& a#£0, cb=ad, x:%
Va=0,b=0,cc=d, c#£0 V a=0,b=0,cz=d, c=0
Y npyroj rpawu heMo, Gmaromapeiu mpucycTBy yciosa C ¢ 0, z Hahn B
cx = d . 'TpeHyTHo He mupamo’ Tpelly TpaHy, jep Ty TpeGa OUTH HONATHO
o6a3puB- mTO fieMo 06jaCHUTH

& a#0, cb=ad, x:%

V a=0,b=0,c#0, z:-dc- v a=0, =0, e=d, c=0
Cazma cMoO y TIpWIMLM Ta y Tpehoj TpaHu, kopuctehu ¢ = 0, y ocranum
cacTaBlMMa Te TpaHe ¢ saMeHuMo ca (. AsH, Tako y Toj TpaHM Ty6uMo T, a
Bera yripaBo Tpaxumo. Y Tor pasrora y myxy (34.1) anumumo osaxo. 3ameHoM
c ca 0 BuouMo ma ce T TyOM ynpaso y Heiy €T = d, xoju ce TOM 3aMCHOM
npesoxut Ha d = 0. VI cana, ma He GycMo TySw T wa ockosy (34.1) d =0
samemyjeMo ca d =0, z =z V d # 0, L. Taxo modujamo

& a#0, ch=ad, z=12%

V a=0,b=0, c#0, a::%
V a=0,b=0,¢=0,(d=0,z=z Vd#0,1)

& a#0, cb:ad,z:%
Va=0,b=0c#0,z=14 ~
Va=0,0=0,¢=0,d=0,z==2
¥ asl b=0,c=0, dl L

Kao mTo BWIMTe, ZOMJIM CMO [0 peleHor oGNIMKa, Tj. eKBMBajeHIIMje O0I1Ka (30.1).

90 (YmyTerso) KpaTko pedero, NpBo TpeGa padiMKOBATH ciyyajese a # 0, omrocHo
a = 0. Y npeom ciyyajy &, HaheHo ¥3 NpBe jeRHaYNHe, Tpeba 3AMEHMTH Y ApYTY. u
Ty je Xpaj TOT ciiyv¥aja. Y IpyroM ciyyajy y3 TpeIMCHBame jemnaxoctu b = 0 TpeGa
cKopo TIperucaTy pemere Pa3 33.

g° (Ymyterso) KpaTko peueHo, Tipso Tpeba pasNnKOBaTH ciyyajese @ = 0, oXHOCHO
a # 0. Y npsoM ciyyajy ce y CTBapy TipeSallyjeMo Ha TIPeTXOMHU 3ajiaTak 29, ay
IPYroM citydajy TpeGa YYMHWTH KaKo Cledy. [IpervcaTy Tpsy jeMHauMHY, TIOMHOXUTH
jeca —% U TIPOVBBOJ IOHATH IPYTO], Kojoj fie ce MsTYOUTH KBaapaTaH “JIaH. Y cTBapH,
TaKo OIeT HOJa3UMO Ha 3aJlaTax TUIa 20,

Pas 36. M3 dame gopmyte ¢ YKAOKUMU (eAUMUHUCAMU) K6GHMOPE, mj.
Hahu gopmyny | Koja He CaOpHU K6AGHMOPE U €KBUBANEHMHA Jjecag.
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1°3reR)z=2 2°(3z€eR)z=z+1,

3 (3FzeR) (z®+322 -4z -6=0, 2z3-522+3z+10=0)

4% 3xeR)(x=3a x=b) 5% @xeR)x®+1=0, 67 FxeC)x’+1=0,

7 (3Bz€ER)ar+b=0 8 (3z€R)z’+az+b=0,

9° (Vz € R)(z >3 = z2-3242>0),10°(Vz € R)(FyE R)ay =z
Y Kojuma cy a, b peaarnu napamempu

Pemewe. 1° Emmvunanta, oxHocHo dopmyna 9 je T. 20 Emumumanta je L.

3% Osme, a i MHOTMM OpyT¥M 3a0aliMa eIMMUHALMjE, je TIONECHO KOPUCTHTH HMIeje
us Pa3 27 u Pa3 35 ("jenqHa HerosHaTa a Bume jenHauuHa”). OBaj npuMep je XMPeKTHO
Y BE3U ca 1° 3 Pas 27. 3aTo uMaMo 0Baj eXBUBANICHLMJCKU JIAHALL

(3z € R) (z3+ 322 —42-6=0, 22°—5z2+32+10=0)
Ty cala TpeGa “pemaBaTy IBe T — jelHayMHe”, OMHOCHO Y CTBApU T W0aliuTH
w3 jemHe o ®wux. To cMo Beh WuHWIM y Pas 27, 1%, ma hemo mipenucaTH Xpaj

& (3z€R)2+1=0 <& T Enuvunanra je T
4% CudHO TIPETXOTHOM MMAMO eKBMBATIEHIIMCKH JaHall

(3z €R) (z=a, z=0)
=2 (EIER)(x:a,a:b)

TIpUMeHOM 3aKOHa 3aMeHe 3a jemHakocT (13.2)

& (3z€R)z=a) A a=b
Jep = He y4ecTBYje y cacTaBky @ = b. YormmTe MMaMo 0Baj JIOTHIKH 3aKOH 32
KBAHTOD 'TIOCTOju’

(36.1) (3z) (a(z) A B) = ((3z) a(z)) A B

YKOIHMKO I He y4ecTByje y Popmynu [

& a=1b Jepcacramk (z € R) £ = a je Tavau

EnuMuHaHTa je @ = b. Moxe ce oBako pelil: OHa MCKa3uje NoTpeGaH U HOBOJBAH YCIIOR
Ja T—CHCTeM T = @, = b nMa pememse.

5% Emumumanta je L jep y cxyny R jemwaumma 22 + 1 = 0 je Hemoryha. 6°
Enmuvusanta je T jep jemmaumsa z2+ 1 =0 je Moryha y ckyny C-xommexchux
opojesa. 7% Cama ce y ocHoBM KopucTH Pas 30 M mpeMa HeMy JTako ce 3akibyuyje Ia
enmmunanTa je a #0 V@ =0,b= 0. Oxa ucxasyje mopeGaH ¥ NOBOTEAH YCIIOB
ma jexvatnna az + b = 0 Gyme moryha. 8° Emamvunanta je a?—46>0

9% Emumunanra je T wiu L, Beh mpema ToMe ma Ju 3a cBe peallHe Gpojese T BaxM
WIK He Baxy uMumKkaluja £ > 3 => 22 — 3z + 2 > 0. Huje Temxo Bumer# 1a
Baxy, ma pesynrat je T. 100 ¥ creapn je murame mTa je TOTpeSaK M KOBOTEAH YCIOB
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no a, b Taxo na sa ceaxu ¢ € R jennavuna ay = & wma pemene o y € K. Ourosop
jea# 0 HTo je TPameHa eNMMMHAHTA.

Haromena 36.1. Xenvmo na neTakHemo [ je NUTamE eTMMHHMCAHA KBaHTOpa
(xa; je To Moryhe) jelHO OJf 3HaYajHUX TUTaAHA y MaTeMATWIK yorumTe, a Iia ce
NocefHO TIpoyYaka y MaTeMaTHYKoj JOTMUK. C THM y BeSH je Ha HaMeM jeSHKY M3a-
mia kwura XpnGepToBH TIpoliieMH M JIONMKA, MaTeMaTHyka OHONTHOTeKa 48,
3apon 3a yyOeHHke, beorpan, 1986. rom. a HanUCallH Cy je HAM TIOGHATH MaTeMa-
waxu norwiapu: Xapxko Mujajrcsuh, 3opan Mapkosuh u Kocma Lowen.
Y ®0j iMTaNal] MoXe Hahd pastic SAHHMIBHBC THHCHHLE, Mchy BHMa H 0 NHTakY
elTHMHHAllHje KBAHTOPA.

Paz 37. Eaumunucamu xeanmope uz dame gopmyne

1"(3z€R) (z=a, z>b), 2°(3z€R) (z2-5z+4+6=0, z =a),
3 FreN)(22-52+6=0, 22—z—-6=0, z=a), 4° (3xeR) <’ =a,
5° (3z€R) ByeR) 2> +y* =a, 6° (Vz€R) za=r,

(@reR) (yeR) (z+y=3, z—y=1, 22 +y?* =a)

Pa3z 38.- Amnamutuiuka reomerpuja : Lamu cy npaea p u mauka A.
O0pedumu 2eoMempujcko MeCmo Mauaka S Koje Hacmajy xao cpeduuma
Oywcu AP, ka0 mauka P "ude” rio npasoj p.

A(a,b)

Rt S(X,Y)
_y

\.\‘ ﬂx ’y)

\

~

Pemewe. Hexa npasa p uma osy jennauuny pr+qy+r = 0, raecy p, ¢, v sananu
peatu 6pojesu, e cou jexraxu 0, mro je sanmcuwo ca p>+q2+r? # 0. Tauale(a, b)
He TIPHTIAJIA TOj TpaBOj Ta BAXH HejenHakocT pa+gb+r # 0. Oonavumo ca S(X,Y)
cpennute gyxH SP, xag “ravxa P uge no npasoj” p. CTaBHIIK CMO Te pedH TOX
Hapozie (Bul. HamomeHy 38.2)) jep He onrosapajy yoGoyajeHOM CTPOrOM W3paXaBaiby,
4IK € [[pyre CTpaKe Cy GIIHKE U3BOPHOM MIpaXaBaky TBOpPLA AHANIHTHYKE TCOMETPHje
R. Descartes-a (1596-1650) jenior on Hajeehux PpaHILyCKMX MaTeMaTHyapa W
Prrocopa(sun. Haromeny 38.1.) Oshayumo ca Sk cxyn cBHX Tako HACTANMX Tayaka
S. Tama jemuo onpehewe cxyna Sk y myxy pedeHor riacu:
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(X,Y) € Sk axo n camo axo (X, Y') je cpemumre nyxu A P, npu veMy raika
P “une” mio nipasoj p
YToTpefoM KBAaHTOPa 'TIOCTOjU’ Taj 3allMC Ce MOXe 0BaKO TPeBeCTH

(X,Y)eSk & (3z,3y) (pz+qy+r=0, u (X,Y) e
cpemmmre myxu wuju cy xpajes (a,b) u (z,9))
OIHOCHO OBaX0
(X,Y)eSk & (3=, 3y) (pe+qy+r=0, X =2, Y =1
U cama Hac YeKa 3alaTak M30al[MBatha KBAHTOpa U3 IecHe “TIONOBMHE” T eKBUBATIEHLIK]e.
Takxo uMaMo

(3z, Jy) (pz+qy+r=0, X =zt y =)

U3 mpejy pasoMaykux jeOHaiyHa Hahu heMo T M Y ¥ BaMeHMTH y TIpBY jel-
HaiMHYy

& 3z, Fy) (pr+qy+r=0, 2=2X—-a, y=2Y -1b)

& (e, ) (z=2X—a, y=2Y-b, p(2X—a)+q(2Y —b)+r =0)

IIprMeHa 3akoHa 3aMeHe 3a jeoHakocT (13.2)

& (3z,Ty) (r=2X—a, y=2Y-b) A p2X—a)+g(2Y =b)+r=10
TIpumMeHa exsuBareHuMje (36.1) o ksanropy 3
& p(2X —a)+q2Y —=b)+r=0
Jepmeo (3z, Jy) (z=2X —a, y=2Y —b) je ravan
& 22X +2¢Y +(-pa—gb+r)=0
CTUTIIM CMO IO eMMHMHAHTE, Koja TIPeICTaBiba TIPaBy -TPaxeHO IeOMETPHCKO MecTo
TayaKa.

Haromema 38.1. Kopak koju je yauumo P. IlexapT jemaH je o MpPBHX
TaKBe BpCTe y YMTaBOM pa3Bojy MaTemaTuke. Hberoa aHanuTHiKa re-
oMeTpHMja 0CTBapy je ITIORHY Be3y UaMehy, CI0004HH je peueHo, Ba MaTeM-
aTHMIKa MHCAaoOHa cBeTa: I eoMeTpuje M Airedpe. Y NajbeM pasBojy Ta Besa
je Guma 3HavajHa 3a o0c o6IacTH, aaM MocebHO 3a reomerpujy. Tako,
onarogapehu Toj IekapToBoj Mneju 'o0pojaBarba’ [eOMETpHje, NHTAHL
ICHE HEMPOTMBPETHOCTH je “NpeTodeHo” Ha MUTaHe HETPOTHBPCTHOCTH
ApUTMETHKE.

Iarbe, jeOHO OX TERMX TMTamsa je Ja JIM Y pewaBamy TeOMETPUJCKIX
3ajlaTaka Mopajy TipeoBaahiiBaTH pasHe HOCETKe, WM 33 HEKE BeHE OCI0Be
TI0CTOje M3BECHU ANTOPUTMHM, T1a JaKje ¥ MporpaMu Ha padyHapy ?

U wro je BeoMa 3aHMMJIBMBO, 04roBop je rorspuaH. Haumme, ATapcku
(1902- 1983), jeman ox Hajsehux MaTeMaTHYKHX JIOTMiapa HallCr BEKa,
1949. roguHe je MpoHAIIao TaKaB ajJropMTaM 3a 'eIeMEHTapHY TEeOMETPHUJY
1 anre6py’. KpaTko pedcHo, TO Cy HEIOBM WKOJICKE IEOMETPHje U anre-
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Gpe y KojuMa ce He KOpHCTe Heke “OGeckOHaTHe KOHCTpYKIHMje” ca pe-

THUM OpojeBMMa, Kao WTO je To ciydaj ca KaHTOpOBMM NpPUHLIMIIOM

YyMETHYTHX ofcedaka (Bul. Hamomeny 44.1). AnropuraM je M3JIOXeH y

BeroBoM 11aHKy A Decision Method for Elementary Algebra and Geom-

elry, Berkeley and Los Angeles, 1951%°

MHade, y OCHOBM KaX je y IuTaiby reomerpuja TapcKoB IdaH je OBaKaB
Kopucrehu IexapToBy Huejy “oOpojaBama’ IreoMeTpyje 3aJaHo Ie-
OMETPH jCKO MTUTake ce “nperodn” Ha ogpeheHo anrebapcKo-JIOTHIKO
MMTakE Koje ce MOXE 0BaKO Kpahe CPOIMTH: Ia JIM ce U3 ONpehHeHHX
ycioBa, opMyna -y Kojuma ydecTBYy,jy 3HAM OCHOBHMX PaTyHCKHMX
pamEM, Jajbe 3HAUM =, <, Kao M JIOTMYKM 3HauM A, V, =, 3, V-
MOT'y U30alMTH KBAaHTOPH.

McrakHrMO Oa je Ta IuieHMALA 61Ia OCHOBHM pPasjior WITO CMO HO caja

y Paz 27, Pa3 35, Pa3 36 Tonuko npocTopa INMOCBETH/IM NMTamby ~jeaHa

HETo3HATa, a BUllle jeAHaYMHA” Kao M IUTamy elMMMHMCaMkha KBaHTOpA.

Haromena 38.2. TTomsiaiuMo ga y MaTeMaTHIIH YOIITe HOKasy Mopajy
BUTH CTPOrH, 3HAIM VICKIBYIMBO Ha je3rKy MaTeMaTHIKHUX opMyIia, ciel-
cTBeHO 6e3 yriorpebe ciuMka M APYryX foMarania. AjM, 'XoJame I0 CBETY
MartemaTuke TeK y 3aBpUIHOM Oeny, KaX ce 'Tuod (TeopeMa) 'OCeTH,
HaTpaBu’ MBKCKYje CTPOro HJOKa3uBaibe, HOK y OCTAajMM IeloBMMa TO je
BeoMa 3aHMMIEHMBO U TElIKO 'XO#ame’ y KOMe HaM Cy BE3MBAHC 33 HEKH.
CBET CJIMKA, eJIeM M 3a CJIODOLHH je M3pakaBale, JECTO BeOMa IparoleHu.
Kpatko v crobonHuje peIcHo: MMCIMMO Ha CBETOBMMA Pa3HMX MHCAOHMX
CNIMKA, aly Kad 'CMMCIMMO' OHIa ce 'CryllTaMo Ha 'cripaT jesMKa y
KOMeE 'CMMULTBEHO' UCKAZYjeMO, U3Panasamo v Ha Kpajy CTPOro HoKasy jeMo.
Hemwro cnudHo, Gap 3a cafa, He MOT'Yy YMHUTH padyHapH, I je TO TNIaBHI
pasJjior mTo y 06JacTy BeiTauke MHTEJMIEHLMjE "He LBETAjy pyXe'.

MehytuMm, Tpeba GUTH OMpe3aH y OLcHMBalby jesuka, fopMmyia, (THcame)
JIOTUKE, jep -TI0CeTHO MCTAKHMMO- MHOT'E€ OpAroleHe IHILCHHIIC CMO OTKPH-
JIM y BEJIMKOj Mepy Giarogapehy mitMa. Haume, ox Bajkana ce y Matem-
aTMIIM PalWo M ca CaMUM pediiMa, 3aluMcHMa, PelMO y Clydajy
vspaxaBaiba OpojeBa oZpeheHMM 3amucHMa (HeCeTMIHMM M Ip.) , Hajee
y clydajy TONMHOMA M CIM9HO. M Tama yrpaBo TakBW 3allMCH Cy HaM
CHaXHO MOMOIJIM Y pa3Bujatby pasHUX OelloBa Airefpe . Y HoBHje Bpeme
MicTa Meja '3aNMCHOCTH (CMHTAKCHOCTH) je MpUcyTHa y MaTemMaTuiKo]
sorvuM. MiMa MHOTO 3HadajHUX ciaydajeBa rae je Kopumheme cpeucrasa

1* O ToMe TOTJIEHATH ¥ Yy KEM3M XMOepToBM Tpobnemu ¥ Joryka (Bud. HarmomeHy
36.1)
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Te JIOTMKE BcoMa TUIOQHO. Y 1B0j Ce MOpeX OCTaJIor Mpoydasa I0jaM aj-
ropurma. CaspeMeHo patyHapctso (Computer Science) y Hajehoj MepH
je ‘anroputMmmka’.

3aBplWIHO peYeHO. M Ol MAUTOBUTHX MHCAOHMX C/IHKa W OX CIIPETHO KO-
prwheHnX 3amMca Mory ce 'yOpaTi’ Jienu rtofosn. Kpaj Hamomene 38.2.

Paz 39. Jama je eaunca ca noayocama a u b. Odpedumu 2eoMempujcko
MECmo MAauaka U3 Kojux ce ma eaunca “sudu” ned npasum yeaom

MXY)

Pemene. [lahemo yoOHYajeHO pemclw.20 HaumMe, jenHaiMHa JaTe eNIMIce ITacH
z? v
S+ =1
M YKOJIMKO Hexa TMpaBa Ca jeHayHHOM
y=kz+n
JOMNMpYje Ty ENUICY OHIA YNpPaBo BaKK OBaj YCAOE CoOUPUCAEEA
a’k? 4+ b2 = n?

LlaTse, youuMo cBe fpabe Koje npomade kpos Tauxy M (X, Y') u monmpyjy maTy enurcy.

2* HapasHo, Moryhe je pemabake NPeKo Mieje CluiHe omoj y niperxonHom Pa3 38, Tj.
youaBameM NORMPHHX Tavaka, PpellHMO Yy O3HA LK (z1, 3 ) H (T2,¥1 ), HCKA3HBAKE OAIO-
papajyhMX yoloBa: T¢ TaYKe Cy Ha eJIHICH, Npase (X,Y) =z, m) U (X,Y)=(z: Vi)
HONIHPYjy CJIMNCY M 3aTHM M3 JOGHJEHMX JeNHATHHA CNTMMUHHCAKS Zi) Tay Yiy Vi-
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Cnasuma b. TIpemmh

FbuxoBa jenHayMHa Tiacu
(+1) y—Y = k(X - z)

TIpuMeHOM YclToBa ZOOMPMBAKA HOCHjeMo OBy jeIHauMHy 3a ompehusaise Gpoja k, T3B.
Xoe(MLIMEHTa TIpaBLa (‘Haruda’)

a?k? + b2 = (Y — kX)?
OIHOCHO
(*2) k2(a® — X?) + 2kXY + (2-Y?) =0

Caja TIOCTABIRAMO YCJIOB: Ta jeMHAYMHa MMa peajiHa pemerba ¥ TIPHIE HHX0B MPOM3BOI
wrocn — 1 (jep moBujere ky— u kg —raHrente TpeGa ma Gymy Tox Mpasum yrioM. Tu
YCTIOBM ce MCKa3yjy OBaKO

X2Y? - (a2 - X0 - YY) 20, Hfm=-1

OIJHOCHO
2

L+ B2l XP4Yi=a? 40

Tlpyru ycio “xaxe” nma Tauka M (X,Y) npunana xpyxmuun Kr uenrpa O(0,0),
nonynpeynuka v/ a? + b2, a mpsu Ha ce Ta Tayka He HallA3M YHyTap HiaTe eJiuIice.
ITomTo OpyTH YCIOB TOBNAYM TIPBY TO KOHAYHO 3aKIbY4yjeMo [a TPaXxeHo TeoMeTPHjCKO
MECTO Tadaka je KpyxHuua K.

HaBpezeHo yoSiajeHo pemerse WMa jemHy “pymy”. Haume, ca (1) Hucy oByxsahieHe cBe
nipase Tiponasehe kpos Tauky M. HemocTaje BepTHKajHa TIpaBa ca jeHHAYHHOM & = X.
MehyTvM, Huje TemKo BUIeTH ga GM Ta Tipaka M Ha Y yNpaBHa TipaBa 'IOHeNe' jom
ose Tauxe (—a, b), (—a, —b), (a,—=D), (a,b). Kaxo e Tawke npumamajy KpyKHHLH
Kr zaxmyuyjeMo na K7 je TpaxeHo TeoOMeTPMJCKO MeCTO TayakKa.

Hanomena 39.1. Kako ce To gecwsno Za Kr UIaKk CaipXu Te Tauke ?
Paznor je taHanuju. HauMe, y Besu ca jeOHaUMHOM (¥1) MPOIyCTHIM
cMo a HammeMo ycioB a? — X? # 0, koju “kaxe” Ia je (+2) saucra
KBaJpaTHa jeIHaIMHa IO k.

Pazs 40. Eaunca odpeheHux nonyoca a,b ce Haiazu y npeom Keaopanmy
u “kauza” ce dodupyjyhu obe xoopOunamue oce. Hahu zeomempujcko
Mecmo BeHo? LeHmpa.
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10(0,0)

Pemewe. Opo he GUTH TOMAJI0 HeyoOWMajeHO pelielse KOje O OCaNa Ha peliely 3
nperxonHor Paa 19. Haume, npema Pa3z 39. esurica, nonyoca @, b oe wo Heke Tauke
sunm Tiox yriom oxr 90° ynpaso axo
Ta mauxa je Ha ydasersy VaZ + b? 00 yenmpa eaunce

TMpuMeiby jyhy Ty THIEHMILY 3aKIBY1YjeMO 1a H3mMely Tavaxa (0,0) u (X,Y) (npema
CITMUH) YlaJbeHe Tpetd lia H3HOCH Va? + b2, Tlomro je TO KOHCTaHTa sa'xmy‘{yjeuo
[ia TPaXeHO TeOMETPHCKO MECTO Tayaka je KPyRHHIA X2 4+Y? =a?+b?, onmoco
y CTBAPH jellaH HeH [e0 (CaMH ONIOHETHHTE KOjH).

Paz 41. Odpedumu na dee deyumane /2.

Pemewe. Y CTBAPH, TpeOa Ha [iBe JeLMMalie HAlM TIOSHTHBHO pellers jenHaiHHe
(Jed) P =12

Manaxemo jeRHy Onury, T98. OEYUMAACKY Memody. Y TIoYeTHOM KOPaKy TPAXHMO
LB4 CycelHa 1ena 6poja Hamehy KOjHX 0¢ HalladW TPAXEHO pElicHL. Osze ¢y To OpojeBH

1u2ijep1® < 2, mox 923 > 2. Y Taxo 5a capa 32 pEECHE T MMaMO JAK/BYH3K!
1 < © < 2.Ycrnany ca THM T MOKEMO M3PA3HTH OB2KO

(Deco) CERES rae i ¢ € (0, 10) senoonat 6poj.

3aMEHOM TOI' I -M3pR% Y jeBHaYMHy (J ed) OHa, HAKOH KPATKOI padyHa, TOCTaje
(Jedy) 300c; + 30¢} + ¢ = 1000

TIpHBpeMeHo 03HAaYHMO JIeBY CTPAHy Te jelHa'HHe ca E(cy). Moctynamo oBAKO: penoM
3 ¢, majemo spemioctw 0,1,2,...,9 K cTaHemo Ha Npoj TaKBO] BPEHHOCTH 1 %
xojy L(i) < 1000 ;oK L(i 4+ 1) > 1000. Bynyhu ma L(1) = 332 < 1000, L(2) = 728 <
1000, L(3) = 1197 TO 5aKJby™y JeMO I TPAXeEHO i waHocH 2. JlpyruM peyMMa 3aKIBY Y WIK
cMo cnenehe 2 < ¢ < 3, mTO MOKEMO MCKaZaTH ¥ OBOM jeQHakouhy €3 =
2 + ¢3/10 rme c2 € (0, 10) neroswar Gpoj. B3amcHoM TOT C1-HOPI3A ¥ (Deco)
noGujaMo OBaj 3aKIbyYaK

(Decy) z=1+ 1—2~ + A, rae je c2 € (0, 10) nerosyat Gpoj.
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Y HapeOHOM KODaKy €1-U3pa3 3aMEHMMO Yy jelHa4uHy (J edl) KOja, HAaKOH KpaTKoT
pauyHa, IocTaje

(Jeds) 43200c, + 360c2 + ¢ = 272000

IMocTymaMo cIMYHO Kao TIpM ompehuBaky C€1. Ilocie KpaTKOT paiyHa 3aKiBydiM ce
HejemHakoeT 5 < ¢ < 6, xojy uckasyjemo osom jemmaxomhy cp = 5 + c3/10
rre c3 € (0.10) Herosnar Gpoj. 3ameHoM Tor cp-wspasa y (Decy) moSujamo omaj
3aKIBYYaK

(Decy) z=1+ % + 15@ 4 =, rze je c3 € (0, 10) HerosHaT 6poj.

Y cTBapH, pemIM CMO 3aJaTaK, OLHOCHO \3/5 Ha [pe meuumarne usHocu 1.25.

ViHaye, Ha OCHOBY MBJIOXEHOT jaCHO je A HACTaBIBAWEM CIMYHOT IIOCTYITKZ MOKEMO
ompemuTy Tpehy, WeTBPTY, TleTy, WTH. HelMMally TOT' KOpeHa.

Hanomena 41.1. TIpuMeTuMO Ia M3JIOKEHM HELIMMAJICKUA IIOCTYNaK He
3aBHCH GMTHO OX jeXHAaTMHe z3 = 2, OIHOCHO OH ce MOXe TpeHeTH?! 1 Ha
cilydaj Ma Koje TIOTMHOMCKe Tj. anaredapcke jeqHaduHe p(z) = 0. Hajemo
KpaTak ormuc y ommrteM ciydajy. IIpso ompehyjemo (Miau HaMm je To Beh
3allaHo) 1eo 6poj cp TaKo Ha TPaXeHO PElieHe T 3aU0BOJbaBa HEjeMHATHHY
co < r < ¢p+1 1 ma p(z) MMa pasnvuIuUTE 3HAKE Ha KpajeBMa MHTCpBalla
[co,co + 1]. Bes cMamema OMUTOCTH, IpeTIocTaBkaMo Ia p(co) < 0 u
pleco+1) > 0.

Yxonuko p(co) = 0 mocTymak ce 3appiiaBa jep pemieHe je Beh HaleHo.
Y NpOTHBHOM, CIMYHO Kao y TOPHEM MpUMEpy, Hajlpe y3 [omoh Te
HejeQHAKOCTH T U3PasMMo y 00IMKY co+c1/10, Te ¢; € (0, 10) HemosHat
6poj. 3aMeHOM Tor' z-u3pasa y jeaHauuHy p(z) = 0 M3 We HacTaje HOBa
jemHaYMHA IM0 ¢p, peumMo y osHauu L(cy) = D , THe Ha JIeBOj CTpaHH
ce Halla3e IaHOBM KOjU Caupke ci,c?, ... alld He U CI0004aH YIaH KOju
je TipeBadcH Ha mccHy crTpaHy. M Tama Kao y Pas 41 pemoM patiyHaMo
L(i) m L(i+1) 3a1=0,1,2,...,9 ¥ cTaHEMO Ha IIPBOM ¢ 32 KOJU BaXH
L(i+1) > D. Tako cM0 y cTBapy OLPEXUITH TPBY HEIIMMally U OHa M3HOCH
i. YKomnuKo ce gecu fa L(i) = D, anropurtaM craje jep peuienc je HaheHo,
OHO je ¢ + 1/10. Y MpPOTMBHOM, MMaMoO HejedHakocT i < ¢ < i+ 1
M3 1e MMaMo ¢; = i+c2/10 rae je ¢z € (0, 10) HerosHaT 6poj. 3aMeHOM
c1 ¥y L(c1) = D u3 me HacTaje HoBa jeOHa9MHA IO ¢y M3 KOje Ha -Kao
IO caja- CIMYaH HaiMH TPaXVMO cz, OQHOCHO NpYyry HeinMalny, UTL
Y omTeM ciiydajy ajJroputaM ce 3aycTaB/ba ako JOOMjeHa BpPeLHOCT 3a i
yIpaBo jecTe pemieise ogrosapajyhe jemnadune L(i) = D.

21 Ty je cy4a] yroTpebe umeje TipeHoca (pua. Hamomery 14.1)
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Haromena 41.2. Y T3B. KOHCMPYKMUBHO] MGMEMAMUUKO) GHAAUIU CMa-
Tpa ce Ja je HeKy peasiaH 6poj a KOHCTPYKTHBAH YKOIMKO 32 CBaKK rioceBal
n=01,23,.. UMaMO aIrOPUTaM KOJUM MOKCMO H3paiyHAaTH HLIOBY
n-Ty DemmMMmaiy. PelyMo, y cKiady ca IOCTYNKOM M3JIORCHUM y Pas 41
BUIMMO Oa /2 je KOHCTpyKTHMBaH Opoj. Omurwje, TO MCTO BaXRM M 3a
peanHa pellickba TONTMHOMCKHX jeQHaTHHA. 3aHMMJBMBO je Ja cy ¥ MHOTC
3HadajHije MaTeMaTHiKe KOHCTaHTe, Kao 7, e TaKohe KOHCTPYKTHMBHM pe-
aJIHA OpojeBu.

Pas 42. Hejeonauuna z° < 9 eancu y “mauxu” 2. Moxasamu Oa oHa
6aNCU U Y Hekoj HeHOj OKoAuRU (2 —¢€,2+ €), 20e € > 0 uzsecman peaaan
6poj. Hahu Gap jedan makas e.

Pememe. JacHo je ma HejedHayuHa 3 < 9 Baxy Kaf je £ Mame OX 2, Ma je IIpobieM
waliu 6ap jenai € > 0 TaKo ma oma Baxusa cse £ € (2,2+ ¢). Pacyhusame Xoje hemo
YTOTpeGUTH je jeNaH of MpyMepaxa TUIIMYHMX 33 obmacT Teopuje peanHux QyHKUK]a,
MaTeMaTHYKe aHATIM3E 1 33 HMX Ce CII0GOTHMje Moke pelint Tia TeKy ”NoruyK¥ yHasal”.
HauMe, XaJ yonmTe KelMMO Ia TOCTUI'HEMO Ja BaXW HeK! yCloE, PopMynia p Tala
TipaBuMO ”yHA3aI-MMILTHKALMCKH MaHall” P <= ¢ <& ... < T TaKko I3 3aBpHIHA
7 oZpehyje WsBeCHa Pemesa 3a P. Y pasMaTpPaHOM SAIaTKy P je yTIpaBO KOHjyHKUHMja
h>0, (2+ h)3 < 9. 3a wy uMaMo cregehin yHasal-MMIMKALMjCKU JaHa1l:

h>0, (2+h)P3<9

& h>0, 8412h+6R2+h3<9

& h>0,8+412h+6h+h<9, h<1
ITa GucMo “Tiobernmu” oI KyOHe HejefiHauuHe 110 h za Taj A ¢cMO TIOCTaBWIM
JomaTHy TiperrioctaBky h < 1, Gnaromapehu xojoj sipykeHoj ca h > 0 saxe
nejennaxoots h? < h, h® < h. Ha ocHosy muX BUIMMO Ia jemHo 20pHBE
oepanuuerse (MajopaHma) vopaza 8 + 12h + 6h% + h3 je ouna wopas
8+12h+6h+ h. Y HapasHo, ako je MajopaTa Mamka Of 9, OHIA M CaM U3pas
je TaxaBs. YIpaBo To je uckopumheHo y TNoCTe N 0] “Xapuuyu” aHua. VieTuiemo
Ia je yormTe TakaB XOpaK pacyhuBama THIIMHAH ¥ Teopuju pealtHuX QyHKILKja,
OIHOCHO MaTeMaTHIKOj aHaU3U.

< h>0,19r<1, A<l
< 0<h<1/19

YHazall pacyhuBame je 3aBPIEHO M BUAMMO [ia Ce 32 € CMe y3eTH 1/19. Hapomwmmo jom
jeman HauuH. Hajrpe fieMo YOUMTH PasiTHKy (24 h)® - 23 uycnyvajy h > 03
Ty TIOTpAKUTH M3BECHY MajOpaHTy Koja je IO P IITO TIPOCTH]a; TIO MoryhcTBy fia UMa
oomux K h ;rme je K > 0 Hexa xoHcraHTa. 3aKcTa:
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(2+h) =2° = ((2+h) - 2)((2+h)* + (2+h)2 + 2°) (Pasnnka KyGoBa)
< h(3%2+3%2+2%) (Y3 mpermocrasky h < 1)
< 19h

U Taxo, cBakaxo Baxuhe (2+h)3 < 9,rmeh > 0akoBaxu 2’ +1h < 9,h > 0,h < 1,
Tj saxu 0 < h < 1/19, ma € wonocn® 1/19. Kpaj apyror Hawuna. HapasHo ¥ 1a]
Ce HaTMH MOXe TIPeUBPa3HTH TaKo Ia Te¥e Ko YHA3al-WMIUTHKALMCKH JaHalL.

Hanomena 42.1. Mma MHoro @opMmyna Koje MMajy CIMYHO CBOJCTBO
Kao HejemHakocT z°2 < 9 y Tauku 2. Y CKIady ca THM YBOOHMO OBY
HeQUHUIIUY:

(42.1) Hexa je ¢(x) Heka QopMyna 1o z € R, Koja BaXH Y M3BECHO]
Ta9kd a. Taga KaxeMo Ja Ta je PopMyna OKOAUHCKA Y TadkM a
YKOJIMKO TIOCTOjH OKOJIMHA (a—€, a+¢€), THe € U3BECTaH MO3HUTHBAH
0poj, Tako Ha ¥ (z) Baxu 3a cBe z € (a—¢, a+¢). YKOIMKO TOTATHO
ap jemaH TakaB € je efeKTMBHO HalasuB OHIa Kaxemo ga ¥(z)
Y Ta9K¥ a BaXd KOHCMPYKMUGHO OKOAUHCKU.

[Tpumepa pamm, y ckiamy ca HaBedeHMM HOKAa30M, HejeOHAKOCT z2 < 9
KOHCTPYKTHBHO OKOJIMHCKM BaxXM y Tadku 2. Kpaj Hamomene 42.1.

Pas 43. Zokazamu da je ceaka 00 HagedeHUX Popmyad KOHCTPYKTHUBHO
OKOJIMHCKA 30 c6aKu peanan Opoj a (HApasHo, 3a OHAJ 3a KOju U 6adu)

19 23 <, 20 23>0, 30 z"<b, 49 >
(b dam peanan 6poj ook n =1,2,3,...)

YmyrterBo. Pelumo, IpyTy HaumH w3 Pa3 42 (7). HauuH ca wiejoM Kopumhena obpaclia
PasyKe CTelleHa) ce CBakako MOXe Y OBHE yTOTpPeCHTH.

Hamomena 43.1. Heka je S cKym cBMX pemersa M3BecHe Qopmyiie (z)
KOja je OKOJIMHCKM Ta9Ha y CBAKOM OJ THX pelliea. JHadH, TakaB CKyTl
S ¥Ma O0BO CBOJCTBO: €d CBAKOM CB0jOM MAUKOM CAOPIHCU U HEKY FeHy
okoaury. To CBOjCTBO C€ y31Ma Kao OOPEAHWIIA T3B. OMEOPEHUX CKYTIOBa.
Hakne, S je oTBopeH ckym. McTrieMo ia ¢y OTBOPEHM CKYIOBH HEOGMTHO
3HAY4JHM y MaTeMATHIIN, M Ja jelHA HeHa 0071acT, T3B. Tonoaozuja riopen
0CTAaJIOr TMOCeOHO TIpOyYaBa TaKBe CKYITOBE.

Pa3 44. (mpomyxerak Paz 41.) ITpemnocmasumo da cMo deyumaicku
nocmynax Hacmasuau “0o GeckoHauHocmu” u mako odpeduiu cee Oeuu-

?* MleTrdeMo [1a yOImTe HHje GMII0 HEOIXOLHO I M OBMM HaYyMHOM LOOMjeMo MCTy
BPEIHOCT 33 €
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Mane cg,cy,cCy,C3,... OpOja /2. Tauno peueHo, HA MAKAE HAYUH CMO
o0peduau Hu3 00ceuaka
lcorco +1], [eo+ e+ 23], L [+ B4 iR+t t e
Tlokazamu da je mum Hu3om odpebeH MauHo jedar pearar 6poj uuju kyo
Jje 2.
IHokas. 3a ofcedKe heMo KOPUCTUTH OBakse kpahe osHaxe [rn, r!]. Thuxos iz MMa
0Ba [IBa CBOjCTBa

1° To je Hus YMEMHYMUX oncevaka, Tj. Bake UHKIY3Hje

[Pat1,Tn41] C [rn, rp] reen=40,1,2,..

20 yxwmia n—Tor onceuxa uakoc 1/10™ u Texu 0 xax n Texu co.

Ha ocHoBy Cantor??* -osor TIpUHIIMIA YMETHYTHX Ofcevaka (Bui. HarmomeHy 44.1)

3aXJBy4yjeMO Jia TIOCTO U Ta¥HO jelaH peallal 6poj 0 KOju TpHraa CBaKoM Of Ofceaxa,
Tj. KOjU 3a[10BOTbaBa OBY IBOCTPYKY HejeIHaKOCT

(*1) m S8 €1 (n=0,1,...)
Topen Tora Npema BUXOBUM HEPUHHLIMAME Ty, T/, 3a0BOTBABAJY HejemHAKOCTH
(x2) B <2 <3 (n=01,:)
Yripaso Ha ocHoBy (*1) u (*2) moxazahemo jemHaxoct p® = 2. Tiperrocrasumo
cynporHo. Talla HacTyna jedaH OL OBUX CIytajesa

(1) o* <2, (it) ¢ >2

Cnyyaj (z) 3aMHCca0 HaM je -CTOSOMHMje peveHo- Ia Of @ “Malo” OOeMO YIEeCHO, y
Heky Taqky o+ h Taxo ma u y woj 6yze (o+ h)3 < 2, anu oHIa TOMMIITEAMO “TY HeTze
onusy Guhe” HeKM 1',’1) ally 3a mera Beh He OM MoTyia Oa BaXU CIMYHA HeJeIHAKOCT.
Y cknany ca TOM 3aMMCIHM Hajnipe heMo TOX TIpeTIIoCTaBKOM 0 < h < 1 npoueHuTH
pasry (o + h)® — ©® ¥ rnoTpaxuTH joj Mo h NMHCapHy MajopaHTy. 3aMcTa, 32
0 < h < 1 najnpe wmamo:
2

(e+hP—e®=h((e+h)?+(e+he+e)

<h((e+1)2+ (e+1)e+0%)

Can HaM je Haym Ia ce “ocrnoGomumo” @

<h(13+1)2+(1.3+1)*1.3+ 1.3%)
jep w3 (¥2) .2 n = 1 modujamo ¢ < 1.3
< 10h

24(1845-1918), BenMMKM HEMAYKM MaTeMaTHiap, OCHHBAY Teopuje CKyTioBa, OLHOCHO
Teopuje (M0 BENIMYMHM) Pa3HUX GECKOHAHOCTU
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U rako,3a 0 < h < 1/130 Baxy Hejemmaxoct (¢ + h)3 < ¢% 4 10h. Kopucrenu Ty
TIPOLIEHY U3pasa (g + h) TIPABMMO OBaj YHa3aI-UMIUIUKALM]CKM JTAHALL:

3
(e+h)P’<2 & A+10h<2 & 10h<2-0® « 10h<1

Tocnenwa “kapuxa” saxu jep nipeva (*1),3a n = 1 umamo: ¢® > 1. Ha Taxas
HaiMH JIOKasalli CMO fia € 3aucTa cMe ma Gyme 1/10.
Ilpema nocamammeM pacyhyBamy, BAXH HejeLHAKOCT

(=3) (e+h)3 <2 xagron 0 < h < 1/10

/
Ho.mTo ro < g’3< Ty U Th - ro = 1/100 < 1/10 o Ha ocHory (*3) saxmyuyjemo
Hejexnaxoer ry” < 2 mto je mporuspedHo ca (2) xax n = 2. Tako cMo moKazani

ma je HeMoryhe ma 6yme ciyyaj (1), Tj. o° < 2.

% . . 3
S‘nyan (%), 1i. ¢® > 2. Cama mam je samucao - CIOGOIHMje peveHo - Ia Of g
MaJlo™ OleMo yneso, y Heky Taiky ¢ — h Taxo ma u y moj Gyme (o — h)3 > 2
ajli C IpyTe cTpalle TIOMUIMIBaMO “Ty Herne Giusy Gube” Hexw Ty, 4 32 mera Beh m;
OH MoTJia 1a BaX¥ CIIMYHAa HejeTHaKocT. Y CKnaJly ca TOM 3aMMCJIY, Hajripe hieMo 1o
npernocraskoM 0 < h < 1 3 3y .
. : POLIEHUTH PasiuKy @~ — (g - h) M TIOTPaXUTHU joj TiO

JIMHEAPHY MajOpPaHTy. 3aWCTa:
3 3 _
e —(e—hy’=h(e’+e+(e—h)+(e—h)?)
2
<hx(e®+o*xo+0%0) Jepo—h <y
< 12h Jepo<co+1, 1j. <2
U Tako cMo IOKa3aliM HejemHakocT o° — (e = h)* < 12h, OMHOCHO (g — h)® > ¢ — 12h

na rejennakoer(g — h)? > 2 he craxaxo 6uTH ucTymena yxomuko 0% — 12k > 2
OIHOCHO J

h< 5(®-2) w 0<h<l1

Tlie Ha NIeCHO] CTPAHM TIpBe HejeJHaKOCTU “CTOji” oipeheH TIOQMTHBAM pealial 6poj. U
Taxo, npema nocafiamimeM pacyhusamy BaXH HejeIHaKOCT

3
(¥4) (6—h)*>2 rxamronO<h<e rme € = min(1, L (g* - 2))
L)
Cana
(¥5)  Osawumo ca ng mpuponak 6poj 2a Koji BaxM HejeHaKocT o <€
ng

Ca TakBuM ng ;[MaMOQI 0 — Tn, S ﬁl;o- < €, OMHOCHO @ — € < Tny Ta 33 Tng
Mopa [ia BaXu T, > 2 mTo ce He ciaxe ca (*2) xaxn = j

In=ng K
i (%2) 0. Kpaj moxasa y mpyrom
Haromena 44.1. Yxpatko hemo Tosoputi o CTPYKTYpU R peanuux Gpojesa 3a Xojy
CMO Beli peKiM Ia je KOMIUIETHO ypeheHo Tiolse (Bun. Hamomery 12.1.) IIpso hemo
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00jaCHUTH TIOjaM NO0/ba. Jeauk2® TaxBor TOTRa Ce CAacTOjU O 3HAKOBA
+a *, s 1/ 1 0) 1; =

roe -+, * ¢y GMHADHW OMEPALIMjcKM 3HALM, — U 1 / Cy GHAL(M YHApPHMX Orepaliija,
0, 1 sHaIM KOHCTAHATa, ¥ = 3HAK JEIHAKOCTH. AKcHOMe TI0Tba TJIace:

(44.1) (41) r+y=y+z,
(A2) (z+y)+z=2+(y+2)
(As) t+0=2z,
(As) z+(-z)=0,
(As) zx(y+z)=z*ryt+z*z
(4s) 1#0

¥3 Te akcvoMe ce yBOIE M OBe De{MHMLMje, y XojiMa cKpahenuua 3.3. CTOj¥ yMECTO

pevy : 3AMEHA 3d
z—y 33 z+(-y),

TXY=Y*Z
(z*y)*z:x*(y*z)
zxl==z

x¢0:>:1:*%:1

L 33 yxl (Axoz #0)

3a jem{a)cocrz6 ce TIpeTTIoCTaBlbajy 0Be aKCHoMe
r=z, T=Yy = Y=2, x;—:y,y:z => =2
g=y = —r=-y T=Yy > 3 = (Axo z, y # 0)
T=Y,z2=U = IT*z=Y*U

@

T=yY,z=u = z+z=y+u;

Ha ocHoBY akcHoMma TIoJa (Y3 Kopumheme akcnoMa jemHaxocTH) DOKa3yjy ce CBe pasHo-
pasHe jeIHaKOCTH Y MIEHTUTETH KOju ce yie ¥ OCHOBHO] ¥ Cpelioj MKOMH. PelMo, y
raxse momase: (—2z)(—y) = z*y, (z+ y)? = 22 +2zy+y®, % np. [ame paska
‘nipaBWia’ 32 PasJioOMKe Kao 9b— + fl- = %ﬁ. AJIH, TIa3UTe Ta - Kao U CBaka LIpyTa ca
PAsOMIINMA- JEIHAKOCT je YCAOSHJ, OMHOCHO BaRK YKOIMKO CY CBU VIMEHUOUM Da-
ammauty of 0. MehyTHM, Y HABENEHOM NpUMepY HOBOIBHO je TIPETTIOCTaBUTH bd #£ 0,

jep OIeT Ha OCHOBY aKCHOMa norsa2” cy moxasuse oBe IBe 3HavYajHe eKBUBATIEHIIM]E
ab=0 © a=0V5b=0; ab#0 & a#0Ab#0

U pasha Tephemsa ‘patynuie’ ¥ao 24+ 2 =4, 5 +2 = 10, n mp. ce Taxohe moxasyjy
13 akcyoMa Tofsa. Ty ce MHade TOmpasyMeBajy LeuHULKjE TOTYT 233141,
33.3. 24 1, n c1. Peunmo, jenan mokas sa 2 4 2 = 4 rmack

25 [{exajid ce TOBOPWJIO 'OCHOBHM TIOJMOBM', ajii yToTpeoM TojMa 'jesuK’ M3Tarame

gofyja Ha CTPOTOCTH M jaCHORM
26 PeTko y X0joj KEMaH here Hahy akcuoMe jeIHAKOCTH
21y jarpeM ce CIMYHO Kpahe M3paxapaMe, OLHOCHO yroTpelfy aKkcHoMa jeMHaKOCTH

yBeK TIOZLpa3yMeBAMO, 2Ny TO TIoceGHO He HaBOLMMO
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242=24+(1+1) (Hepumuuuja za 2)
=(2+1)+1 (Kopumhere acounjaTipHor sakoHa 3a +, Tj. TIpsoT y (A2))
=3+1) (Jep 3 je samena za 2 + 1)
=4 (Jep 4 je samena 32 3 + 1)

MehytuM, pasHa TBphema 0 GpojeBrMa Koja calpke TojaM NOZUMUGAH, éehu n cir.
HUCY IOKa3yBa M3 HaBeLEeHWX aKCHOMa T07ka. Tako, W3 aKCMOMA [0ibd j& HeUBBELUBO
1 > 0, jep 2xo 6u “mome ymeno ma npuya”, Mormo 6u ma xaxe : “He pasymMeM o
HeMy Tipuyam, jep mojaM > 0 Huje DefuHuMcaH Ha MOM jesuky”. AJH, Ta M MHOTe
IpyTe HejeNHaKOCTU cy HoKasuBe y ypeHeHOM momy. To je momke TUjU JE3MK MMa jour
penauujcku 3Hak > 0 ("mosuMTMBAH”) M Y Be3U Ca HMM 0B LB akCHOMeE

(Uh) utu >0 wau z=0 wau -z >0
(U) (£>0,y>0) = (z+y>0, zxy>0)
Y3 Te axcuoMe, 33 jeIHAKOCT HOLajeMO 0By HOBY aKCHOMY

r=y = (>0 & y>0)

» .

are penmauuje “HeraTMBaH”, “Behu” "MamM” YBOLMMO 0BAKO
<033 —z>0, z>y 33 z—y>0, z<y 33 y—z>0
z2>2y33z>yVae=y z<ysmez<yVaez=y

TloMohy akcioMa ypeheHor Nojka MOXeMO TOKa3aTH MHoTa TBpHeisa 0 HejeIHAKOCTHMA ;
PeLlMMO pasHa 'KOHKpeTHa'(Tj. 6es mpomeHbMBux), kao 1 > 0, 2 > 0, =3 <
0, 1/2 > 0 n np, ann v pasHa ca mpomermsusnM ka0 z2 > 0; (z +y)? > 2zy
wTo. PeunMmo, jemaH mokas HejemHakocty 1 > 0 rmacu:

To axcuomn (U7) TocToju TauHo jemwa ox oBux moryhmoetu 1> 0,1 =0,
—1 > 0. Opyra Moryhuoct ornama jep akenoma (Ag) “kaxe” 1 # 0. Ia
GMCMO 3aBPIMIIM LOKa3 M3BOOMMO Ha M Tpeha MOTYRHOCT NOBJAYM HEKY IIpo-
THBpeYHOCT. Jawcta, 1o akcvomu (Uz) wmamo: —1 > 0,—1 > 0 =
(=1)(=1) > 0, 1. 1 > 0, jep ¥axo Beh pekocmo mokaswso je (—z)(—y) =
zy. Ilokas je saspuex jep 1o (U7) e Moxe outu m —1 >0 u 1 > 0.

Ia cy HaM KOjUM CllyYa jeM y aKCHOMATCKOj M3Tpafibit 3rpatie 6pojesa’ LOBOIBHM paliyo-
HaJIH¥ 6pojeBu, MOTIIM GMCMO ce 3ayCTaBUTH Ha aKCMMaMa YpeheHor Torba. AJH, \/§
“yMe ma mipuya” ¥ kaxe: A kaxo fiem Ge3 MeHe M3MEPUTH OMjaTOHAITY KBafIpaTd CTPaH-
nite 17 2 U ynpaso nipoGnem Mepersa Hac Tepa Xa YNOMIN Y YjEMO, KOMNACMU-
PAMO akcuoMe ypeheHor morsa. VIcTMYeMO Ja Y TOM CMUCIY TIOCTOje PasHM HAYUHHM,
KOjU ce cacToje y HoHaBamy jedHe (IBe WIM BUlle) T3B. AKCUOMA nomnyHocmu
(Komnaemrocmu,).
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Hajrpe orucyjemo HaunH Tomohy TiojMa HAJMAIBe2 20pFee O2pAHUUersa, cynpe-
Myma. Haume, Hexa je F Heko ypeheo Tome ¥ S CKYIl HEKMX HeTOBUX WAaHOBA.
Tama xaxeMo

Ckyn S je orpaHWYeH OHO3TO yKOJIMKO TIOCTOjU jelaH WiiaH ¢ Torsa F Takas
Ia 33 Ma Koji WmaH & € S Baxu HejemHakocT £ < g. 3a TakaB § ce Kake
Ia je jemHo Topme orpaHMyere ckyra S. IToceGHO MoXe ce JOTOIUTHU Ia Mehy
CBMM TOPHMM OTpaHMYemMa TIOCTOjU HajMatke, OZHOCHO CyNpeMyM ckyra S.

Tana T3B. CYNPEMYM GKCUOMQ Tilack
(Sup) Csaku Henpazan 000320 ozpanuuer ckyn S C F uma cynpemym

M TaKo CTHUTOCMO IO jeZHe aKCHOMaTHKe KOMIUIETHO ypeheHor moba. IlomcehaMo moj
npunagajy axcrome (A1) — (As), (U1), (Uz) n Hajsan (Sup) axcroma. 3rpaga
peaHuX 6pojeBa je cama casmaHa. Kako cMo y HamoMenu 12.] pexnu Taj akcHOMATCKM
Ha¥MH onpehuBama nojMa Opoj ToTwde on . XwunGepTa.

Ha TeMelsy TUX aKCHOMA ce Tpagy BellMKa M Jlera MaTeMaTMuKa ‘arpaja’ : TeopHja
peanHuX QyHKLMja, MaTeMaTWiKa aHaJM3a Yy KOjoj OCHOBHY YJOTY MMajy IIOjJMOBH,
Xa0 KOHGECPEeHMAH, AUMEC, HenpexudHocm, OUPepeHuUjabUIHOCM, UH-
meegpan, OECKOHAUAH peo, WTX. '

Mehy TipBe TocIenMie akcuoMa KOMILIETHO ypeheHor Tojka mofrasu:

(Apxnmenosa®® axcuoma) Ako z,y > 0 onda nocmoju n € {1,2,3,...}
makas 0a nz >y

BaHUMIBMBO je Ia M3 Te aKcHoMe M3BMpe MoryhHoCT yBohema HelMMAJICKOT pasBoja,
T2 eNieM M Zelnmancke Merone?®. Tlare, y 3HaYajHe TOCIEOMLE aKCHOMa KOMIUIETHO
ypeheHor Torka Tonasu ciefeha

(Cantor—os npuxuun 3a céaku Huz L DL D ... DI, ..

YMETHYTHX OIcevaxa) MehycobHo ymemiymux odceuaxa>® nocmoju
YAGH NO/bA 34 JeOHUUKU CEUM MUM 00CEUL,UMA.
Ykoauko yz mo dyscura odceuka I, meocu () kad
n mexcu 0o, mdj 3ajedHUUKU UAaH Je jeOuH-
cmeer

HcriyeMo fa ce Taj TIDMHIMIT BeOMa YecTO KOPWCTM Kal HaM ce ykake ToTpela Ia
HaIlpaBUMO HeKM pealiaH 6poj. Peinmo, Takas je cy¥aj y DeUMMAJICKO] METOLM pell-
aBaia jeIHaYMHa.

26 Apxumen(-287? 1o -212), Hajsefiv MatemaTidap ¥ $uswiap crape I'pike

2% PeliMMo, M Kopak (=5) y Pas 44 mouuBa Ha TOj aKCHOMMU

30 [logcehaMo, 0OCEUAK, CEEMEHM -y 03HAUM [a,b] (ca a < b) - je CKyIl CBUX &
3a koje a<z<b
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MebhyTnM, 3aHUMIBUBO je TaKohe a Taj IIPUHLIKIT 3TPYXeH ca APXUMELNOBOM aKCHOMOM
MoOXe JIa 3aMeHHU (S’ up)~axcn0My, OIHOCHO Ka0 aKCHOME KOMIUIETHO ypeheHoT Torka
mory ce yaeri: (A1) — (As), (Ur), (Uz), Apxumenosa akcuoma u Clantor-os
TIPMHIMT YMETHYTHX omceYaka. Kpaj Hanomene 44.1.

Pas 45. Hexa je f peanna @ynkyuja defurucana y u3zeecHoj okoaunu
(a —€,a+¢€) peaaroe Opoja a. Ilpemnocmasumo da saxcu

(45.1) |f(a+ h) — f(a)] < K|h| kadeod |h| <€

ede K je Heka 3a0ana nosumueHa koHcmarnma. Heka je dave C ussecna
3a0ana koHcmanma. Tada:

Axo y “mauku” a eamu f(a) > C (uau eamu f(a) < C) nocmoju u
Modwce ce o0pedumu okoaura (a — €g, a+ €g) Mako 0a 3a CeaKu U3 me
okonune eéancu Hejednarxocm f(z) > C, (odHocHo 3! f(z) < C).

Ipex-moka3. OTBOpeHO NPUBHATO, YOTIITE He Mopa 1a Gyge JaXo pasMaTparke MHOTUX
NUTaka MaTeMaTUuKe aHamu3e. Y CKIaly Ca TMM YecTo je MOfecHo Na Ce BaMMIIBA]Y
pasHe MOMONRHE CITMKe KOjUM Ce TPYAUMO Ja JlaKme “BUOMMO™ TIOCTABKY INMTalha U eBeH-
TYalHO “Io0MjeMO” M 3aMMCao pemabarsa. Tako, He TpeOa W30eraBaTH YrioTpeSy peuu
“Tayka”, jep Hac To Tomceha Ha xopumhewe GpojeBHe Tpase. IIpyro, TpeGa HaBUKHYTH
Ha TO I1a C¢ |-| MOXe KOPHCTUTH M1 ce FMMe M3Pasy HeKo yathere. TauHo pedero, |a—b|
YIpaBo O3HaYaBa ylarkeme “Tavaka” a u b. Y cxnamy ca tim (45.1) mMoxemo ¥ ozaxo
saMUmIBATH: 3a sagaHu 6poj f(a) 6poj f(a + h) je om mera ynamen wajsume K|h|,
1j. f(a + h) ce wanasu y pacriony ox f(a) — K|h| mo f(a) + K|h|. Creacreeno,
axo f(a) > C onna sa nexu manu |h| seposatHo he Taxohe saxuru f(a + h) > C
sacsez € (a— h,a+ h). Y crsapu, caga uMajyhu Ha yMy Ty ClMKY ¥ “Bubere”
TIPABUMO CTPOT IIOKa3.

Ookas. Hexa f(a) > C. Tama ws (45.1) nooujamo f(a + h) — f(a) > —K]|h|,
omsocro f(a+h) > f(a)—K|h|, na akosa |h| nocrasumo yenos K |h| < f(a)—C
sakmyuuheMo f(a+h) > C. Cxomo Tome, 3a €g yamumo min(e, (f(a)—C)/K).
Tama 3a cee £ € (@ — €g,a + €o) Mopa saxurn f(z) > C. Kpaj moxasa y ciyvajy
f(a) > C.

Hexa f(a) < C. Tama w3 (45.1) mobujamo f(a + h) — f(a) < K|h|, omHocko
fla+h) < f(a) + K|h|, na axo 3a |h| nocrasimo yemor K |h| < C — f(a)
sakmbydutieMo f(a+h) < C. CxonHo ToMe, 3a €9 ysmumo min(e, (C — f(a))/K).
Tama 3a cbe T € (a—¢€g,a+€p) mMopa saxutu f(z) < C. Kpaj noxasa u y ciyvajy
f(a) <0.C.

IloceGHO MCTaKHMMO HobujeHe ofpaciie 3a €g:

*! Jlpyrum pe¥uma, CBaKa Ol HejeMHaKOCTH je OKONMHCKA y IyXy (42.1)

T4
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(45.2) €0 = min(e, (f(a) — C)/K) yxomnxo f(a) > C,
€0 = min(e, (C — f(a))/K) yxomxo f(a) < C
Haromena 45.1. Ycnos o6nuka (45.1) je 138. Lipschitz—os ycios. IHo-

Iylle OTIITY TakaB ycJoB yMmecTo M3pasa K|h| campxu wspas K|h|*, roc
@ (ca 0 < o <1) je KOHCTaHTa.

HarnomeHa 45.2. Ha 0BoM MecTy HCTaKHHUMO Ja HoJie 030MIBHM j¢ pacyhuBa-
e 0 PealTHMM OpojeBrMa 96CT0 M3HCKYje pal ca “TIorogfeHM HejeTHaKo-
cruma”, tiorryT: 'Ia G Bakuila M3BECHA HEjCOHAKOCT HOBOJBHO je Ja BaXM
HeKa Opyra, M Tome ciudHO. CIencTBeHo, Tpeba ce KIOHMTH oX (op-
MAJTHOT, ”TIOBpUMHCKOT” pala M pellaBarka pasHMX sajJaTaka (0 KOpeH-
MMa, JIorapuTMHMa, JUMecrMa, UTH.)

Hanomena 45.3. Y npexn-mokasy Pas 45 Mo 3a pasMaTpame U peliaBaie
PasHMX TMTamka Tperopy iy KopHiiherse pasHNX 'MHcaoHuX cianka’.Ha-
paBHO, Ta TIperopyka ce He OXHOCH jeIMHO Ha paj ca pealHuM GpojeBuma.
McetrdeMo Ia yoImuTe TakBa CIocoGHOCT Ipahera M IUIOLHOr Kopuiiheha
PasHMX MHCAOHMX CIMKa j¢ jeDHa ON OCHOBHMX OCOOCHOCTH 4YoBEKa 1 y
TOMC jc TMpBa W TJaBHAa pasivka M3Mehy mera M padyHapa. Jep KoH-
aTHo -Gap 3a cala- paiyHapu He yMejy da 'MUCJE Y CBETY HEKMX CIHKa'.
Y crBapu, To je OCHOBHM pa3jor wWro ce obnacT T3B. Bemraike MHi-
TeJINTEHIMje TaKo CITOpo ¥ TEIIKO pa3Buja.

Pa3 46. Hexa je peaina gynkyuja f deunucana ca f(zr) = z*, 20e
k=0,1,... jexoncmanma. Hokazamu 0a y c6akom 0amom UHMEPEAny
(a—¢,a+e), 2062 a—e> 0 gynkyuja f 3adosonasa yeaos 6uda (45.1)

Ioxa3. KopumhemweM ofpacia 3a pasiiuKy k—Tux crencHa 3a Ma xoju b € (-6, c)
HETIOCPeIHO MMaMo

|(a+h)F—a*| = Ihl*l((a+h)’°“1+(a+h)"‘2*a+...+(a+h)*ak‘2+ak"1)[
< |h|xk*(a+e)f~tlepa,a+hcy omrnmm n < a+e

Crora 3a BUXOBE CTETEHE AMAMO HEjeNHAKOCTH
0<a', (a+h)}<(a+e),rmei=23,..

Toxas je saspiet jep 5a KX Moxemo yaetn k * (a + gL,

Pa3z 47. Heka a > 0 dam peaaan 6poj u k € N dam npupodai Opoj.
Hokazamu 0a z-jedHauna ¥ = a uma y ckyny R jeQUHCMEEHO No3u-
MUGHO pEUlEIEE.

Iokas. Hajmpe heMo HoKasaTH a jeoHainHa F=a y ckyrny R MMa HajMalse jellHO

32y cTBapH Ta TIPeTNOCTaBKa Huje OMTHA
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TIOSUTUBHO pelere. YToTpeOMheMo OellMMaJICKy MeTonly omucaHy y Hamomenu 41.1.
Auty, Hajrpe MopaMo HaliM "HynTy” melMMaly Co Tj. Hahu 1ieo 6poj Co Tako Ia Baxe
nejenaxoetu cf < a, (co+ 1)¥ > a. ¥ 1y copxy, Z-y pemom HajMo BpemHOCTH
0,1,2, ... u cTanMMO Ha OHOj BPEIHOCTH 77 34 KOjy C€ HOTOLM Ja BAXM HEjefHAKOCT oS
m¥ > a. Tama ysuMamo ma ¢g = tm — 1. Hapmaiee NEelMMAlicKoM MeTOIOM ce
ompehyje Hu3 I, THE 'y = Co + T4 + ...+ &%, €1,...,¢a € {0, 1, ... 9} Taxo
Ja BaXe OBE HejeTHaKOCT

k
(*1) rk<a<(ra+ ) me n=0,1,2, ..
Cama youMMo HM3 oIcedaka [rn,T,] Tme rl, = r, + 1—3;. To je Hu3 yMmeTHy-

THX Oficeyaka, jep OYUTIIEIHO BaXe MHKIY3Hje [rﬂ+1, 7‘:,_“] & [T'n, 7‘:,], K y3 TO

LYXWHA N—TOT OO BWX MU3HOCU u texu 0 Xag M Texy GeCKOHaYHOCTHU. HpeMa

1
10"

Cantor—oBoM IPUHLUITY yMeTHYTUX OLCEYaKa TIOCTOjM peayiaH 6poj @ TAKAB Ja Baxy

He jeIlHAKOCT
(*2) ra <0< Th+ (n=0,1,..)

TBpOvMO 2 BAXU je@IHAKOCT gk = @. 3aucTa y CyNpOTHOM CIyYajy Baxuia O jeoHa
Of HejeIHAKOCTH gk > @, OJHOCHO gk < a. MehyTuM, xao mro heMo BUIETM CBaka
OR BUX J0BOAU IO TPOTHUBPEYHOCTH.

Hexa npso Gyze of > a, 1j f(0) > 0. Ha ochosy Pa3 46 u Pa3 45 3a cse £ €
(0—e€o, o) saxuhe z* > a. Hexa ng mpupona 6poj Taxas ma 1/10"° < 2¢q. Tana,
Tne je jemad dmaH uHrepsana (g — €9, ) Ta ¥ 33 Kera Mopa BAXMTH Heje[HAKOCT
rflu > a mro npema (x1) je Hemoryhe. Caga, Hexa of < a. Ha oceosy Pa3 46 u
Paz 453 cee z € (Q, e+ Eo) saxuhe £¥ < a. Hexa T NpUpomaH 6poj Takap Ha
1/10™° < 2¢q. Tama, ry,, je jenan wiak unrepsana (@, 0 — €o) Ta ¥ 5a Hera Mopa
BAXUTY HejeNHAKOCT r:luk < a mro Tipema (*1) je HeMoryhe.

UM Tako je moxasaHo Ha @, Xoje je MHavYe TIOBUTMBHO, 3aMCT4 3aLOBOJbaBa jELHAKOCT
gk = a. Ila 6¥icMO Z0Ka3aJIM jeIMHCTBEHOCT MPETIIOCTABMMO Ia M HEKU IPYTH peajlaH
NO3UTYBaH Gpoj 01 3aJOBOJbABA jEIHAKOCT g’f = a. Tagma, axo ¢ > g; Ha OCHOBY
o6pacila 3a PaaNMKy k—TUX CTeleHa Jlako ce 3aKibydyje ma p* — g’f > 0 mro ZoBonu
o HeMoryhe HejenHakocT @ —a > (). 3uauu HeMoryhe je na Gyze ¢ > 1. CIMYHO ce
Jiokasy je HeMoryRHOCT ¥ oGpaTHe HejeRHAKOCTH 01 > 0. THMe ce 3aBpmaBa LIENOKYMaH
ZI0Ka3. '

33 TakaB m MoOpa Ia TOCTOjH, jep TIPBO Ha OCHOBY ApXMMeIOBe aKCHOMe 32 HEeKH
t € N Baxu t*1> a,a CIpyre CTpaHe BaX¥ HejemHAKOCT t* > ¢, Ma 3a UCTH t CBAKAaKO
BaxM t* > a. PedeHM m je oHNA HajMamM ¢ 3a KOjU BaXM Heje@MHAKOCT t* > a.

** UHave, aKo Ce 33 HEKU n HeCH 7} = a, Talla Y3UMAMO Cpyy = Cpyz = ..=0Ta
oner Baxu (*1).
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Haromena 47.1. Y cknany ca TephereM y Pas 47 ca ¥/a (peinma: k—TH
KOPeH U3 a) 03HaIaBaMoO jEAMHCTBEHO IOSMTMBHO Z— pElicHse jemHaIMHE
z*¥ = a. Pemumo, /5 osHavaBa MO3UTHBAH peallaH Gpoj MU CCOMM
CTeneH M3HOCH 5. Y MaTeMaTHLM ce -Tlof oxpeheHUM yCJIoBUMa- T0jaM
KopeHa NeQMHMIIE ¥ 33 HETO3HTMBHE peainHe Gpojese. Tako, Hajpe y
cKiagy ca okonHowhy ma je 0 jeOMHCTBEHO peUiCHC jeIHATMHE ¥ =0
(3a k =2,3,...) yBomu ce ¥/0 xao 0. Mehytnm, y ciydajy HEraTHBHHMX
6pojeBa Hacrajy ompehene Temkohe. Hamme,

Ako je k napan npupodan Opoj, 0DHOCHO Opoj obauka 2m 20e m =
1,2,... u axo je a HeeamusaH Opoj, OHOA T— JeOHAUUHA 2™ =a je
nemozyha y ckyny R, jep ako T uma ma kojy speoHocm u3 R, oHOa
Ma KOju Fe208 NApAH CMenex Je no3umuean uau wyad, oaxae HUKGO
HezamusaH. M3 moe pasaoea y ckyny R He monemo OefuHucamu
napan Kopew us HeeamusHoz Opoja. Hemakau cmo 'y ckyny R’ jep
makeo deunucarse je moeyhe, aau y uupem ckyny C KOMNAEKCHUX
Gpojesa. Tako, peuumo, 'eaaeHU’ KomnaekcaH Cpoj i yeeOer Je xao
pewerse jedHauune z = —1.

Cnuuse TemKohe He MCKpcasajy Kad je k HerapaH IpUpoJaH 0poj, OTHOCHO
Gpoj oonuka 2m — 1, rae m = 1,2, ... HauMe, ako je a 3a0aH HeraTHsaH
peasaH 6poj, OHIa jeAHaIMHA z2™~! = a MMa jeAMHCTBEHO pellietke, K0-
Iylle HEraTMBHO WTO H¥je GUTHO. 3aMCTa, Ta jeNHaiMHa HaKOH MHOKCH:A
obe meHe cTpaHe ca —1 moctaje (—z)?™~! = (—a) u 300r —a > 0 UM
[0 — jeAMHCTBEHO MOZMTHBHO PEHICHC PELUMO y O3HAIH o. Bpoj —¢ je
OHZA pelieke jeqnaiuHe r2™~1 = a ¥ y3 TO jEQMHCTBEHO, WTO CE JaKo
BUON.

Y ckiany ca pedeHMM YKOJMKO a < ( yBomu ce *™7y/a Kao pemiere Jjen-
HadmHe z2™"! = a.

"~ HariomeHa 47.2 (HacTaBak IpeTxomHe). Y BesH ca CTENCHMMA M KOPCH-

MMa yKpaTKO MCTUHEMO HEKe BakHE IMHCHHUIE

(471) (@) z>y & ">y (Ako z,y > 0,n=1,2,...)
() e=y & z"=y" (Ako z,y > 0,n=1,2,..)
(i) 2>y & Ml Pm! (ree m=1,2,..)
(iv) 2=y & alm =yl {rae m=1,2;..)

472) (i) y= 7 © y?" =z, 220, y20 (em=12.)
(1) y= walle 4h Pu-t=g (riem=1,2,...)
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Pa3 48. Hoxazamu jednakocm /a Vb = +/ab 20¢ a,b Mozy 6umu ma
KOju HeHezameHu Dpojesu.

Loxas usBomuMoO Ha IBa HayuHa. [IpBM HAYMH je ca MmejoM Ia ce

(48.1) YBohemeM HOBMX O3HaKa HaTa jeHaYMHa “OCNODONM KOpeHoBa”
Taxo, Hajrpe 360r @, b > 0 rocroje /a, Vb xao u \/ab, jep e a, b > 0 npoycrirde
ab > 0. Ilame, yBemuMo OBe 03Hake

A=+a, B=+vh C=+Vab

CxonHo ToMe TipeocTaje ma ce moxaxe jemHaxocr AB = (. 3aucra MMaMo 0Baj
MMIUTMKaLMjCKU JTaHall

A=\a, B=+vb, C=Vab = A?=a, B2=1b, C*=adb

Caa HaM je HaMepa Ha M3 THX jelIHAXOCTM usbauumo a,b,c kako

GUMCMO JIOLTH 1O TpaxeHe Bese wamehy A, B, C
= C?=A%+B% au b vs npse OBe jeIHAKOCTH CMO SaMEHMITH y Tpehy
= C? = (AB)?, jep A%+ B? = (AB)?
= C = AB, Ha ocHosy (47.1) (ii)

YMMeE CE 3aBpIiaBa JI0Ka3 IPBMM HaYUHOM. Y OPYTOM HaYMHY TIONIA3MMO O TIPETTIOCTaBKe
a, b> 0 v npaBuMO eXBUBATIEHIMjCKY TaHALL

Vavh =Vab
® (Vavh) =(Vab)?

Ha octosy (47.2)(7) jep mo cBojoj medMHMLMjM KBaIpaTHH KOpeH
HEKOT HeHETaBMBHOT Gpoja je HeHeTaTHBaH, MTO Haje 0Be He jeLHAKOCTH

Vavhk >0 u Vab >0
& ab=ab, jep (VaVh)* = (va)* (Vb)’ = ab 1 cmino: (Vab)? = ab
< T Kpaj Hoxasa IpyruM HayWHOM

Hanomena 48.1. IIpumernmo na ce TBpherbe y Pas 48 mpupomiio mpoui-
Mpyje Ha TBpheibe y KoMe YMECTO KBaIpaTHOT KOpeHa CTOJU Ma KOj1
rapaH KOpEH, ajiil OfeT y3 YCJIOB HEHEraTHMBHOCTH 3a a,b. KpaTko pe-
9eHO, Ma KOJM HOKa3 Topel AeMHHLIMje KOpeHa KOPUCTH M OroBapajyhy
‘cTeneHcky’ jexnakocT: (ab)* = aFb*.

Pas 49. Hexo je Hajnpe dokasao:

*1 3a ceaku peanaH Opojx NOCMOju MAuHO jedan pedaaH 6poj
POJ
y makae oa eaxcu jeoHakocm 2z + 3y — 5 =0
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na je y ckaady ca mum yeeo jeOHy Hogy PyRKuUjy ¢ 06aKo:

(%2) y=¢(z) & 2z+3y—-5=0

Zawe on mepdu 0a ma PyHKYUja UMA 080 ceojcnieo: #(a+b) = ¢(a) +
$(b) — 5 , 20e a,b Mozy bumu Ma Koju peannu Gpojesu.

Ipéo, da au je oH NPABUAHO NOCMYNUO, Mj. 0a AU CMEAPHO 6aICU (*1) uoa

AU Y MOM CAYUA]Y CMEMO HEKY PYRKUUJY ¢ Oefurucamu eKeUBAACHIUJOM
(¥2) ? Hawe, da au mako Hacmana FyRKYUja ¢ 3aUCma UMA HAEEOCHO

ceojemeo ?
HanomeHa 49.1. Taj samatax Huje TeXak anu caIpXM Heke BaxHe OIITE MMCIU.
HauMe, 1pBo, ka Too XoheMo Ha yBeZeMO HeKy peaiHy QyHKUH]Y ¢ -meduHucaHy
3a cBakU T € R-, oHIa Hajnpe MopaMoO IOKa3aTH HEMTO IOTIYT (*1). Ipyro, HaxoH
CIIPOBEEHOT [OKa3a TaKBe YMIEHMLE CMeMO MIBECHOM €KBMBAJICHLIMJOM IOy T (%2)
yBecTH Ty QyHkiuujy. Ocehajyhu [a je yrmpaBo peyeHO IO Majl0 PacTUTMHYTO "HAKOH
noruykor lehemwa’' JajeMo ciegehy OMUTY OTUYKY TIPUYY”
Hexa je Uslov(z, Y) Heka fopMyTNa, HEeKH YCII0B O pealiiunM Opojesuma Z, Y.
Tama axo Baxu
(*3) (Yz € R)(31y € R) Uslov(z,y)
Pevuma: 3a csakyu ¢ € K mocrojn jenMHcTBeH35 y € R Taxas
ma saxu Uslov(z, y)

oHIOAa jemHy QyHKLMjy MabpaHOT MMeHa, PELMMO, ¢ cMemo yBecTH Tomohy
eKBUBAJIEHLMjE

(+4) y=¢(z) & Uslov(z,y)
McTuseMo L2 je TAKO XpaTKO OTIMCAH jellaH OX HajBaXHMMX HauyuHa OeQyH-

; 36
ucama (yHKIIMja; KaXe Ce 3aJaHUX WUMIUTMLIMTHO

HasomiMo jom jedaH mpumep Zeuruumje suma (*4). Taxo, wexa U slov(z,y) os-
Ha¥aBa YCITOB MCKa3aH OBOM (JOPMYJIOM

(%5) (z>0Ay=z)V (z=0Ay=0)V (<0 A y=-z)
Taa Tppo Muje Temko TpoBepuTH Ha Baxu (*3). Peuymo, ako T WMa BpedHOCT 3
Tala ce Taj YCTIOB CBOZM Ha Y = &, Tj. Y = 3, HOK @Ko £ MMa BPeJHOCT —3 OHId

Ce yCIOB CBOLM Ha Y = —z, mro maje y = —(—3), Tj. y = 3. ¥ cTBapy, axo
¥Ma Ma Kojy BPe[HOCT, OHIa Tipema ToMe Ha JIM j¢ OHa NOZUMUEHA, HYyAd, uau

383, omropapa pedyuMa: IOCTOJU JELMHCTBEH ' ' )
3¢ MehyTuM, peuuMo QyHKUMja f ybeleHa ca f(z) = z° +z—25 je IpuMep fyHKUMje
3aIaHe oOpacLeM, OGHOCHO XaxKe Ce M 3a[aHe 'eKCTUIMIIMTHO
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HeeamueHa ycios (*5) ce ceomu Ha &, 0, —z. IpyruM pednMa TOM YCIToBY OrOBApa
Zo6po TosHaTa PyHkimAa | |. Expusanenuuja sugma (*4) mriena

y=lz] & (>0Ay=z)V(@E=0Ay=0V(t<0Ay=—2)
HomajMo ¥ cienehe. YKOIUKO yMecTo (*3) MMaMO 0BakaB ONMTHjM YCIIOB
(Vz € A)(31y € B)Uslov(z,y) rtomecy A, B Hekn romckyrosu ckyma R

OHIIa Ce EKBMBAJICHIIVjOM BUIA (*4), amicana £ € A, y € B vcripasHo yBoau jeqHa
QyHKIMja Koja TipecnnkaBa ckymm A y ckyn B. TIpuMeT¥MO Ia ce TakaB Cllyva] jaByo
Xal cMO TIojaM k—TOr KOpeHa Hajripe yBeNM 3a cliy4Yaj TIO3UTMBHMX OpojeBa. 3HaYH,
Taza A je CKyIl CBUX MO3UTUBHUX PeallHuX Gpojesa, B -Taxo ce mecuno- je ckym jemHax
uctoM A. CIdHo, TAKAB CIyyaj ce jaByo Tipy HeduHucatsy GyHkunje arcsin(z) (sua.
Harmomeny 17.2)

Pas 50. Zamy gopmyay pewumu nor € R

1° Ve—-2=z-4; 2° Ve-2>z-4
Pememe. 1°. 1Ipsu Hauun: umnaukayujcku. TlomasyMMo o HaTe jelHauMHe, GopMyre
¥ KOpaK-3a-KOPakoM TPakMMO HeHe TIocTIeqULie, CBe JOK He CTUI'HEMO II0 Heke M3 Koje
MOXeMO Hah¥ BpeIHOCTM HETIOSHATMX. AKO TakKo H0HeMo L0 MBBECHMX BPCAHOCTH, OHA

Iarse Tpea CBaKy TOHa0coO TIPOBEPUTH Ha JIM jecTe WIM Huje pelieEe U 04abpaTv OHe
Xoje 3aMCTa jecy pemiera. Y HaTOM 3aJaTKy UMaMo:

Ve—2=z—-14

= (Vz—2)2=(z—4)° Jp a=b = a® = b? - Akcroma jemHaxrocT

(sun. Hamomeny 44.1)
= z—2=(x—4)? TIpema gefuruuuju xopesa saxy yonmre (v/a)? = a
= 22 -9z+18=0
=2 zrz=3Vaze=6

PemaBameM IIPeTXOLHE jeTHAYMHE CTUTVIM CMO IO HBa “aHgumaTta” (“MoryfiHuka”) sa
pemeta. IIpoBepoM ce J1ako BUIM Da TIpBM OTMala, a ApYTH ocTaje, ma je 6 jemuHo
pemewe. pyeu HauuH: exsusaseryujexu. To 3HaYM Ia Tonmaseliy ol HaTe jeXHAYMHE,
$opMyTie KOpaK-3a-KOpakOM TIPaBUMO €KBMBaJIEHLIMJCKM JIAHALL CBEe NOK He CTUIHeMO
0 MsBecHe QopMylle, jeIHauyuHe 'y pemeHOM OGJIMKY', Tj. OCNMKY M3 KOr'a HETOCpeLHO
"yuTaMo’ pemera. OgMax MeTieMo Ia hie calla OCHOBHY YJIOTY MMAaTy eKBUBAJleHLIKja
suna (47.2) (7), xojy y cilyujy KBaLpaTHOT KOpeHa ¥ TOCEGHO HaBOWMO

(50.1) y=/z & yYP=z2,2>0,y>0
JemaH peveHM eKBUBANEHLLMJCKM NlaHAll TJaCH:

vVe—-2=z-4

& (x=2=x-4, x—2>0, x—4>0 Ipnvena exsnsarerije (50.1)
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22-924+18=0,2>4 Jp z—-420 =>2-220
(z-3)(z—-6)=0,2>4 Jepa? —92+18=(z—2)(z - 3)
(z—3=0Vvz—-6=0),z>4
(z—3=0,z>4) V (z—6=0,z>4)
OGABMIIM cMO “TIOTHYKO MHOXeHe”, Tj. ol QopMyle o6uka pA (q Vr)
Tpemii Ha opmyiy obinka (pAgq) V (pAr) (sun. Haromeny 18.1)
r =06 Jep wmmrpana” z—3 = 0,z > 4 je nemoryha, a mpyra “rpaHa”
ce cponu Ha £ = 6

te e

2

Y Tako TionasHa jefHaYWHa je €KBUBAJIEHTHA ca T = 6, ma 6 je meHO jeIMHCTBEHO

pememe.
20 Hajnpe, a n y aupextroj pesu ca (47.1) (7), nomsmasumo crenehy eKBUBANEHUM]Y
(50.2) VA>B 4 (A20AB<0)V (A20AB>0AA> B’

0 x0joj TozipoGHmje ToBopumMo y Hanomenu 50.1. KopHcTehM Ty eKBUBATIEHIIM]Y MMaMO
criefeh# eKBUBANEHIIMJCKU JlaHaLl
Ve—2>z—-4
& r—-2>0z-4<0 V z-2>0,z—4>0,z—2> (z—4)°
& 2<z <4 V z-4>0,z-2>2"-8x+16
TMpsy "mnu-rpany”  — 2 > 0, £ — 4 cMo Tucanu y 06IUKY 2 <z <4rxoju
peli OTMcyje jemaH lieo pemersa. Kom mpyre rpaHe meo & — 2 > (0 cMo CKIOHMIN
jep o cremt w3 gena € — 4 > 0
< P VQ
T'paHe cMO pellOM O3HAYWIM ca P u Q). TpeocTaje jom Ia TPAXMMO DElEHA
'koja ¢y Ha TpaHu’ (), Ma CIENCTBCHO MPAaBMMO TOANAHAl( Ca TOHEeTKOM Q

Taxo UMaMo
Q & z-4>0,(z—3)(z-6)<0
Jepz—2 > 2?2-8z+16 & z-9z+18<0 & (:L'—-B)(z——G) <0
o r—4>0,(z-3>0,z-6<0V r—3<0,z—-6>0)
KopycTuiiv cMo eKBUBATIEHUHM])y ab < 0 & (a < 0,b > 0)V(a> 0,b <0)
0 HeraTMBHOCTM TIPOM3BOIA HBa pealiHa Gpoja. Hase hemo ofaBMTH "NOTHIKO
MHoxewe” (pun. Harmomeny 18.1)
o r—4>0,z-3>0,z—-6<0V z—4>0,z-3<0,z-6>0
& z2-4>0,2-3>0z-6<0
Jep mpyra “wmn-rpaHa”, Tj. 2 —4 > 0,z -3 < 0,z - 6 > 0 je nemoryha
o 4<z<6 Jpzr—4>0mosmamz—3>0

Y cTBapH CMo M TpaHy () moBenu Ha pemeH OOJHK. Taxo KOHaYHO ¥MaMoO OBY eKBMBA-
JNEHLIM]Y
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Ve—-2>z—-4 & 2<z<4V4<z <6
OIHOCHO €KBMBAJIEHLM]Y
Ve—2>z-4 & 2<z<6

jep 2<z<4V4<z <6 jeexnupanentHo ca 2 < z < 6. Tako TpaXeHK
CKYII CBMX pellelsa je CKYIT CBMX peaJiHuX GpojeBa ox 2 mo 6 ykibyuHo u 6poj 2.

Hamomena §0.1. ¥ expubasieHuuju (50.2) je 0ceTIBHBO MeCTO KaKoO ce M3
HCHE JICBE CTPaHE, Tj. M3 HEjeXHaKocTH VA > B MoXKe CTPOTO 3aKIbyTHTH

IJa mopa nga Baxu A > 0 ? HapasHo, To uarniema jacHo, anu ce oceha ma ra ~

Tpeba MOrniku ofjacHUTH. JemaH HaiuH y3 QuHo KopHumhere KBaHTOpa
3 riacu

VA> B

IloceTka je y ToMe Ha v/A HEKako YKJBYSMMO Yy M3BECHY jeXHAKOCT
ma 61cMO MOTNM Oa YTOTpeObMo = —aeo ekpuBaneHuuje (50.1).
Y Ty cBpXy HaM IIOMaxke yBeeHHM X, KOjU je Y ¢TBapu momohHa
osHaka 3a VA

= (3X) (X=VA,A>0)
Jep caza cMeMo KopueTuTH = — geo ox (50.1)

= A>0

M rako 6naromapehu nobujeHoj nocnequiiy jeXHo M3Boherbe eKBHBATCHILU-
je (50.2) ruacu

VA> B

o VA>B, A>0
Jep yorure MMaMo JOTHYKY eKBUBAJIEHUHjy p <> (pAg) yKOJIHKO
BaXM MMIUIMKALHja p = ¢ , WITO MHAYe CJEOH M3 OBE TayTOJIOTHje
(p=q)=(p & (pAq)), koja mopytyje: Ako je g nocaeduuya uz
p, OHOG p 6pedu CaM KOAUKO U 3ajeOHO ¢d NOCAEOULOM

& VA>B, A>0,(B<0VB>0)
'Homanu eMo’ geo (B < 0V.B > 0) jep HaMepaBaMo 1a pa3/aHKyjeMoO
oBa B—cnydaja. A 1o paannxosaxw heMo trocTihu Tako mwro hemo
caa 00aBUTH “JIOTMIKO MHOKCHC”

& VJA>B, A>0,B<0 vV VA>B, Azo,Bzo

& A>0,B<0 V A>B? A>0,B>0
Jep nHejemnakocTi A > 0, B < 0 mosnase VA > B, Gyayhn na V
o geuHHIKjH je HeHeraTuBaH. [arie, KOpHCTHMO eKBUBAJIEHIIU]Y

(47.1) (1) y cnydajy n =2
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(3z > 0) 224+ 2pz+¢=0 & ¢<0V (¢>0,p<0,p’~g>0)
2de cy p, q pednHu Napamempu, mj. 3a0aHU pednru opojeaud”

Tpen-pememe. Ty eKBHBAJEHLH]y CMO HATIpaBAIU saMuiseajyhiy TpafUK KBaLpaTHe
rapabone ¥y = z2 + 2pz + ¢ ys nperniocraBky ma 3a z > 0 Herne ceve z—ocy.

Pemexme. [IpaBuM0 0Baj eKBUBATIEHLMJCKH JT@aHAL]

(3z > 0)z* +2pz+¢=0
“ TIpso XoheMo fa jeNHa¥HHY BHIMMO Y OOIHKY X? = P, ca HeXuM u3pasuMa
X, P, rae P ne canpau . Pasior: ¥MaMo yBeZieH N0jaM KBaZpaTHOT' KOpeHa

& (F20)(z+p)’=p"—q
Caja ofaTiie BUAMMO TIOCHELHULLY p — ¢ > 0. ¥ my fhiemMo TIpUIPYRUTH
& (F>20(+p)i=p—g PP-q¢20
& @Fr20)(z=-p+ VPP —aVe=-p— P -4 —QJ, p*—q2>0)
& (-p+/PP—g20V —p—+/p?—¢>0), pP’—q20)
Jep 32 T UMaMO TAavHO IBE Moryhe BPEXHOCTH
~ —p+\/p —-q¢>0, p —q>0-
Jep BaxXu HejeoHaKOCT —p+ Vpt—-q> —p— \/p — ¢ MTO JOROIM IO

EKBHB&HBHU,MJE -p+ -—qZOV —-p- p —qZO & —-p+ P __q) 0

& Vrt-a2p, pz—qZO
Calla HaM je HaMepa Ia ce OCIOGONMMO KOpeHa, Tj. [a KBALpMpaMo obe CTpaHe.
AJIK TO CMEeMO YMHUTH -a [ He TIOKBaPMMO eKBUBAJEHLIM]CKH JaHall- TeK yXo-
suko p > 0. CrencTBeHO NpaBruMo 7pacKpcHULLY” 1o P, OLHOCHO TIPMIDYARY jemMo
ancjyrkijy p >0 V p <0

& VpP—q>p, (p>0 V p<0), pP—q>0

S pPP-q2p, P20, P -a20 VvV /PP -q2p p<o0, p ~q>0
Y nipBoj TpaHu heMo ce 0CTIOGORUTH ](OpEHa a opyry ceecTH Ha p < 0, p —q >
0 jep Taj meo TIOBJNIAYM HEJEIHAKOCT \/ pt—q>p

& pP—g>pt p20,pP—q20 V p<0, pP—g20

& ¢<0,p>0,p*-g>0 V p<0,p’~-g20

& q<0,p20 V p<0,p?P—q20
Hitje Temko IIpoBepuTH (peLMMO, pa3liiKoBameM [1Ba cnyvaja q < CMg> 0 )
Ia je IeCHa CTpaHa eKBMBAJICHTHA Ca .

& ¢g<0 VvV (¢>0,p<0,p?P-¢>0)

"7 Paz 52. Joxazamu ekeugareHuujy

. : ’
37 Y[cTMHM 34 BOJBY, CKOPO OX ce Haj0oIhe OBAKO 3BAJIM: HETIOZHATE TIO3HATE
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(YXx€R) (x +2px+q=0 = x<r) & p’-q20,p+r20,r’ +2pr+q>0
ede ¢y p, q, T PEAIHU NApamMempu.

Paz 53. Pewumu damy jeOHauuny no z € R, y kojoj A je peaaar napam-
emap

Vz+V2z—1 + Ve—-v22-1 = )

Pememe. IlpaBHMO eXBUBAJIEHLMCKH JIAHALL

Ve+v2z—1+ Vz—v/2z—-1 = )

Ilpeo hemo TIPUIPYRWTH CBe OHe JTOCTeOMle Te jeTHauMHe Koje TpoMsiiase M3
nedWHILMje KBaZpaTHOT KOpeHa (HeHeTaTBHOCT IMOIKOpeHe BENWIMHE M HeHeT-
aTHUBHOCT CaMOT' KOpeHa)

r++2z-1 + -2z -1 = ],
22 —-1>0, z4+/22-1>20, 2—+/22-12>0, A >0
Yenen mpucycTBa HaBeDEHMX TOCTHEOMIIa CMeMO KBaIpUpaTH ofe cTpaHe jell-
HayuHe, mTo heMo W y4uHuTH. Ilopex Tora Mano hemo Cpe@uTH NOOMjeHe
rocemmite. Taxo, 2z — 1 > 0 ¢ jexme crpate mosmaun & + /22 — 1 > 0.
C mpyre crpane momohy 2z — 1 > 0 sumumo ma £ — 2z —1 > 0 je
expupateHTHO ca 22 > 22 — 1, 1j. ca (z — 1)% > 0, omHocHo exsuBaneHTHO

ca |

& 42z -1 4+ v —~2z -1
19V/r +vV2e— IV —V2z -1 = A2, 22—-1>0, A>0

Capma heMo KOPUCTMTH YCIIOBHY jeOHAKOCT OONMKA

VAxVB = V/AB, yromuko A, B >0
& 2+ 2\/(:r+\/—2:c—-—' "1)*(;--\/2“73 1) = A2, 22-1>0,A>0
& 2z + 2V -2r+1 = 20—-12>0,A>0

Cala heMo KopucTMTH jemmakoct oomuxa V A2 = |A|. Taxobe ckpahyj jemo
ca 2

& 4+ |le—1 = A%/2, 2¢-1>0,A2>0

Ia 6McMo ce 0CTIOGOMWTM MoTyTla TIpUApYXyjemo mucjyukinjy £ — 1 >0 V
z — 1 < 0 ,mTo he HaM oMoryhuT na paanukyjemo cnyvajese z — 1 > 0,
z— 1< 0. Taro uMamo

&S r4|z—-1 = A%/2, (z-1>0Vvz-1<0), 22-120,A>0
Capa “norwyku MHoxuMo” (BuI. Haromeny 18.1)
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& o+ |z—1 = 2/2,z-1>0, 22-120,A20
Vz4le—1 = 2/2,z-1<0, 22-120,220

Caa KOpMCTHMO neQUHULIMJY MOLyJia ¥ ocJiobahaMo ra ce

s z4z-1=2/2,2-1>0, 2z-120,A20
V o41-z = A2/2,2-1<0, 22-1>0,22>0

Y nipsoj rparu meo £ — 1 > 0 rosmawn neo 2z — 1 > 0 ma osaj mpyru
1socTaBIEaMo. Jlarse 1S TpBe jeIHaTHHe TPAKUMO Z M OHJIa Y CKIIaZy Ca 3aKOHOM
saMeHe 3a jemHakocr (13.2) HaleHy BpeZHOCT yMECTO T 3aMebyjeMo y 0CTalle
cacTaBKe Tipse TpaHe. Tlocie Major cpehipama IO0KjeMO
o p=2 MM 51 3>0
V1 )\2/2 r—1<0, 22 —-1>0,2>0

Y TIpBOj TPaHM KOHjyHKLMja —+—— > 1, A > 0 jeexpusasneHTHa ca x> w2,
a y Ipyroj TpaHK xomy}{xuma 1 = A2/2, X > 0 je expusanentsa ca
A=2

= /\>\/_ z——i'—-
V A=+v2, <<l

Taxo cMo CTMIVIM IO PemeHor obnuka suma (30.1)

; 2422,
3akipydaK: ako A > \/5 JaTa jefHaYMHA WMa JeAMHCTBCHO peleHe —'%—, Iarse,

axo A = «/'f oHIa cBaxu 6poj (yKibyuHo) maMehy 1/2 1 1 je pemere. KoHawiHO, aKo
A< \/_ 9 Taza ce JeCHa CTpaHa pemeHOT ofivKa CBOLM Ha 1, mro SHaTM Ja Je mata

o

jenHatyHa HeMoryha.

"7 Pas 54. Pewumu oame jeOHauuwe no z € R y KOJUMG a, b Cy pearru

* napamempu o ::(w (vmfem 40 =

1°Vz¥s+vz+Ii=a/ 2//2:c+az+\/_—0 30\/ﬂ'5—f+\f
L2Ya—z+ Yz = Vb, 50VzZ—a+2vVz2— 1=z, 6°:c+ at+z=a
7° 22— \Ja—z =a, 8% /z2 4 2ax —a® — Vz? - Qa*— 2=1
Paz 55. Pewumu no ¢ € R jeOHaUURy VT-z=1-vz-1

Pewmeme. HamMepHo HeheMo pelmaBaTi MiejoM KBajipupaa, xy6upama ¥ ¢l Beh hemo
JGMOXUTH jelaH BEOMa OTUITH TIocTymax. IlpaBumo eXBUBANIEHI[WjCKM JTaHALL

ST—z=1-z-1
& (AyeR)(FeR)(y=V2—=2,2=Vz Ly=1-2)

Y 1pBOM KOpaKy CMO 3a CBAKM O KOpeHoBa yBelM 10 jemHy HOBY, TIOMODHY
nipomeHssuBy. Cana KOPUCTMMO ZeMHULIM]y KOpeHa
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© (yeR)(3FzeR)(P=2-2,22=c-1,z-1>0,
220, y=1-12)

Y Besu ca KBAZPaATHUM CMO LOFATIM M onrommé jemHakoctH. omyme,
z—1 2> 0 cMemo ma wmoctaBuMo jep cenn w3 £ — 1 = 22, Kao mro ce Bumm
CTMTJIM CMO [0 jeIlHOT 3aJlaTKa eMMMUHALMje, O KOjUMa CMo Ha oflpeheH HaYMH
ToBOpWITH y Pas 27, Pas 35 u Pa3 36. YmpaBo KOpUCTMMO MIEje YIO3IHATE TaMo.
JIaHa1[ ce Tpouyxyje

& (QER(FzeR) (1-2P°=2-2z,22=z2—1,2-1>0,

z220y=1-2)

Kopucrehy jemmaxoer y = 1 — 2z cMo ¥ Msbaummu we ocTanux QopMyia,
OIHOCHO M3 IIpBe jeAHauuHe. Ty ce KOPMCTH 3aXOH 3aMeHe 3a jexHakocT (13.2).
Ha Taj HaiuH y je ocTalno camo y jemHauuHd ¥ = 1 — 2. C TUM y ckiamy
TIHTalse IheT0BOT TI0CTOjarka je CBEUCHO Ha MUTAHe IMocTojama 2. CIEHCTBEHO
Y TIpETXOXHO] $OPMYITH M30CTAaBIBAMO Ty jemHaymHy, kao u neo (Jy € R) Ha
nioveTky gopmyne. Tako uMaMo

i Lo® (3z€R)((1—\z)3:2—-z, Z2=z-1,2-1>0, 2>0)

e Capa heMo M3 Tip¥e IBe jemHauuHe MBCALIMBATY 2

& (3z€R)(P-322432—24+1=0, 22—z+1 = 0,2—-1>0,z>0)

\ & (3zeR)(-322+2(z+2)—z+1=0,22—z+1=0,

Ay . -1 2 01 z 2 0)
TToMHOXWITH CMO Ipyry c;’;x .':/;M Inoxaju rnippoj. Cagma hemMo Opyry TIOMHOXHTH
ca 3 ¥ JOJATH TIPBO] w

& (Fz€R)(2(z+2)-4(z-1)=0,22=2z~-1,z-1>0, 2> 0)
Y Hamepy Da We0aliMMO 2 Y TIPBOj jeDHAYMHM heMo pasiuKoBaTH Ciyvajese
z4+2=0,2z42+# 0. Y 1y cBpXy NpUOpyXYyjeMo IUCjyHKLUM]y Z + 2 =
0V z4+2#0

& (F2eR)(2(z+2)-4(x-1)=0, (z+2=0V z4+2#0),

22=z-1,z-1>0, 2>0)

“JIorv4Xu MHOKUMO”
& (3z€R)
[(2(z+2)—4(z-1)=0,2+2=0, 2 =2-1,2-1>0;, 2> 0
Vz(z+2)—4(x—-1)=0,24+2#0,2° =2-1,z—-1 >0, 2 > 0]
Hotujera gopmyna je oomuka (32 € R)(A V B). Kopuerumo oBo ormmre
CBOJCTBO KBaHMTOpa ‘moctoju’ (sum. Hamomeny 17.1)

(551)  @)@VY) © (G Vv (@)

roe ¢y @, ¥ Ma xoje fopMyrne a T Ma XOja TIPOMEHIFMBA.
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TIpuMeHOM TaKBe JIOTMYKe eXBUBATICHLIMje JIaHAll Ce 0BaKO HACTaBIbA
i—4 (32 € R) (z(x+2)—4(x-1)=0,x+2=0, 22 =x-1,x—-1>0,22>0)
V(3z € R) (a(x+2)-4(x-1)=0, x+2#0, 2 =x—1,x-1>0,2>0)
TIpea TpaHa je Hemoryha jep mopen = +2 = 0 ce mojaBu ¥ jenHaYWHa

z — 1 = 0. Taxo, Iarse HAaCTaB/baMO Ca HAPyroM r'paHoM
& (32 €R) ((x+2)-4(x-1)=0, x+270, 2 =x—-1,x=1>0,2>0)
Caga heMo z HahM M3 TIpBe W OHIA U3 OCTAJIMX wsbauuTH z. Tako

UMaMOo

& (2 ER) (2= 1D x42£0, ’—:f—:—;%a—zx—x, x—1>0, X211 >0)
Caza ce BUOM Ja je Gnaromapeny HejeIHaXoCTH z+2 # Ou jen}{‘axocm
Xoja CagpAku Zz TIMTAIE TIOCTOjaba Z CBENIEHO Ha MUTaRe I0CTOjathd z.
Crora nsballyjeMo peYeHy Z— jeRHAKOCT, a Takohe He NUIMEMO KBAHTOD

(3z € R). Taxo nMaMo
-1)? 4(z—1
& z24+2#0, %Q—:x—l, r—120, %0 >0

Kao mTO BUIMTe TioMchHe TIPOMEHIBUBE CMO YCTIenu 1ia eNUMYHUIEMO
M Kao pesy/iTaT CMO HOCWIM Ia je TofasHa MpaliMOHAJIHA JeNH2YMHA
eKBMBAJICHTHA HOGMjeHO] YOPMYTIN Koja CalIpAU camo T
& 16(z-1)2=(+2)%z-1), z+2#0,2-120,

HaMepa HaM je Ia W3 jeXHa4MHe Hahemo . 300T TOra BPMHMO pac-

4(z-1
e 20

TaBIEAREL Y TIPOMU3BOL
4(r—-1
e (z-1)(16(z—1)—(z42)?) =0, z+2# 0, 2-120, Heml >0

4(z-1)
& (z-1E-2@E-10=0,z+2#0, z-120, el >0

4(z—-1
& (z=1vz=2vz=10),z+2#0,z-120, =D >0

Cama “TOTMYKM MHOXMMO”
4(z—-1
o (@=1,z+2#0,2-120, iﬁ—glzf) 1
(z=1)
V(ic=22z42#0,z-120, 533 >0)
4(z—1 > 0)

V(x:lO,:c+2¢0,:c—1_>_0, —(__lx:r—z > .
MMaMo Tpy TpaHe. Y CBaKOj Ha TOYETKY CTO i TIO jeIlHa jelHakoCT Koja

onpehyje . Te jemHaxocTH TIpeTTMCyjeMO ¥ 33 CBAKy T'paHy TI0CceGHO
KOPHCTHMO 3aKOH 3aMeHe 3 JelHaKoCT (13.2). Taxo uMaMo

87




Pasuuue, 1

® (z2=11+2#0,1-1>0, =1 5 ¢

142
- 4(2-1)
V(.’E—Q,?-{-Q#O,Q—IZO, 242 20)

_ 4(10-1
V(z=10,104+2#0, 10—1> 0, )
& z=1Vz=2vz=10

Pemarame je sappmeHo. Pemewa cy yrpaso Spojesu 1, 2, u 10.

~ Hanomena 55.1. Taj npumep yxasyje Ha Heke ommre THHEHUIIE U HIEje.
Haume, Heka je Ir ussecna HpallMoHaNIHA jeOHAYMHA 110 = € R Koja
CalpXi1 pasHe KOpeHe, PeLMMO KBAIPaTHH, TIeTH, CEIMU, CTOTH, UTH. alu
TIOpEeX TAaKBUX 3HAKOBA CAAPKH joll CAMO 3HAKE 4€TUPH OCHOBHE pavyyHCKE
onepanuje. Iakie, He CaIpXM HEKM 'JIOrapUTaM, CUHYC' M CIUYHO, aiun
MOXe Na caupXu HeKe KBaapaTe, Ky6ope W Ip. LoBpo je 3HaHO ma ce 3a
TaKBe jedHATHHE ITOCTABIBA [THTAIEE palyonanucama. Manoxenn rpumep
HaBOOM Ha, KPATKO OIMCAHO, 0BAKAB OITIUTH TIOCTYTIaK

Y jemHaiuHu Ir yodnmo TNIpBO jenaH ol “Hajyorsux” KOp€HOBa, Tj.
KOPCHOBA KOjH y ccOHM He caapke HEKU Apyru Kopen. Heka je To ko-
peH Vizraz rue k = 2, 3,.., a izraz je HeKM palHoHANAH M3pa3s
Koju canpxu z. Ilarse, 3a Taj KOPEH YBOOMMO jeDHy HOBY, IIOMOhHy
NPOMEHIRMBY v. Y Ir ca v 3aMEHMMO yodcHH kopeH. Heka Ttaxo og Ir
Hactaje Iry. Tala uMamo opa J KpaTak ¢KBUBAJCHIUJCKH JaHAIL

Ir & (3ve€R)(v= Vizraz, Iry)
Y umyhem xopaky, kopmcrehu ce OCQUHHIIMOM k—TOT KO-
peHa, ociobahamo ce Vizraz
< (Jv € R)(vF = izraz, Dod, Iny)
roe Dod je “npazaH” (Tj. HeMa ra) aKo je k HermapaH 6poj,
a y HpOTHBHOM Clydajy TO je HejemHawMHa v > 0
Ha rakaB Ha1un cMo ox monasHe JjeaHaduHe Ir Tpemnau Ha gopmyny y
K0joj ce HaNas| jemaH KOpeH Mame U Y Kojoj meo Ir; je jemHavmHa KOjy
Aajee Ha CIMYaH HaIMH Tpeba “ociobahari” MPEOCTANINX KOPCHOBA.
TakaB noctynak ce nasse HacTaBmka u YKOJIMKO MOJIa3Ha jeAHaTHHa [r WMa
YTIPaBo m KOpeHoBa Ioclie m Kopaka y3 yBoherse m HOBHX TTPOMEHIBUBUX
Ha Kpajy naHua hemo mMatu HEKy JopMyny obiHKa
(3v1 €R) ... (Fvp, € R)
(Uf‘ =1zrazy, Dody, ..., vl =izraz,, Dod,,, Irpm (v, ..., vm, )
Kao wro ce Bumu godujena QopMyIia Buile He campAM HUjemaH KOpeH, anu
“LLeX CMO TIIATHIIN” yBOREHEM m HOBHX TIPOMCEHJBMBHX ca OAroBapa jyhim
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jemHaIMHaMa M HejeIHaYMHaMa. [locTaBJBeHM 3aJaTaK pallVoHaTUCatha
JjenHa4uHe Ir Ha TaKaB HA4MH C€ CBOIM Ha 3aJaTakK eJIMMMHNICcCaba npomef{—
JBUBUX V1, ..., Um M3 HDOOMjeHe opMmyje. OoMaX MCTaKHMMO [a ce Ha
OCHOBY pesynTaTa Tapckor (Bui. HamomeHny 38.1) Takap 3agaTtax MOXe
PEUIMTH M TO 'ayTOMaTH30BaHo', Tj. ToMony ompeheror ajnropurma. Ilox-
cetmMo na cMo y Pa3 27, Pas 35 u Pas 36 y cTBapM yrnosHalu M3BECHE
OCHOBHE IEJIOBE OTMITEr alnropuT™a. IloMeHMMO jom da Kal cc Ha Kpajy
Hahe eIMMUHAHTa OHZAa OHAa MMa M3TJled M3BECHE OWCjyHKIIMjE

Sty v Sl v ... Vv Sl

9Mju cactaBiy Sl; ol IIPOMEHIBMBHMX caipke camo z. BepoBaTHo cTe Beh
yBULENM 3aliTO ce HoOMja OucjyHKLHKja. Pasjor je wro alrOpuTaM nma
IeJIoBe KOju ”“cy 3aly%keHU” 3a pa3fIMKOBam€ PasHUX CJydajeBa.

Pa3 56 -npooyxkertak Hamomene 55.1. Hexo je uecmo umao nompeoy
da no z € R pewasa jednauuny 3 + = = a, ‘ 20e a je Ma KOjU peanan
Opoj. Yemawoeuo je Oa 3a ceaku a € R nocmoju maunf) JeoHo ., p}ewefse
me jeonauure. To ea je nodyduno Oa yeede kor(a) (‘kopeH us a’) osom
exeusareHiLujom .

(x1) z=kor(a) & z*+z=a
C muMm y e3u 00 HGC Mpaxncu 0a pGUUOHAAUMO jeOHAUUHY
(%2) kor(z) + kor(z +2) =1

u no Mozyhcmey peutumo.

Pememwe. Kopucrehy mefuHuuujy (*1) MMaMoO 0Ba] €KBUBaJIEHLMJCKM JIaHAL,
kor(z) + kor(z +2) =1
& (Jye R)(3z € R)(y = kor(z), z=kor(z+2), y+2=1)

YBest¥ CcMO IBe HOBe TIpOMeHIbMBE -Moxe ce pehM M MMeHa, O3Hake - 32 JB2
”xopeHa” ydecTByjyha y Hatoj jemHaiMHM. HaMepa HaM je Ha ce yCIyroMm
expupaniexiuje (+#1) ocmoSomnmo THX “KopeHa”

& ByeR)(FreR)(P¥P+y=z, 24+2=z+2, y+2=1)
Cajla Hac Yeka TI0cao eMMMUHALMje Y U 2. Y Ty cBpXy Tpehy jemHatuHy muimemo
y oonuky ¥ = 1 — 2z v moMohly e ¥3 TpeocTanyX usballyjeMo Y

o (yeR)(BzeR)(y=1-z,(1-2*+(1-2) ==z, 2+2 = 1‘+2)
IomTo je Y me@uHMCAHO TIPEKO 2, TO je HEeToBO MOCTOjakke BE3AHO 3a TMOCTOjatbe
z. CnencrseHo Bvme Hehemo mcatyvt ksawrop (Jy € R), kao HU jemHaTuHy
y=1-z2
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Paznne, 1

& (BzeR)((1-22+(1=-2)=z,224+2=2+42)

& (FzeR)(P-32+4:-2+4+2=0, 84+2-2-2=0)

Ipyry jenHayuHy TipemucyjeMo, MHOXMMO ca — 1 ¥ momajeMo TIpBoj

o (IzeR)(P+2z-2-z=0, =322 43242z =0)

1

Hpyry mpemnucyjeMo, MHOXKUMO Ca =2 W HOOajeMo TIpBoj

& (3z€R)(-322+324+22=0, 322+ (2z+3)z—-3z-6=0)

3

Ilpyry TIpeTucyjeMo, MHOXMMO ca 1 ¥ TIpoM3BOL LOMAjeMO TIpBOj

© (FzeR)(322+(22+3)2—32—6=0, (2z+6)2—z—6=0)

Cama GMcMoO XeJleny Ia ¥3 Ipyre Hahemo z. Aiu 4eka Hac “packpcHuua”, Tj.

pasnukopare ciiyvajesa 22 + 6 = 0, ognocHo 2z + 6 # 0
& (32€R) (3224 (224 3)2—3z-6=0,
(224 6)z—2z—-6=0, (22+6=0 V2z+6#0)

Hacraje “nmormyko MHoxeme”

& (3z€R)

(32 + (2x+3)z—3x—-6=0, (2x+6)z—x—-6=0, 2x + 6= 0)
vV (322 +(2x+3)z-3x—6=0, (2x+6)z2—x—6=20, 2x + 6 £ 0))
Y oBoM Kopaky hemo npumenoM sakona (55.1) keantop (3z € R) crasutn

y3 CBaKy TpaHy

& (2 E€R) (3827 +(2x+3)2-3x-6=0, (2x+6)2—x—6=0, 2x + 6 = 0)

V (3z€R) 322+ (22 4+ 3)z -3z -6 =0,
(2z+6)z—z—-6=0, 22+ 6 #0)

Ilppa Tpana je HeMoryha jep ya jemmauuny 2z + 6 = 0 ce mojasmyje u
jemnaunna £+6 = (. Ta rpana je sHayu exBMBaseHTHa ca L, ma je 'kpememo’
& (Jz€R) (32° +(2x4+3)2-3x—6=0, (2x+6)75—x—6=0, 2x+6 £ 0)
Cana hemo uB ipyTe jedHaYMHe Hahu 2 U 3aMeHUTH I'a y TipBy. Ilocne cpehupama

ce mobuje
_ 6
& (3z € R)(z = ££5,

2 je peuHucaHo TIOMORY T, a4 Y OCTAJIMM CACTABLIMMA I'paHe He yYecTByje.
CIeJICTBEHO HeT0BO TIOCTOjalhe je Be3aHO 32 ToCcTojare L. CTora majke He TIMI-

823 + 512 + 90z = 0, 2z + 6 # 0)

emo kBanTop (32 € R), Xa0 HH jeZHauMHy - OLPETHUILY TOT 2

< 823 +5122+4+902=0, 224+6#£0

TMonvHoM noGMjeHe jemHaYMHEe je IeJbUB ca T

& z(822+51z+90)=0, 20+6#0

Takxo ¢cMO XOHaYHO CTUTIIK OO TpaXeHe CIIMMHHAHTE, OOHOCHO pal[MOHAaJNCAITU

cMo maty jenmauuy (*2)
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IoGujena KyGHa jeIHaYMHa ¥Ma TpH pemera: jexno je 0, a ocTana mBa cy KOMILTEKCHU

___Opojesu. 3axipytyjemo fga je 0 jenMHCTBEHO pemerbe JaTe jemHayHe (*2) (y cxyny R).

Pa3 57.(Fourier-Motzkin memod pewasama cucmema AUHEAPHUX HEjed-
Hauuna) Kopucmehu ce 08um exksuSAAeHUUjaMA O HejeOHAKoCmuMa 3a
peaane bpojese

() z<az<b & z<min(ab)

(#7) z>a,z2>b & z>maz(a,b)

(i) a<z,z<b & a<b, z€(a,b)
pewumu 3a0aHe CUCeMe AUHEAPHUX HEJeOHAUUHA

IlIoreR
10 x<3,x<5,x<0, 20 x>2,x>4,x2>1, 30 2<x%x,3<x,x<6,x<8

oz, ye R
2 +y<l z24y<l, z—y>4
62 4+y<3, 2z—y>lLz—y<4,z-3y>2

floz,y,z€ R
z>0,y>02z>0z+y+2<1

IIpen-pemere. HanmoMeHUMO [Oa TIOMYT (z) BaXe CIMYHE eKBUBAJCHIIMje Yy KOjUMa
ce TI0jaBibyje BMIE OCHOBHMX HejemHakoctd Z < a,r < b,z < ¢, .... Tako uMaMo:
r<a,z<bzr<c & z<min(a,b,c)ncr Takohe ucraxrumo ma y (i) ay
M y CBHM OCTAaNWM NHPUM eKBMBANeHIMjaMa 3Hak < CMe OMTH saMemeH 3HakoM <.
Taxo, z < a,z < b & z < min(a,b).

Cpe peveHo y Besu ca (i) ce mperocy 1 Ha (7f). Tako, PeLlMMO, MMAMO!

z>a,z>bz>c & z>maz(a,b,c)

z>a,z>b & > maz(a,b)
Ilpvpozma eKBUBAIECHIUje (zzz) je EpyKunja. Y TIpUMeHHM Ha pemaBamhe CHCTeMa HejeHa -
YHHA OHa Ce KOPHCTH O0BaKoO:

CucreM @ < T,z < b je Moryh 1o £ € R ako u camo axo saxy ycios a < b,
Toe cy a,b Ma Koju M3pasu Koju He canpke T. Kax je Taj ycoB MCITyHeH OHIA CBA
z-pemera cy onpehena ca z € (a, b), Tj.  oMe GMTH Ma Koju peantaH Gpoj ysmehy
a ub. Yvecro, z € (a,b) mucahemo ma < < b.

Topen exsusanenumja (1), (77), (i17) xopuernhemo oakse z+a < b & = < b—a,
pr+q<r & z<(r—q)/p reep>0ucL

Y ofpasnoxelsy heMo Tala o0MYHO KpaTko pehu: “PewemseM 1o T” i CIL.
Y3 CBE peyeHo yKkasyjeMo Ha TO fa ce Takolye KODUCTM M 0Ba OTINTA EKBMBAJIEHIIMja
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(57.1) maz(ay, ..., am) < min(by,...,bn)
4> Csaky oI a;-0Ba je MamkU OI CBAKOT OZ bj -0Ba.

rge ¢y dy, ..., @, b1, ..., b, Ma xoju peanuu 6pojesu. IIpuMeryiMo ma axo ce y (57.1)
3HaK < 3aMeHH 3HakoM <, Takohe ce HoGMje TayHa eKBUBAIEHIHja.
Pememe. 1° MiMamo oBaj eKBHBATCHIIM|CKM Takall, Ha ockoBy (1) 33
r<3,z<5,z<0 & z<min(3,50 & z<0
3Hayy, pemera Cy YIpaBo CBU HEraTMBHU GpojeBUL
29 MMaMO eXBMBATICHIM]CKM JaHall
z>2,z>4,c>1 & z>maz(2,4,1) & z>4
Pemera cy yripaBo cBu GpojeBu Behu wiu jenHaxiu 4.
3% Umamo eKBMBAJIEHLIMjCKM JlaHall,
2<z,3<z,z<6,z2<8
& maz(2,3) < z,z < min(6,8)
& 3I<z,z<6
& 3<z<6 To(iii) jep paxn 3 < 6.
Ckym caux peniera je unrepsan (3, 6).
4% PemaBamem mate HejemHauMHe MO T HOOHjeMO €KBUBAJICHUUjy
z+y<l & z<l-y
CTMIIIM CMO IO pelleHoT oGiiuka. Pemema ce MOy 0BaKO OITMCATH:
¥ MoXe OGUTH NPOMIBOIEHO, JOK OHIA T je Ma Koju 6poj Mamu on 1 — y
50
r+y<d, c—y>4

S r<d3—y, z>44+y
IIpBy cMo pemwstu TO Z, a Apyry Takohe mo . Caja je NpWIMKa 3a eKBUBA-
neniujy (24¢). Tako nMamo

& 4d4+y<3—-yd+y<z<I-—y
TaKo CMO y CTBApM PEMAIHK T JI0 Ha Y, 33 Koje cMo oGy yenos 4+y < 3—y,
ozakie hieMo ofpehuBatH . ManuM cpehUBameM Te HejelIHAYUHE [aTbe UMaMo

MMaMo eKBUBAJIEHIIMJCKHU JIaHal]

& y<-3 4+y<z<3-y

38 Y CTBAPM C& KOPUCTY HeHO TIPOMNpErbe, alli YIPKOC TOME M Jlajbe ¥ HacTaBKy hemo
ce TaKO M3paXaBaTH
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CTMIIIM CMo IO peleHoT o6iuka: Y cMe Ta Oyde Ma Kojy 6poj Mamk Ox -1/2,
a omIa meMy ofLroBapajyhu T cMe 6T Ma koju Gpoj msmeby 4 +y u 3 —y

60 MMaMo eKkBMBANCHIMCKY JTaHALL
c+y<3 2z—y>liz—y<4z—-3y>2
CBe HejedHauMHe heMo PemMTH TO T. 3HaYM, HAYM HaM je Ja L OHpelMMO
nioMohy ¥
& r<3—-y <4ty z> %(y+1),z >3y+2
Cama hemo xopuctvti (1)
& z<min(3—y,4+y), > maz(3(y+1),3y+2)
Cana hemo xopyctury (447)
& maz(i(y+1),3y+2) <min(3 -y 4+y),
maz(3(y+1),3y+2) <z <min(3 —y,4+v)
Caza ce XOPUCTH eXBMBajleHLMja (57.1)
& My+1) <3—y, ty+1) <44y, Jy+2<3—y y+2 <44y,
maz(3(y+1),3y+2) <z <min(3 —y,4+ y)
Capa cpehyjeMo Y-HejeqHaYuHe
= y<'g—) y>_73 y<,]i') y<17
maz(i(y+1),3y+2) <z < min(3 —y,4+y)
& —7<y,y<min(%,%, 1), '
maz(i(y+1),3y+2) <z <min(3 -y, 4+ y)
& —T<y y< i—, max(—%(y—{— 1),3y+2) <z <min(3-y,4+y)
& —-T<y< }1—, mar(%(y—{— 1),3y+2) <z < min(3 —1,4+vy)
CTWITIN oMo TO pelleHOT obiMka: Y cMe Oa Gyme Ma Koju Gpoj mamehy -7
u 1/4 mox omrosapajyhu T je oHma Ma Xoju Opoj y HaBeNeHMM TpaHMliaMa
maz(3(y+1),3y+2), min(3 —y,4+v))
7% Tpy pemaBamy MoXeMo ce OTIpelelUTH KeTbeHOM Pellociiely Tpakema HemoHaTHX
(ciiHO ¥ao KoX Taycope MeTofie pemiaBaiba CHCTEMa JIMHEAPHMX jenHaduna). CXomHo
TOMe M3abepyMo , PELIMMO oBaj pemocied £ — Y — Z. Tako MMaMo €KBUBATIEHL M jCKU
TIaHal]
z>0,y>0,z>0,z+y+2<1
PemapaMo cBaky HejeTHATMHY 10 £, aK0 Ta ¥ HeKOj HeMa OHJ2 TAKBY HejellHad iy
Tipertucy jemo. Tako WMaMo
o 0<z,2<l—y—2,y>0,2>0
Tipuamka sa (264)
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& y>0,2>00<l-y—2 0<z<l-y—z
Onpenwiu cMo Z o Ha Y ¥ 2. Y unyheM KopaKy TpaXyuMo Y alli M3 TIOACHCTEMA.
y>0,2>0,0<1—y— 2z, npyu YeMy npenucyjeMo HejeIHAKOCT ZBOCTPyKY
0<z<1-—y—2z xoja jey creapu onpenHulia 3a T

& 2>0,y>0,y<l—2, 0<z<l—-y—=z
MoryhHoer yrorpeSe (7i7)

© 2>0,0<l—-2 0O<y<l—z O0<z<l-y-—z
Cama je y ompeheHo m0 Ha 2z, Ila TpeocTaje jom Ja Hahemo z, WTO je OBHE
HETIOCpenHO

& 0<z<], O<y<l—-2z 0O<z<l-y-=z
Tayko peveHo Ha HejemHaxocty z > 0,0 < 1 -z, 1 na 0 < 2,2 < 1 cmo
nipuMenwitn (140) M oG ‘KoHeTauTeky Hejexnaumny’ 0 < 1 1 momarak 0 <
2z < 1.1 cada BumHo je 0a 000U jeHa KOHCMAHMCKA HejedHaKocm je
mauna. Y npomugHoM cAyUd[Y aAgopumam 6u cmao ca 3aK/mbyuKom
0a NoAazHU cucmem Hema peuwlersa. TIpeTXomHy MHCao JIOMBIaYHMO jep
OHa c¢ OXHOCH Ha OITMTH CITy4aj; Ha¥iMe, KO Ma KOT 3aIAHOT CHCTEMA.

Hanomena 57.1. HaBenenu npuMepy y TIpUITITHOj Mepu ormicyjy Fourier
—Motzkin MeToL 3a pellaBaibe Ma Kor cucteMa Sis(zy,...,Zn) JHHe-
apHMX HejedlladMHa ca 3HakoM < (Kao M 3a olle ca 311akoM <) a Kojuma
HETIO3HATE CY 1, ..., £n € R. Kpahe pedeno, Hajrpe ce 61ipa HECKH penociich
TpaReha HEMo3HATUX. PelinMo, Oa je z1 MPBU 1IaH y TaKBOM PEUOCIEy.
Tanma, cnu¥HO Kao y TIPeTXOOHUM MpUMepUMa, KoprucTehl eKBHUBalICHILje
(1), (d4), (d4) , exsupaneHuujy (57.1) u -cnoGommuje pedeHo- pasHe oc-
HOBHE 1YMILEHMIIE O pelllaBalby HeKe JHHeapHe HejeQHa'THle T0 M3BECHO]
HETIO3IIaTH, 3a Ty HEMO3HATy ¢ oupehyjeMo meHy onpenuilii obpasall
y OOJHKY

(*1) A(zgy...,zn) < 21 < B(za, ..., 2n)
rpe cy A, B u3pasu KojH He caipke £1. TadHHje pedcHo, MOJMa3HH CHCTEM
je eKBHBaJCHTaH ca HOBMM CHCTCMOM O0OJIHKa

Sisl(:cg, sy 17,1), A(l‘z, ...,l‘n) <z < B(Ig, ..,,:En)

y KoMme je Sisi(zs,...,z,) TOOCHCTEM KOjU He campku z;. C UM ce
HacTapJba CIAMTHO, ¥ CBE TO TaKo 'Tcic’ OO Kpaja KaX cc OOPCOH W M0CIcUIba
HETIO3HATA.

Taj ormc je momano MamKaB, Ta ra Joryisyjemo. Tako, IIpBO Moxe ce
OOTOAMTH Ia I0j1a3HU cvcTeM Byiae Hemoryh. To ce y ajropuT™My ToKaxe
0BaKO: Hohe ce IO Heke 'KOHCTaHTCKe HejedHadMHe Koja je HeMoryha.
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Ipyro, uMa wTa ga ce goma o o0auky (x1). Haume, yMmecto mera Moxe
ce IT0jABUTH -CIIOGOLHMje pedeHO- jedaH OX HEroBUX 'TOLOCIMKA  Kao:

(¥2) A(zy,...,zp) < z1; z1 < B(zg,...,Tn)

a Takohe MOXe ce JOrOMTH [a 3a z; HeMa OJpEeNHHMUA HM BuOa (1) HM
(+2). 3HauM, HeMa HejeQHATHMHE U3 Koje ce MOKe 'pemuTH rp. TO 3HAYU
ma zp ocraje ciaobomHo. IlpuMepa pamu, y cucteMy Sis(zi,z2) Koju
[JIaCH To > 3, CBa pelicia Cy OfMcaHa ca: zp je CJIOGOLHO, Tj. MOKe
MMATHU TIPOM3BOJEHY BPEZHOCT, OOK £ MOXKe OMTH Ma KojH Opoj Behu on
3.

IToMeHMMOo jolll fa y ciydajy “MewaHor” cucteMa Sis HejeHadMHa yroTpe-
GoM ormiTe ¢KBHBaJICHIMje a < b < a < b,a = b ¥ HaKoH 00aBJECHOT
“IorugKor MHOXerwa” og Sis ce Ipelasd Ha WBBECHY IMCJyHKIM]Y CHC-
TeMa, CBaKM OF KOJUX je pelMB yrorpeGoM uaeja Fourier — Motzkin u
Gaus-opor MeToga. (Bux Pa3 59.)

"~ Pas 58. Pewumu 3adane cucmeme AUHEAPHUX HEjeOHAUUHA Y KOjuMa

“a,b,c cy peaanu napamempu

Illore R
"z<az<bz>cz>d
oz, ye R

0 243y>3, bx+y<T7, 22—-y<2 z—4y>—4, dbz—y>1
3%0<z, 0<y z4+y<l,z—y>a
P r>ay>brty<c

Iloz,y,2z€R
5% 24y4+z > 1, z—y—2z < 1, z+y—2 > 0, —z+y+2 <1, z+y+2 <3
Ilo zi,z5,...,2, ER
6° 21 >0, 22>0, ... 2, >0, 21+ 22+ ...tz <1
Pa3 59. Pewumu damu cucmem HejeOHauuHa no z,y € R
z>0y>0z4+y<1
Pememe. Y cKialy 3aBpIHMM IejioM HaromeHe 57.1. Taj cucTeM “TipepahyjemMo” 0Baxo
z>0,y>0,z4y<1
& z>0,y>0,(z+y<lvz4+y=1)
& (z>0,y>0z+y<)V(z>0,y>0,z4+y=1)
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Hobumy cmo mse rpame. [lpsa je 00M¥aH CHMCTeM HejemHauyHa, Ha Koju
npuMemyjeMo Flourier — Motzkin meron. Ilpyra je ”MemaHay”, ma
KOPHCTMMO 1 MIEje peulaBara cHcTeMa jenHavyHa: (Gaus—oBy WK MeTomy
samene. HakoH kpaher 'paiyHa’ moGujeMo

& (0<y<l0<z<l-y)V(0<y<lz=1-y)

Cxyn pemewa je yHuja 1Ba ckyma. MehyTuM, oBme je Moryhe ma ce oGe
TpaHe “crioje”, Tma MMaMo

< 0<y<1l,0<z<l~y
CTUIIIM ¢MO o TIPOCTHjET OTIMCA CKyTia CBMX pellersa

Paz 60. Peumry paTe cucteMe HejeqHadMHa y KojuMma a, b, c cy peamHu
napaMeTpu

z<az<bz>c mozeR

2 r4y<3, 224+y>2 z—y<1, z+3y>3 moz,ye R
Fe+y>1, y+2z>1, z4+y+z=a moz,y,z€R

Pas 61. ZJokasamu cnem obruka®® A + B
19 28>k b 2P > k41 22 R2—k>5 F (k+1)2—(k+1)>5
20e je k Hexu, aiu Henpewusupar hpupa()au 6poj

Pemere. HapapHo, MojaM crema je GM3ak TojMy MMIUTHKALIMjE, alTH MCTHHEMO Za je

TIPAKTHYHO MMATH Ta.

19, Tonasumo on wejemmaxoctnt 2F > k, rme je k wexu NpuponaH 6poj. MHoxehn

ofe meHe CTpaHe ca 2 HoOMjaMo HOBY HejeIHAKOCT I 5 9 MehyTtuM, ¢ npyre

cTpare Gpoj 2k je Behn wnu jemmak k + 1, ma maxap xojut ma je k € N. Crora

saKiByqyjeMo Ia Baxu Hejemaxoer 28t > k 4+ 1, winve ce 3aBpllaBa IOKa3 HATOT

ciena. IIpuMeTyMO Iia ce HaBeHeHM [0KA3 MOXe 0Bako KPATKO HATMCATH

Dok(k) :  Kopax 1. llpernocraska 2% > k

Kopax 2. MuoxemeM ca 2 ws 28 > k cmemm 2F+1 > 2k

Kopak 3. Baxu Hejennaxoct 2k > k + 1

Kopax 4. i3 Kopaka 2 1 3 Ha OCHOBY CBOJCTBA TPAH3UTHBHOCTH penialiMja
>, > saxsmyuyjeMo Hejemmaxoer 28t > k4 1.

W cama jemaH smataH’ IUON OKOMHOCTH Ha Kk HMje KoHKpeTHa Beh Hempelv3upaHa
KOHCTAHTA :

(61.1) Y nasenetom noxasy Dok (k) eMemo k samenmru ca 1, 2,45, 88, omrocko

% CMMCa0: Ha OCHOBY TPETTIOCTaBKE A U3BECTH, HOKasaTH B
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Ma KOjHM KOHKpeTHUM GpojeM ¥ Tana o Dok (k) he ce 'pomuTi’ CTIpaBHy
moxasu Dok(1), Dok(2), Dok(45), Dok(88), nrm.

29 ce moxasyje CTMYHO, M TOKAS TPEMymTaMO YHMTAOLY.

Pas 62 (HactaBak nperxomHor).Zoxazamu 0a 3a ceaku npupoOan Opoj
n eaxcu Hejednaxocm 2" > n.

Pememse. OsHauumo Jopmyny 2™ > n ca ¢(n). Tana Tpeca :
5(1), 9(2), 9(3), .-

Y TOM 3aTIUCY - a Ha TO CMO NAaBUKJIM - TPU TauKMle ... “Topydyjy”: U CBe ‘ocTajie’ Taxse
opmyre, xao mro cy ¢(4), #(273) omHocHo - 1 Taxo ce Xaxe- Jopmyie obitnka G(n),
Toe n Moxe GUTH Ma KOju IpupomaH 6poj. Kao mTo BuauTe 'Majio CMO Ce 3aILesy y
TIPYH M 0 TPUMA Taukuuama’. Bap sa cala, USyseB TyTaka TIMIyJe L2 je TO JaCHO', a Tako
ce OGMYHO U Hayyu y MHOTMM WmKoNaMa M ApyTne, jelaH Ol Majiasa je L& TOCETHEMO
33 umejoM Mamemamuuke UHOYKYUje, mro heMo yrnpaBo u yuuHuTH. Caza hemo
TOBOPUTH 0 '00MYHO] MaTeMaTHYKo] MHIYKLMjH, y Xpahoj o3HallnM ‘N Fn+ 1. Ouna

40.
Ce MOXE OBAXO KpaTKO OIMUCATH ™.

JokazaTH cBe {opmyiie

Pamu noxasa gopmysie (Vn € N) ¢(n) mocta je:
(62.1) ({) Hoxasatu Yopmyny ¢(1).
(i1) Hoxasatv ummmkaumjy @(n) => ¢(n+ 1) sa cre npupomre Gpojese
n=12,..
BepoBaTHO je Heko OI YWTanalla Bell TIPMMETHO O3 W Heo (n) CaIpXU 'MUCTHYHE TDH
Taykuile. MehyTuM, Ty cazja ¥Ma jemHo sermuko ‘Asn’. [la M ce MSBPMMIO (u) MOXKE

ce -6ea yrioTpede TUX TaYKMlla- YMHUTH OB2AKO:

(62.2) Tiohw ox mpermoctanke ¢(k) rae je k xoucranra?! anu xoja Huje mpelvEH-

paha, Tia oHma mokasatH $opmyiy ¢(k+ 1). Kpahe petero moxasaTu oraxas
crex ¢(k) F ¢(k + 1) rae je k sHax HempeUMsMpaHe KOHCTAHTE
Y CTBapM TakaB 1I0Ka3 CMo Beh HaTpaBuiu y NperxontoM Pas, To je yrpaso Dok(k) .
3Ha'u, mokasau cmo zeo (77). TlpeocTaje jomm ma IoKaxeMo Zeo (1), . 21 > 1, mro
je OYWITIENHO TaqHO. .
Ioxasasmy () u (i7) -kake ce- Ha OCHOBY MPUHLIMIA MATeMATHIKE MHIYKIIMjE 3AKIbY Y~
jeMo ma 3a ceaku 1 € N Baxu Hejemxakoct 2" > n.

2 To je OMUNTH OMUC, Tj. ¢(n) Moxe GUTU Ma Xoja PopMmyia ) Y
41 BecTUTOOHO je Ha C& KpeHe O TpeTIOCTaBKe,Kao : BaxXU ¢(k) , Te je £ Ma XojU
TIpUpoOIaH Opoj
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Pa3 63. Hoxasamu gopmyay 1 +2+...+n = X2 2den € N, a maxobe
Hanpagumu cauuxy gopmyay 3a 3oup 12 422 4 ... 4+ n2.

Pememe. KopucTMMO MpMHLMIT MaTeMaTUYKe MHAYKUHKje (BUA. (62.1)), Tipu YeMy oBme
é(n) je jemmaxoer 1 +2+ ...+ n = "—(-"{—12 Tama ¢(1) rnacu 1 = (1% 2)/2 u
OYMIVIEHO je TayHa. ¥ myXy (62.2) jemnakoct ¢(k), Tj.

(+1) 1424 .. 4k = kD
Y3UMaMo 33 XHIOTe3Y ¥ XellMMO Ha ToMORy e DOKaXeMo ¢(k + 1), OIIHOCHO

(+2) Db 2 b s B of (o 1) = ERIAGATHY

Topenehu (*1) u (*2) suanmo ma nesa crpara y (#2) vMa cabupax Bume, OTHOCHO
catupax k + 1. Cxomro Tome, Ha o0e crpate jennaxocru (*1) momajemo k + 1. Taxo
w3 (*1) cremn

(+3) 1424k +(k+1)=2EH) | p g

M cama TIOMMImIBaMO: MHOYKLMJCKM HOKa3 he HaM ycreT YVKOIMKO jOm yCTieMo Ia
TOKaXeMo OBy jeOHAKOCT

(*4) k!k2+1 bt ] = !k+1!“]2€+1!+1

To ce yTBphyje cKopo HEMOCpeIHO, YMMe Ce 2aBpmaBa MHIYKIMJCKM IOKa3 HaTe jem-

HAKOCTH 1+2+...+n:ﬁ"2—+])-menEN.

Capna y Tpaxewy QopMylte 3a 12422 + ...+ n® yunumMo Kaxo crenn. I1peTmocTaBUMO
Ia Ta QopMyria M3TJIeda OBAKO

(x5) 124224 ... 4+n%= f(n)

roe je f ( n) HEeKHM M3pa3 TPeHYTHO HerlosHaT. OCHOBHYM TIpoGlieM je yNpaBo opehUBame
tor f. U caza heMo Jieno MCKOPUCTUTY MeTOLOTOMKY WHejy TipeHoca (Bum. Harmomewy
14.1). Hawuwme, npso mpernocrasuhemMo Oa Taj vspas sHamo. pyro, TpaxuhemMo MH-
OYKLMjCKM TIOKa3 33 (*5) Uy BeMy YOUMTM YTIOPUIHA MecTa, YIOpUmHMLe. 3a-
XTeBaeM [Ia Te yIIopUmHULe Byly TauHe cTHhM fieMo o yenosa U3 Kojux hemo OTKpUTH
f. CxomHo petieroM ¥MaMo 0Bo pacyhHBabe, OLHOCHO XHIIOTETHUKM HoKas 3a (*5):

Axo n = 1 raga (*5) ce csonu va 1 = f(1) u 1o Mopa na Baxu. Buaun,
npsa yropumnnua je: f(1) = 1. Iame mpermocrabumMo ma (*5) Baxu xax
n =k, rme k € N wempeummpata xoxcranta. Hozasamem mspasa (k + 1)2
Ha 00c CTpaHe 3 Takse (%D) cilely 0BakBa jeIHAKOCT

12422+ 4+ k2 +(k+1)2 = f(k)+ (k+1)?

U cama BuayMo ma he HaM MHIYKLIUJCKM HOKa3 yCTIeTH YKOJIMKO BaXH JeIHAKOCT
F(k) 4+ (k+1)% = f(k +1), xoja je mpyra yropymHuilia. Y cT8aph, HOBMX
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BUNE U HEMaA

U TaKo, aKo KeINMO Ia HaM 'Tipohe’ HaBeleHM HZoKa3 Tpeba Ha OXPedHMO Makap jellaH
uspas f 3 OBa 1Ba yCIIOBA

Upor fW =1, fk+1)~f(k)=(k+1)°

HapaBHO, Ha yM HaM IIpBO TiaZajy TIOMMHOMCKM M3pasyl IIPBOT, NPYTOT,.., CTETEHA.
Jlaxo ce BMAM Ia f He MOXe GWTY HY JIMHEeapaH, HM KBalpaTaH, aily Ja MOXe Ja OyIe
Ky6aH TIOMHHOM, OHOCHO TomiHoM ofmuxa an® + bn? + cn 4 d. Tocne xpaher
patyia (suf. HaromeHy 63.1) moouje ce tpaxenn wpaz:  f(n) = -+ 5+ % ¥
CKJIally ca THM o0pa3all 3a 30Mp KBaIpaTa Ilacu

124224 .. 4nl=2 40 48
Haromena 63.1. Iajemo jom kojy ped o ompehuBaiby monuHoma f(m).

HamMe, jeoakoctdn Upor Kao M jemuakocr f(n) = an® +bn® 4 cn +d
LOBOIE IO OBOI CUCTEMa jemHadnHa 1o a, b, ¢

a+bt+ec+d=1, 3a=1, 3a+20=2, a+b4+c=1

anje pememe je mato caa = 1, b=1, c=¢, d=0 To je Tumuian
NpUMep TIB. Memode Heodpehenux koefuyujerama. Y 1Oj je OCHOBHO
Ia ce KeJheHM MaTeMaTHiKH 'TIpeamer’ Tpaxy y onpeheHOM oGIUKY, TpH
qeMy Ta 'OGNMIHOCT ce McKasyje HeKMM 'Koefuumjentnma’. WM omn ce
OHIA TpaXe M3 yCloBa, jedHadHMHA Koje Cy TIOCTaBJbEHE 3a Ta] MPEIMET.

Ila 1M Bac HadMH yroTpede Mueje TipeHoca y MpeTXoaHoM Pas-y He Bytc
Ha HeKy Be3y ca MeTOJOM HeonpeheHMX KoeduiyjeHaTa ?

Hanomena 63.2 Y oBoM Pa3-y cMo Ha yoGHdYajeH HadMH yHOTpeSHIM TpU
TadKHIle ... y cIy&6u oapehera 36upa o4 n caGMpaka, IpeMma CMO ¥
Be3M ca BMMa y Pas 62 uspa3uiy pasHe cyMmme. MehyTnM, Kao mWro hemo
OIMAX BMACTH pedeHH 30Mp y ONWTeM Ciydajy ce MoRe HeuHHCATH H
es mux. HauMe, Heka cy 3aaHU OpojeBH day, as, ..., dn, TAe n > 1. Tazma
1HX0B 361p ('y TaIKacTOM MHCAmy') je ai + az + ... + an. 'Bearagkacra’
ne§uHMIMja y3 yroTpeSy osHake*? Y ", a; , The m > k TiacH

(63.1) (i) Trpai=a

s 1
(i) Tk ai = (Tile ) + amis
PeryiMo, 110 T0j HeQUHULIMA MMaMO jeAHAKOCTH

42 CMucao: 30Mp 6pojeBa a; Kall WM MHIEKC i MOE OX HEKOTr 3agaHor k 1o mpyror
3aaHoT m
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Z}:l a; = a, 23:7 a; = ar, Z?:l a;i = ay +ax+as

Iomennmo jom xBe crapu. Ilpso, (63.1) je mpumMep T3B. pexypausHUX
Oegunuyyuja. CIMIHO ce PELMO YBOXM W TIPOM3BOX n GpojeBa. IlpnMe-
TAMO Zia Tipema (63.1) ce roBopu u o 36Mpy 'jemHor caGHpka’. ¥ cTBapw,
TaKBO TIPONIMPEHE IMojMa 30Mp ce ToKa3yje Kao MpakTHIHO. IToMeHMMO 1
ma peduHMIMja (63.1) Kao peKyp3MBHA y OCHOBM KOPMCTH MaTeEMaTHIKYy
MHIYKIHY.
Ipyro, MoXe Heko TIPUTOBOPUTH: [OOPO M30ALMCMO TPH TAdIKMIE, ANH
3ay3BpaT HaM ce T0jaBHO 'TPOCNIpaTaH CUMOOII, 3aruc’ i Axo je To
Tpo0iieM JIaKko je pemUTH ra ce. HauMe, pelumo mocTa je ma ce yMECTo
TOT' Jafuca KOPUCTH HEKM OBakaB QyHKUMjCKM 3amuc sum(k,m, a;).

Paz 64. Odpedumu noaunom f(n) maxo Oa sa ceaxu n € N eanu
Jeonakocm 13+ 23 + .+ n = f(n)

Pa3 65. Loxasamu nejednaxocm (1+z)* > 14+nz, 2dez > —1 une N.

Pemeie. Ysenumo oshaky ¢(n) sa wejemmaxoer (1 + )" > 14 nz. Tam ¢(1)
rmacu 1+ > 14 z, mro je tayro. [lohuMo caia oI MpeTTioCTaBKe (k). 1j.

(*1) (14+2)>1+kz

rie k € N mHenpeuroupana XoHCTanTa. Y cafia je 0CHOBHA MMCZ0 Kaxo Ha OL Te
TIpETTIOCTaBIbeHe HejemaxocT mapenemMo ¢(k + 1), .

(x2) A+ > 14 (k4 1)z

Jlepe crpane THX HejemHakoetd (*2), (1) cy y ompeheHoj Besu: HBIMXOB KOTMYHUK je
z + 1 wro je HeHeraTuBaH 6poj. ¥Ympaso To hemo u vckopuctuT. Tako, MHOKEREM
(¥1) ca © + 1 wacraje wejennaxcer (1 4 z)¥+1 > (1 4 z)(1 + kz). A zaxo:
(I+2)(A+kz)=1+z+ke+ka? =1+ (k+ 1)z +k2z® > 14 (k + 1)z,
To 3axsydyjemo wejennaxoer (1+ z)¥+1 > 1+ (k + Dz, 1j. ¢(k + 1), wnve ce
3aBpMaBa UHAYKIIMJCKH LOKas3.

Hanomena 65.1 Beh Tv 10 caja HaBeIeHM NpUMEpU M3 MHAYKLUje n -
n+1 ykasyjy ma je ona riogecHa, OGHOCHO NMPaKTHYHA Kaja HaM Tobe 3a
pyXoM JIa HaheMo Heky 'Jery Besy' mamely ¢(k) u ¢(k + 1), u HapasHO
Ha TIpH Jokasy ¢(1) HeMaMo HeKHX moceCHMX Temkoha. Minyhu Pas 66 he
YKa3aTH Ha To Ja Ta MHAYKIMja Yy MHOTMM Cly9ajeBIMa HHUje IPaKTHIHA.
W taga xopucTuMo Heky Hpyry, noxecHujy (Bug. Pas 66).

Pa3 66. IIpemnocmasumo 0a ce YAGHOBU HU3Q yeaux 6pojesa, y 03HALU
zn, 20en =1, 2, 3,... npase kaxo caedu. Ilpeéa Oeéa unawa r,, T, ce
uzabepy no eonu. Ocmanu uaanosu ce odpehyjy xopuuiherseM 3adane
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Crnasuma b. [Ipemnh

DPeKypermHe jedHakocmu

& Tni2 = PTn4l +4Tn

y Kojoj cy p, q 0éa yHanped 3adana uedda 6poja, a UHOEKC N MOXE yzemu
pasre gpedHocmu 1, 2, 3, ... N@ ce Mako pedom Moxe Upauyramu ceaku
unan Huza. Hexa je m Hexu npupodaw Opoj. Hokazamu:

AKo cy npea 06a uAGHA HU3G £1, T, 0ebUBd €A M OHOA U €8aKUu UAGH
T, MoZ HU3A je Oemnus ca m

Pememe. OBO je TMMWYAH TIPUMep 3a T3B. 71, 1 + 1 F n + 2 uagyxuujy. Ona ce
MoXe 0Bako omucaTy. Panu moxasa Heke Popmyre (Vn € N) ¢(n) mocra je:

(1)  Hoxasatu popmyne ¢(1) u $(2).
(i1) Vs npernocrasku ¢(k), (k4 1), e je k € N mempermupata
KometanTa yeBecT S opmyny @k + 2).
Yeemumo osHaky ¢(n) sa: UnaH £n je Zemmws ca mm.” Tama, dopmyne (1) u ¢(2) oy
1o 'natoctw’ Tavne. Mpermocrasumo ¢(k) n d(k + 1), 7. ma cy Tk ¥ T 41 HAeTEUBK
ca m. Tana ca TMM 17 Cy LeJbUBM U TIPOMBBOLM DLk, ¥ T 41. TO MCTO BAXM X 22
MXOB 96U PTk + k41, ONHOCHO 38 Tkt2. Tako M3BenocMo é(k + 2), wme ce
3aBpmaBa WHIYKIMUjCKA HOKa3.
Hamomena 66.1. Ilopex uHmykuuje n, n+ 1+ n+ 2 nMa 1 pasHux
OpyruX, CIMIHHX Kao: n, n+1, n+2 Fn+3 ucl
S 2 2n+1

Pas 67 (HactaBak nperxomsor). [okazamu da je sbup 11712 41277+,
2den=1, 2, ... denuig ca 133.
Pemewe. His z, JeuHnumuMo ca
(+1) I, = 11742 4 122741,
Y HapeTHoM pacyhuBatsy ieMo ce TOTpyHMTH Ia My Hal)eMo HEKY DeKYDEHTHY jelHaKocT
noryT (*) y mperxonHoM Pag-y. Tako TOTPaXMMO Zp+41. JIako 051 jeMo
(x2) Tpyp = 11" 4 127+,
Vs jemnaxocrn (#1)  (¥2) waihenmo 117, Y 1y cspxy jemaxoer (*1) Mroxuno
ca —11 u mpomsson nonajemo (*2). Tako ¥Mamo:
(*3) Tpy1 — Mz, =133+ 1920+1

. 2n
A cana (pug. u HamomeHy 67.1.) KopucTehu ce TOM jenHakohy ¥3 He MS0ALKUTH 1247,
Haume, crapisaseM yMecTo 1L 6poj 1 + 1 w3 jennarocts (*3) Hajnpe gooujamo

13y cTRapM oe TaKo IOKasyje MMITIMKaLMja (¢(n), d(n + 1)) = #(n + 1) sa cBe
TpuponHe Gpojese n = 1,2,...
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Paznune, 1

Toyy — 11z, = 133 % 122043

(*4)
Cana nomuoxumo (*3) ca —122 u mponssox momajmo (#4). Taxo HoGHjeMo jeTHAKOCT
(x5)

3a HU3 Z,, CMO NOOWIM DEKYPEHTHY jelHaKOCT XeJbeHOr oOiMka. Cana 'ovac Tocna’ ce
3aBpliaBa HOKa3UBame. 3aMCTa, TI0CIIe Majio HOCaZHOI payyHa BMIM Ce Ha Cy YJIaHOBU

ZTpyo — 150zp 41 + 1588z, =0

z1, T2 mewswsu ca 133. Iame, ako TpeTrocTaBMMo Ia ¢y Lk, Zi+1 (kK Ma xoja
HeTipellnsnpaHa KoHctanta w3 ) nersumsu ca 133, oxma ws (#5) cmenw ma je Taxas
W 4iaH Zp41. TvMe ce saspmasa mokas wnmykumujom k, k+ 1 k+ 2.

Hamomena 67.1. Hamepa HaMm je Guna Ja MCIpHYIaMO ONITY 3aMKcCao
KaKo ce 3a 3aJaHM HU3 I'pafil PpEKyPeHTHA jeMHaKoCT 00JIMKa (*) M3 Ipom-
sor Pa3-a, Ma U3 Tor pasiora JOWABHM HO jeQHAKOCTH (*3) HHCMO 0gMax
Kpahe u3BpmMIM Ooka3. HauMe, cacBuM JIaxo Ha OCHOBY jeHHAKOCTH (*3)
y3 yrotpeby 'obudHe’ MHmykiuuje n - n+ 1 ce mokasyje TBphere 3amaTka.

Pa3z 68. JeorHom npusuxom Ham oohe jeDaH u0seK cd 08aKEOM MOA00M.
Kaoce O0a padu ca jeOHUM HU30M z, HEHE2AMUEHUX peanHux Opojesa,
K00 koea 1 = 1, x5 = 2, aau dame Kaxme Oa joul jeOUHO 3HA 0a HU3
3a0080/6G6a 08y PEKYPEHMHY HEJeOHAKOCM

(1) Tpy2 < %:cn + iz

e n =1, 2, 00 Hac mpaxu 0a Ha OCHO8Y mux 0amocmu 3a
HU3 T, U3BE0EMO U3BECHY 08AKEY HejeOHaxocm (mj. NpoueHUMo Op3ury
CMAFUBAIBA FBE20SUX UAGH06A)

(¥2) gn S Kx0® =1, 2, )

ede K >0 u@ € (0,1) cy 0se koHcmanme Koje mpeba 0a Hahemo.
Pememe. Opo he GuTH rnpuiivka Ia joll jeIHOM BUIWTE JIETIOTY M BENMYMHY MHIEje
npeHoca (Bum. Hamomeny 14.1). Tloctymuhemo cnuiHo kao y Pa3z 63. Hamme, 3a-
Muciubiemo 2 Beh sHamo mponieHy (*2) M Ja KeNMMO Ha je HOKaXeMO MHAYKLHJOM
k, k+1F k+ 2. Jenan TaxaB XMIOTeTHIKH L0Ka3 IJIacH. Y cilyyajeBuMa n = 1,
n = 2 Hejenxakoct (*2) riack

(Upory) 1< Kx*0, 2< K x6?

3HauM, 'Taj 1ex’ MOpaMo IMATUTH. [arbe TpeTIoCTaBUMO Ia (*2) BaXH Y CIIydajeBUMa
n=k, n=k+1rneje k € N HenpeuusvpaHa KoHcTaHTa. VI TaKo IIpeTIIOCTaBKE
Cy 0Be HejeLHaKoCTH

2 < K %08, x4 < K +0FH!
[IpBy ToMHOXMMO ca 1/2a mpyTy ca 1/3, ma 3aTuM 1x cabepumo. Iob1jaMo HejeIHaKoCT
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Cnapuiua B. Ipemnth

k 1 1
%*Ik + %*:ﬂk+1 <K =0 *(5—{—59)
omHocHo xopuctehu (1) (3a n = k) 3aximytymeMo 0By HejeNHaKOCT
Trpo <K *0F « (34 30)

J HAPABHO M1 GUCMO 3aBPIMIN XUTIOTETHY KM [0Ka3 Mt OHCMO BOTIENM 2 TecHa CTpata
Te HejeIHaKOCTY TOCTaHe’ K % 6512, JTa 6ucmo To mMany ‘Tahanmo 0Baj 1ex':

(Upory) i+10<6’
Cana 'yoaxHuMo Basmyx' : 5a00paBMUMO CBe TpOTeKJIe JeTaike W CBY MMUCAOHY Haiimy
yemepumo Ha (Upory) u (Upors), xoje cXBaTaMo Kao CHCTEM HejeNHaiuHa M3 Kora
XemuMo fa Hahemo Makap jemso pememe mo [X > 0 u @ € (0,1). Taxo, petumo
w (Upory) maxo mummmo ma jemwo ‘moGpo’ 6 je 0.9. Larme Ha ocHopy (Upory)
saxJpyuyjeMo ma J{ TpeGa TPaXWTH M3 yCIioBa

1< K09, 2<K=081
ma jeman ‘moGap’ K je 200/81. Taxo KoHayHO HOCMjaMO OBy TIPOLEHY HI3A Ty
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Tn S E3 * (09)”
Hanomena 68.1. Moryhe cy 6pojue nielle MaTeMaTUyKe 'MycaoHe meTHe’ Toyhee
HaBeleHiM pacyfhiBarseM, WK - 60Ibe peveHo - TIobyheHe jelHNM TIpUMEpOM Npacberna
MATEMATHYKOT TBphersa. M caMy NoKymajTe HemTo cauyHo. CeTHMO Ce pedn 13 YBoma

oBe Kmure: Mamemamuka ce U npasu.

Pa3 69. Hoxazamu da je ceaxu npupodar Opoj éehu 00 1 pasaoscus Ha
npouzeod HeKux npocmux Opojesa.

Mpea-pemetbe. Hajnpe ce rozcefiaMo HeXMX HIBEHMLA O IPUPOLHAM GpojeBrMa.
[IpRo, OHM ce HeJie y TpM Ipyre: jeZHY TPyTy HHHH 6poj 1 (oH je ‘camall), OPYTY
qune npocmu, xao 2,3,5,7,11, ..., a Tpehy cA0mEHY, Xa0 4,6,8,9,10,.... Hexu
6poj je TIpoCT ako je Bei off 1 ¥ y3 TO HeTBMB je jemuHo ca 1 1 ca camumM coboM. CliokeH
jo oHaj 6poj Koju Hyje 1 M Huje TpocT, WTO YIIPABO 3HAHM 12 je To 6poj, peLEMO ¥
O3HALLM 7, KOjM je HEJbHMB Ca HeKMM GpojeM 1, of cefe MamWM alu BehuM ox 1. Ha
OCHOBY MCKYCTBa Koje y Pamy ca TIpHpoXHMM OpojeBHMa MMaMO TBphere 3adaTka HaM
je 'o4eBULHO. ANM, W 'KpO3 MBe TaYKe MpOJash jemHa TipaBa’ a y T'eoMeTpHjy TIOCTO je
”qyTaBe TIpUYe 0 TOj ¥ PasHUM IDYI'MM OYEBUIHUM YMHBCHULIAMa .

U Taxo, mania Ha CTPaHy, Kako fia JOKaXeMo ‘3aJaTKOBO' TBPhEHE. JacHo je Ha ymoTpeba
unayxuuje n b n+1, nonyme ca MoteTkoM oXX 9, TemKo MoXe Ia ume. Alu ntz;ymajmo‘
Kao npeo, 2 je mpocT 6poj, TMa Kao TaXaB jeIHAK je TIPOM3BOAY ITPOCTUX. Cana
TipeasuMo Ha 3. M OH je MpocT, Ta elieM jecTe TPOW3BOL IPOCTHX. AJTH, Xaxo Ja

14 [loncehaMo ma cMo y HamoMetu 63.2 TOBOPWIIM O 30MpY U MPOUIBOLY OL 1 Gpojesa.
TOe n Moxe CMTHM 1
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Pasnuue, 1

TIoBeXeMO 'TipocTocT’ 6poja 3 ca 'mpoctomhy’ 6poja 2. Yoruire, Kako CIMYHO TIOBE3ATH
Ma Koja IiBa CycellHa TpMponHa 6poja k uk+1,rme k > 17 Tpaxere Te mosesanocTH
(a oHa 64 HaM BepoBaTHO omoryhuna Jokas Tvna n F n + 1) namymraMo u mocexemo
33 JemHOM IO Cajia HeTIOMUMHEAHOM MHIMKLMjoM, T3B. MPAHCEHUHUMHOM.

OHa ce MoXe 0BaKO OIMCATH

Pany noxasa gopmyrne (Vn € N) ¢(n) mocra je:
(69.1) (i) IHoxasatu Popmyxny B(1).

(1) Doxasatn gopmyny ¢(k) (k € N je nenpermoupara KOHCTaHTa)
Ha ocHosy mpetnioctakn® $(1), ¢(2), ..., d(k—1).

Pemene. OsHavuMo ca ¢(n) pedernity “Bpoj n je jemHak 1pousBoy IpocTX Gpojesa”.
TpaHCUHMTHOM MHIYKLMOM, ajiv ca ToYeTHHM GpojeM 2, a He 1, moxazahemo ma je
@(n) TayHo 3a craxu mpupogaH Gpoj 1 > 1.

Baucra, Tipso ¢(2) je TauHo, jep 2 je mpocT 6poj, Ma maxie 2 jecte MPOUIBOL TIPOCTHX
Gpojea. IIpyro, Hexa k > 2 Gyme Heka HempelvsupaHa XoHctaHTa w3 N 1 mipet-
TIOCTaBMMO Zia cy TaHe cse fopmyne ¢(2), ¢(3), ...,é(k — 1). 3a k nocroje npe
MoryhroeTy: k je mpoet, k je croxeH. Y mpsom Cly¥ajy Xao TIPOCT, OH je W TTPOM3BOLL
npocTHX, Ta ce mssomnt @(k). Ay opyrom ciyyajy sa k MMaMo Heky jeIHAKOCT OG-
mika k = pg, tme 1 < p, ¢ < k. Ha ocHOBy MHIyXLMjcKe XMIIOTe3e TH 6pojeBu
D, ¢ cy paslioXMBU Ha TIPOMIBOXE TIPOCTUX OpojeBa. Kako k = pq, a npouseod dea
npousso0d je onem npouseod To 3akiryuyjeMo ma je M k PasnoXuB Ha TIPOM3BOL
npoctux. Hakne, ¢(k) je moxasama M MHIYKLMJCKM HOKa3 je 5aBpIEH.

Hanomena 69.1. Y nexonuxo mocnemmmx Pas-ora (moves ox 62-0r yosHamy cMo
-Moxe ce pefiv- pasHe oGnuke MareMarudke MHIyKUMje. ITopell HaBeXeHMX MMa M
PasHUX IpyruX. Pel(umo, jelah o mBUX IVIaCH:

Paznu poxasa fopmyine (Vn € N) ¢(n) mocra je:
(i) Toxazary fopmyne 4(1), (4), ¢(9), yonmre Jopmyny omixa ¢(m), rie
je ™ KBaIpaT Hekor MpUpOIHOT 6poja.
(1) Ha ocHosy mpenocraske ¢(k), rme k € N Herpelusypana KoHCTaHTa
zmoxasat Jopmyny ¢k — 1).

CaM¥ HaTIpaBUTE HCKOIMKO HOBMX OGNMKA MaTEMaTIYKe MHIYKIIMJe.

*® Kaxe ce u opaxo: IoxasaT ¢(k) Ha OCHOBY IIPETTIOCTABKE TaYHOCTH $opMyTie ¢(n)
33 CBe n KOjU Cy NMPeTXOTHULM Gpoja k
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