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Milan Djuri¢ — in memoriam 7

IN MEMORIAM

Dr MILAN DJURIC rodjen je 7.VI 1937. godine u Zutoj Lokvi kod Brinja u Li-
ci, SR Hrvatska. Godine 1960. diplomirao je na Masinskom fakultetu u Beogradu.Po-
¢etkom 1961. izabran je za asistenta na Katedri za hidromehaniku istog fakulteta.Ju-
na 1963. odbranio je magistarski rad pod nazivom ,,Jednoparametarska metoda za re-
Savanje nestacionarnih laminarnih grani¢nih slojeva™ na Prirodno—matematickom fa-
kultetu u Beogradu, grupa za mehaniku. 1964. godine zaposlio se kao asistent u Ma-
tematickom institutu u Beogradu. Juna 1965. odbranio je na Prirodno—matematic-
kom u Beogradu doktorsku disertaciju pod nazivom ,Metoda za reavanje nestacio-
narnih ravanskih laminarnih grani¢nih slojeva”. Godine 1966. postaje nauéni sarad-
nik, 1971. visi naudni saradnik, a 24. decembra 1976. godine nauéni savetnik. Od
1973. do 28.decembra 1978, kada je tragi¢no izgubio zivot u saobraéajnoj nesreci,na-
lazio se na duznosti pomo¢nika direktora Matemati¢kog instituta.

U svom nauénoistrazivackom radu dr Milan Djuri¢ bavio se podjednako kako meha-
nikom tako i matematikom — u poslednjim godinama svog zivota poglavito matemati-
kom. Radovi iz matematike odnose se na oblasti diferencijalnih jednacina, topologije
i matematicke logike. Navodimo spisak nauénih radova, napominjuéi da je takodje ob-
javio i pet stru¢nih radova.

1. One—parameter method for calculation of non—steady laminar boundary layers,
Publ. Inst.Math., 5(19), (1965) 17-29.

2. A contribution to similar solution in the case of unsteady boundary layers, Mat.
Vesnik, 2(17) /1965), 7-14.

3. Unsteady laminar boundary layer on a rotational body which is put to spiral mo-
tion, Publ. Inst. Math., 5(19) (1965), 45—53.

4. PrenoSenje jedno—parametarske metode na nestacionarne grani¢ne slojeve sa usisa-
vanjem, Mat. Vesnik, 2(17) (1965), 15-20.

5. A method for solution of unsteady incompressible laminar boundary layers, Publ.
Inst. Math., 6(20) (1966), 29—55.

6. On the solution of unsteady laminar boundary layers past bodies of revolution
spinning about their axes, Publ. Inst. Math., 7(21) (1967), 169—184.

7. One—parameter solution of thermal boundary layers, Publ. Inst. Math., 7(21) (196’
163-168.
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MATEMATICKI INSTITUT — MATEMATICKI VIDICI 3 (1979), str. 11-17

PITANJE POSTOJANJA U MATEMATICI
Slavisa Presié, Beograd

1. Poéeo bih dvema ops$tim napomenama. Prvo, smatram da pitanje postojanja u sav-
remenoj matematici ne treba da bude od prevashodnog znacaja, kakvo je inace do-
brim delom bilo ranije, kroz istoriju matematike, kada je ponekad, i tako bi se mo-
glo reéi, matematika izlagana kao neka vrsta geografije. Druk&ije re¢eno, pitanje po-
stojanja u matematici dobrim delom je nasledje proslosti. Izgleda mi da se prema nje-
mu treba u matematici sliéno odnositi kao §to se to ¢ini u sluéaju, recimo, muzike,
knjiZzevnosti, slikarstva i sliénog. A tamo, kao §to nam je poznato, takvo pitanje sko-
To se i ne postavlja.

Ret postoji je, inaCe, veoma sloZena i nije. teSko utvrditi da se ona, kao jedna
re¢, upotreblja visestruko, 0odnosno u raznim znacenjima. Sledeéi njeno glavno, nje-
no prvotno znacenje, a to znaci i povezujuéi je sare&ju ostvariti, nije tesko utvrditi
da se u sluaju matematike u takvom smislu (neko bi rekao pravom smislu reci pos-
toji) moze govoriti jedino o postojanju objekata kakvim se danas bavi konstruktivna
matematika. U daljem izlaganju vratiCemo se ponovo toj injenici, a sada u vezi sa pi-
tanjem postgjanja pomenimo jo§ i ovo:

U raznim misaonim delatnostima koriste se mnogi pojmovi za koje se ne bi mog-

lo re¢i da su konstruktivne prirode. Pomenimo neke: vreme, prostor, sila, ljubav,

lepota, itd.
Prethodna primedba ve¢ prikriveno znaci pokusaj pravdanja §to se i u matematici (od
strane mnogih matematicara) koriste nekonstruktivni pojmovi, &iji predvodnik je sva-
kako beskonacan skup, odnosno beskonacnost. U kakvom smislu se moZe govoriti
o0 postojanju beskonaénih skupova, kao i o tome za$to se oni koriste govoriéemo ka-.
snije.

2. Druga opsta napomena sastoji se u ukazivanju na povezanost, pa ¢ak i direktnu za-
visnost mnogih matemati¢kih pojmova, naravno i nematematickih, od nas samih, od-
nosno naseg psiho—fizitkog ustrojstva. Slobodnije re¢eno, da smo mi druk&ije us-
trojeni, mnoge stvari bismo druk&ije shvatali, drukéije ,,gledali”. Recimo, da li bis-
mo, a i kako bismo, izgradili pojmove kao napred, nazad, levo, desno, a zatim &ak i
matematiCki pojam prave, ukoliko bismo umesto dva oka imali lanac o&iju raspore-
djen kao venac oko glave? Ne navodeéi’ dalie mnostvo sliénih zapaZanja istaknimo
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da s uopste za mnoge pojmove moze re¢i da su rezultat utisaka naseg uma. Da je
taj um druk¢ii, druk&iji bi i utisci bili.

3. Osvrnimo se sada na pitanje beskonacnih skupova i pokugajmo objasniti kako su
matematiari poceli raditi sa tim u matematici novopriznatim pojmom.

U matematici, pa i van nje, odvajkada postoji iskustvo u radu sa konaénim sku-
povima. Tako, u vezi sa pojmom kontinent prirodno je govoriti o skupu svih kon-
tinenata. Matematickim jezikom receno, radi se o skupu svih objekata x koji ima-
Ju svojstvo biti kontinent. Na sli¢an na¢in moze se govoriti o skupu svih godisnjih
doba, skupu svih prirodnih brojeva od 1 do 10, skupu svih milionskih gradova sve-
ta itd. U svakom od tih sluCajeva skup je odredjen karakteristi¢nim svojstvom svo-
jih ¢lanova, odnosno do skupa se dolazi, moze se i tako reéi, primenom ovakvog
pravila o:

Svojstvo S predmeta x > Skup svih predmeta x imajucih svojstvo S
§to s¢ moZe ovako Citati:

Datom svojstvu S predmeta x dodeljuje se skup svih predmeta x imajuéih svoj-

stvo S.
Pravilo o je, naravno, poniklo iz iskustva u radu sa kona¢nim skupovima, odnosno
re¢i ¢emo: ono jekonacnosno.Zamislimo sada da je S svojstvo opisano re¢ima: x je
prirodan broj. To svojstvo, kao §to znamo, ispunjavaju razni prirodni brojevi 1, 2,
3,4 itd. Da li ¢ i u ovom slu¢aju primenom pravila 0, odnosno primenom u stva-
1i prosirenog pravila moze govoriti o skupu svih prirodnih brojeva, §to bi svakako
bio beskonacan skup? Tu nastaje misaona raskrsnica: prihvatiti ili ne prihvatiti ta-
ko ,,0bogaéeno”, odnosno ekstrapolirano pravilo 0. Kao §to znamo, ima matema-
ti¢ara koji to prihvataju, ali ima i onih drugih. U Cantorovskoj matematici, tako
dalje nazivamo deo matematike u kome se prihvataju beskonaéni skupovi, esto
s¢ na sli¢an nacin uvode beskcnaéni skupovi. Medjutim, kao sto je dobro pozna-
to, slobodna, odnosno extrapolirana primena pravila o, dovodi do raznih teskoca
u aksiomatskoj teoriji skupova. Tacnije receno, tako se dolazi do raznih paradok-
sa.S tim u vezi, jedan od najtezih problema u aksiomatskoj teotiji skupova je: za
kakva svojstva S se moze govoriti 0 odnosnom skupu, u smislu da smo sigurni da
su zahtevi nalozeni na osnovne skupovne pojmove: $vojstvo, élan, skup medjusobno
logi¢ki neprotivureéni — o ¢emu ¢emo kasnije vise govoriti.

Navedimo jo§ da se u Cantorovskoj matematici ne koristi jedino extrapolirano
pravilo o, ve¢ se sli¢no postupa i sa elementarnom logikom, koja je takodje kona-
¢nosna, odnosno nastala iz iskustva sa konaénim skupovima.

4. Usvajajudi, inace, nominalisticko naCelo da se moze govoriti o postojanju nedega
jedino ukoliko je moguce dati odnosni zapis, tj. simbol, lako s¢ mogu navesti raz-
ni prigovori eventualnom verovanju u postojanje beskonacnih skupova. Razlog je
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tada, §t0 sa konacno mnogo znakova — a, samo, takve mozemo graditi — ‘nije mogu-
e opisati aktualno nijedan beskonacan skup. Neko bi mozda naveo ovakav prigovor.
Pa, sve prirodne brojeve, dakle, njih beskonadno mnogo, moZemo opisati pravilom,
odredjenim ovim zapisima

1eN

XEN=>XxeN
Tim konaCnim zapisina, uz pretpostavljena uputstva njihove upotrebe, postupno se
grade razni zapisi kao

L, 0, 171",
u proizvoljno velikoj koli¢ini, naravno konaénoj, osim ako se ne pretpostavi da pravi-
lo ,,radi” beskonacno puta. Tako se, istina, dolazi do beskonaéno mnogo objekata ali,
a to je bitno, tek uz pretpostavljenu upotrebu jednog drugog, pomoénog beskonaénog
skupa.

U vezi sa skupom prirodnih brojeva podsetimo se i ovakvog odlomka iz zamisljenog

izlaganja studentima. DeSava se da se takvom prilikom kaze i ovako:

Sa N oznacavamo skup svih prirodnih brojeva 1,2, 3, 4, 5, itd. Dakle:

N =1{1,2,3,4,5,..}

Po ¢emu taj zapis predstavlja beskonacan skup? Pa, studenti su veé od ranije naviknu-
ti, ¢ak bih rekao izdresimni, da im tri tackice, slobodnije re¢eno, znace lift za vinuce
u beskonacnost.

. Zasto se mnogi matemati¢ari i pored navedenih opravdanih prigovora strasno zanima-

ju za beskonaéne skupove, odnosno, dalje, za beskonacne relacijsko—operacijske struk-
ture. Jedan od glavnih razloga je, ¢ini se, §to je Cesto mnogo lakse raditi sa beskonaé-
nim skupovima, nego sa onim konacnim skupovima koji imaju veliki broj ¢lanova. U
stvari, slobodnije re¢eno, beg prema beskonaénim strukturama, odnosno obavljanje
takve idealizacije, &esto znali svojevrsno upro§éavanje, ,zaokrugljivanje’’. Na takav
nacin, izvesna beskona¢na matemati¢ka struktura sagradjena radi resavanja nekog pro-
blema predstavlja moze s¢ re¢i, jednu aproksimaciju, toliko ili onoliko odnosnu za pro-
blem. Medjutim, kao §to znamo, esto se i pomoéu izvesnih pribliznosti moze do¢i

do korisnih rezultata. Ako uz to dodamo i veé¢ navedeni razlog da rad sa beskona¢nim
strukturama moze biti i lak$i nego sa kona€nim, eto argumenata u prilog misljenju da
treba raditi, odnosno uzimati u matemati¢ka razmatranja i beskonagne strukture. Dak-
le, ponovo istaknimo, rad sa beskonadnim strukturama: prvo, moze biti koristan i dru-
go, moZe biti laksi no rad sa pojedinim kona¢nim strukturama. To su, naravno i te ka-
ko znaéajni razlozi koji opravdavaju rad sa njima. Pre razmatranja pitanja u kakvom, po
naSem miSljenju, smislu one postoje istaknimo i sledece:

Premda se do mnogih rezultata dolazi radeci sa beskonaénim strukturama (bolje je
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re¢i: uobmzZavanjem da radimo sa njima) svaki deo matematike koji se direktno ko-
risti je, u stvari, konacnosne prirode. Tako, u praksi je /2, slobodnije receno, jedan
od brojeva

14 141 1,414, itd.
integral se zamenjuje izvesnim konaénim zbirom i sli¢no.

. A sada nekoliko re¢i upravo u vezi sa pitanjem postojanja. Prema Hilbertu, slobodni-
je reCeno, reci postojati i biti neprotivurecan su skoro sinonimi. Naime, podrobnije
regeno, neka je F skup nekih matematickih aksioma iskazanih elementarnom logi-
kom (odnosno predikatskom logikom prvog reda). Tada, prema jednom od kjué-
nih stavova teorije modela (model je u stvari, drugi naziv za relacijsko—operacijsku
strukturu) za takve aksiome postoji model ako i samo ako je F neprotivurecan
skup*). U skladu sa tim, Hilbert smatra da dokazivanje neprotivurecnosti skupa
aksioma F znaci ujedno dokazivanje da u matematickom smislu p os toje ob-
jekti o kojima se govori u formulama iz F.

Naveli smo Hilbertovo glediste buduéi da se ono, na odredjen nacin, koristi u gle-
distu koje dalje podrobnije izlazemo.

Podsetimo se najpre da je nekada, pre dva—tri stoleéa, bilo potpuno jasno koji
problem jeste, odnosno nije matematicki. Medjutim, u nase vreme, skoro ni za je-
dan problem se ne moZe pouzdano wrditi da ne moze biti matennticki. Konaéno,
svedoci smo Cinjenice da napori za reavanje raznih problema ponekad &ak vode
nastanku novih matematizkih oblasti. Svakako da nije moguée da se u potpunos-
ti objasni kako se stvaraju nove oblasti. To je, na kraju, i najvisi &in u matemati-
¢kom stvaralastvu. Nesto sli¢no vredi i u slu¢aju stvaralastva u muzici, knjizevno-
sti, slikarstvu i sl. Medjutim, i pored istaknute nemoguénosti potpunog razjasnjenja
nastajanja novih oblasti mogu se, ¢ini se, navesti neka opsta zapazanja.

Tako, mnogo puta pri gradjenju novog koristimo se ve¢ postojeéim, starim is-
kustvom u radu, odnosno razmisljanju o drugim problemima. Znaéi, druk&ije re-
&eno, trudimo se da novo izgradimo pomocu starog. Medjutim, a to je bitno, Cesto
se pritom obavlja exstrapolacija starog iskustva. U tom smislu setimo se ve¢ nave-
denih primera. Moze se odmah postaviti pitanje: A da li je dozvoljeno vrsiti exzra-
polaciju iskustva. Jer, to je i u direktnoj vezi sa pitanjem postojanja. Na to pita-
nje vraéamo se nesto Kasnije.

Dalje, u gradjenju novog znacajnu ulogu ima nase matematicko obrazovanje, kao
i navika da ovako ili onako pristupamo razmisljanju o problemu. Naravno, na-
viknutost dobrim delom zavisi od nasih u¢itelja, odnosno ostrije regeno, upotre-
bljenog dresiranja kome smo nekad bili podvrgnuti. Medjutim, u stvaranju novog
navike &esto pruzaju najveéi otpor, pa radjanje novog zna&ii, moze se tako reéi,

* . .
)Pomenimo da se to dokazuje uz koriS¢enje aksiome izbora.

s
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oslobadjanje od nekih navika, kao misaonih zapreka.

. Pokusacemo sada da i odredjenije zamislimo, kako se &esto obavlja refavanje ne-

kog problema (prakse ili teorije) pomoéu neke ve¢ postojeée matematiZke teori-
je ili, ako to treba, kako se radi reSavanja problema stvara nova teorija.

Pa, najpre, usmeravanjem razmiljanja na problem — a to zavisi od mnostva
¢inilaca — prikupljamo razne podatke, odnosno misaone utiske i tako stvaramo,
moZe se reéi, misaonu sliku problema. Nas$ um, pored ostalog, tada ima ulogu upi-
jaca utisaka, reéi ¢emo i snirﬁac’a, sli¢no kakvome foto—aparatu. U vezi sa misa-
onom slikom problema postoje dve moguénosti: ona je izgradjena od pojmova
neke veé poznate teorije, ili se u njoj pojavljuju sasvim novi misaoni utisci, dota-
da nepoznati. Tako, primera radi, pretpostavimo da imamo ve¢ izgradjenu aritme-
tiku A prirodnih brojeva i da Zelimo, odnosno trudimo se da problem P resimo
pomoéu rje. U misaonoj slici tada, sledstveno re€enom, udestvuju razni pojmovi
teorije A koji su dodeljeni, nadeveni problemu P. Na taj naéin problemu P se pri-
druzuje jedan drugi problem P > iz teorije A. ReSavanjem tog problema Py sred-
stvima teorije A, a to je sada pitanje za sebe, dolazi se do, u stvari, uslovnog re-
Senja polaznog problema P. Uslovi su ovakve prirode:

Dobijeni zakljucci su verni do na veru u adekvatnost brojevnih nadeva.

Naravno, mozZe se dogoditi da je problem P takav da mu nikakva misaona bro-
jevna slika ne bude odgovarajuca, tj. da nikakvo nadevanje brojevnim pojmovima,
slobodnije receno ,,obrojavanje” ne bude uspesno, odnosno odgovarajuce.

Pretpostavimo da je P neki problem za koji nam ne uspeva da mu na adekva-
tan na¢in pridruzimo, nadenemo sliku pomoc¢u pojmova nijedne od poznatih te-
orija. Tu su sada moguéa dva sucaja: u jednom nam uspeva da sliku izrazimo u-
potrebom raznih pojmova savremene matematike kao: skup, relacija, funkcija i
dr., a u drugom sluc¢aju tako §to nam nikako ne polazi za rukom.

Upotrebom odredjenog jezika, recimo jezika predikatskog raduna prvog reda,
ukoliko je on prikladan za refavanje problema, u prvom sluéaju misaonoj slici
odgovara neki skup F predikatskih formula koje imaju ulogu aksioma. Tim ak-
siomama su izrazene, tokom razmiSljanja o problemu, uocene veze izmedju raz-
nih relacija, operacija, funkcije i dr. koje su ¢lanovi pretpostavljene misaone sli-
ke. U takvom slu¢aju refayanje problema je u uskoj vezi sa izvodjenjem raznih
logi¢kih posledica iz aksioma F. Sve izvedene posledice mogu se tumaéiti kao
zakljuéci o problemu P, ali samo do na stepen uverenosti da su zahtevi izrazeni
aksioma F potpuno adekvatni problemu. U stvari, to moze biti sporno, jer pri
gradjenju aksioma, §to smo ve¢ pominjali,&esto se vrie pojednostavljenja, ,za- -
okrugljivanja” uvodjenjem navodnih beskonagnih skupova, koriséenjem ekstrapo-
lacije prethodnog iskustva i sli¢no. U vezi sa pitanjem adekvatnosti odabranih
aksioma pomenimo pomalo u slobodnoj %ali i ovakvu opasku: Savremeni fizi-
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Cari ponekad radi reSavanja nekih problema naprave teoriju, pa nakon toga ,;mole
prirodu da je zadovolji.

Pored adekvatnosti, ali u stvari i u vezi sa njom, osnovno pitanje u vezi sa ne-
kim sistemom aksioma F jeste pitanje njegove logicke neprotivurednosti jer, kao
§to je poznato, u klasi¢noj logici predikata, iz protivure¢nog sistema aksioma mo-
Ze se izvesti svaki zakljuéak.

Ne razvijajuéi dalje sli¢ne ideje, ukoliko su u pitanju slucajevi regavanja one vr-
ste problema kod kojih je to pogodno &initi pomocu klasi¢ne predikatske logike
i skupova, pokusajmo ukazati na izvesne opste misli za koje o&ekujemo da se od-
nose i na one slucajeve kada nam ne uspeva da misaonu sliku izgradimo pomoéu
pomenutih pgjmova.

Prema dosadagnjem visevekovnom iskustvu u refavanju raznih problema uvek
smo koristili izvestan odabran jezik odnosno sistem simbola. Pomocu takvog sis-
tema uvek smo misaonu sliku na odredjen na&in izrazavali odgovarajuéom, reéi
¢emo, simbolskom slikom (slobodnije éemo reéi crtezom).

Aksiome, kojima se zadaje neka teorija, shvacene kao zapisi, su primer simbol-
ske slike. Sli¢no, neki algoritam, formalna teorfja itd. zadaju se odnosnim simbo-
Iskim slikama, zapisima, crteZima.

Kao $to smo ve¢ pomenuli, simbolskoj slici, crtezu prethodi misaona slika, ko-
jom se naravno odredjuje, i tako se moze reéi, jedna u stvari, glavna interpretacija
(tumacenje) simbolske slike. Zapravo, po nasem misfjenju, matematika se sastoji
iz raznih delova i svaki od tih delova je odredjen dvema odrednicama:

misaonom i simbolskom slikom

4. svaki deo je svojevrsno dvojstvo. Nesto sliéno vredi i za knjizevnost, slikarstvo,
muziku itd.

Medjutim, zanimljivo je, pa i sustinski vazno, da matematicke simbolske slike
pored glavne interpretacije dopustaju i mnostvo drugih. To svqjstvo ¢emo zvati
viserodnost. Tako, primera radi, zamislimo da smo odredjenim razmisljanjem u
vezi sa skupovima (uvodeéi u razmiSljanje ¢ak i razne beskonacne skupove i mno-
ge druge ,uobrazene” pojmove) dogli do nekog sistema aksioma, recimo ZF —
koji potige, kao §to znamo od Zermela i Fraenkela. Za dobijeni skup aksioma,
odnosno simbolsku sliku, pored glavne moguée su, recimo i ovakve interpretaci-
je: 4
— svaku od aksioma, pa i uopite ma koju formulu predikatskog raguna, mozemo

bukvalno shvatiti kao re¢ sagradjenu od polaznih znakova: €, logi¢kih znakova

AsVs=se s 1,Y, 3, promenljivih i sl. Ako tako postupamo nije tesko uvideti

da se rad. sa aksiomama ZF (izvodjenja i drugo) moze shvatiti i kao igra regi-

ma, jedna vrsta pasijansa. Sliéno se mozZe u&initi i u slu¢aju ma koje do sada

Pitanje postojanja u matematici 17

poznate simbolske slike (neke teorije). Upravo blagodareéi toj okolnosti pruzena
je moguénost da nas u refavanju mnogih problema zameni masina ;

— pretpostavimo sada da, u vezi sa re¢enim, svakom od polaznih znakova, a dalje
sli¢no uéinimo i sa njihovim re¢ima, kao i sa konacnim nizovima rei, dodelimo
po jedan prirodan broj. Tada se rasudjivanja u okviru uzetih aksioma mogu pres-
likati na odredjeno rasudjivanje u vezi sa prirodnim brojevima. Ova ideja — ideja,
slobodnije reeno, ,0brojavanja” simbolske slike (a i ona je veoma opsta) pripa-
da Godelu;

— kao treu moguénost interpretiranja simbolske slike navedimo onu kad se govo-
1i 0 tzv. modelima sistema aksioma ZF (odnosno i uopdte). Tada je, pored ostalog,
poznat i tzv. Skolemov paradoks, prema kome, na primer, ukoliko je ZF ne-
protivurecna teorija, tada za nju postoji zadovoljenje, tj. model koji gradi skup
N-prirodnih brojeva (znaci biti skup se sada tumaéi kao biti prirodan broj) u
odnosu na izvesnu binarnu relaciju € tog skupa.

I na kraju, nekoliko opstih re¢i direktno u vezi sa pitanjem postojanja, premda
smo u celom izlaganju mestimice i o tome govorili. Po nasem niSlienju korisno je
da se u matematici pitanje postojanja tretira sa veoma blagim zahtevima. Odredje-
nije receno, smatramo da se, u slu¢aju matematike, za nesro moze reci da postoji
ukoliko o tome umemo da mislimo, a da smo pri tom uvereni, da se, slobodnije
receno ,,misli neée posvadjati”, tj. necemo doci do nekih suprotnih zakljucaka.

Tako, za neke matematicare se moze dogoditi da ne priznaju postojanje, reci-
mo, teorije grupa, aksiomatske teorije skupova i sl., kao sto poput toga neki lju-
di ne moraju prihvatiti postojanje, recimo, apstraktnog slikarstva.

U vezi sa navedenim gledistem o postojanju, istaknimo i sledece. Prvo, pitanje
postojanja doveli smo u direktnu vezu sa pitanjem $§tz znaci umeti miskti — Cije
razjasnjenje je za sebe zanimljivo i veoma zamrseno. Drugo, naveden je i uslov ,da
se misli ne¢e posvadjati”. S tim u vezi pomenimo da se u svakodnevnoj matematic-
koj praksi Gesto i prirodno sreéemo &ak i sa hipotetickim postojanjem(pogodbe-
nim postojanjem) kada, naravno, unapred nismo ubedjeni da se ,,misli neée posva-
djati”. I tada nesto postoji sve dok ne dokazemo suprotno, tj. dodjemo do neke
kontradikcije (odnosno ,misli posvadjamo™).
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O RAZLICI CISTE I PRIMUJENJENE MATEMATIKE
U SVIJETLU MATEMATICKOG POSTOJANIJA

Zvonimir Sikié, Zagreb

I Sto je predmet matematike? Opisuje 1i matematika predmete i koji je modus eg-
zistencije tih predmeta? O temu je rije¢ u matematici? Veé kada je rije¢ o naj-
osnovnijem prvom predmetu matematike, (prirodnom) broju, nase se razumijeva-
nje vrti u mnostvu neodredjenosti. Pokusat éu objasniti odakle izvire ta neodredje-
nost, a time i nesigurnost koja je karakteristi¢na za susrete s ovim pitanjima.

Konkretizirajmo pitanje do kraja: Na §to mozemo uputiti onoga koji pita §to
je broj 3?7 Nudjeni su razni odgovori, vezani uz realne predmete, njihova koligin-
ska svojstva, znakove, urodjene ideje, objektivne ideje itd. Po mojem misljenju naj-
jednostawnije i najpoucnije je upuéivanje na odredjenu skupinu, na primjer palacka-
ziprst i srednjak, kombiniramo, a to je najbitnije, sa govomo—pokaznom podukom
iz brojenja. Ova se sastoji u izricanju brojeva jedan, dva i tri, popraéenom pokazi-
vanjem pojedinih ¢lanova uogene skupine (palac, kaziprst i srednjak). Osnovni pri-
govor ovoj poduci je upravo to da je ona puka poduka o upotrebi brojeva i da sto-
ga unaprijed pretpostavlja jedan odgovor na pitanie, gdje su i §to su brojevi, koji se
tim postupkom prebrajanja vezu uz uo&enu skupinu. Iz tog prigovora izrasta pozna-
ta Fregeova definicija prirodnog broja. Naime postupak u kojem se brojevi veé una-
prijed spominju, a koji je gore opisan, zamijenjuje se postupkom kojim se dovode
u 1-1 korespondenciju dva skupa. U tom novom postupku brojevi se vise ne spo-
minju i time se na poznati nadin broj pokugava razumijeti putem razumijevanja ko-
respondencije skupova tj. kao zajednicko svojstvo medjusobno korespondentnih (sli-
¢nih) skupova. Nagin egzistencije brojeva je time vezan uz nadin egzistencije skupo-
va i njihovih korespondencija.

Ranije spomenuti prigovor i ovo razjasnjenje izviru iz jednog ontologkog pritis-
ka — jednog zahtjeva da se za ono o zemu je rije¢ eksplicite utvrdi da jest i da se
nadalje utvrdi §to jest, to §to jest, i gdje jest, to §to jest (u kojqj sferi onoga &to
Jest). Jedan daljnji ontoloski pritisak (sada potaknut svojstvom, koje je zajednicko
sli¢nim skupovima) dovodi Russella do ekstenzionaliziranja tog zajednickog svojst-
va tj. do zakljucka da je broj upravo skup svih medjusobno slicnih skupova. Ovaj
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pristup nosi u sebi sve one teskoce, koje donosi pokusaj razumijevanja korespondenci-
je, pogotovo pokusaj razumijevanja korespondencije mimo svakog brojanja.

Sam ontoloski pritisak ovime nije ukinut nego je premjesten u jednu drugu sferu
(no to i nije neki prigovor).

Ono na §to sam zelio upozbriti je to da je ova tip argumentacije, kojom domini-
™ ono §to sam nazvao ontoloskim pritiskom, atipi¢an za matematiku. Moja je teza da
je za matematiku, kada je zovemo ¢istom matematikom, konstituirajuée upravo to da
je oslobodjena svakog ontoloskog pritiska i da je u odredjenom smislu matematika up-
ravo ono $to je moguée mimo ontolodkog pritiska. Konkretizirat éu tu tezu na veé po-
krenutom problemu (postojanja) broja u matematici.

Matematika brojeva ili aritmetika primjerom pokazuje kako je moguéa znanost (i zna-
nje) o brojevima mimo ontologiziranja broja. Predmet aritmetike nisu brojevi u Frege—
—Russellovom ili bilo kojem drugom ontologiziranom smislu, nego je njen predmet ulo-
g brojeva u brojanju, a potom i spajanju, odbijanju, umnazanju, podjeli itd. Prisutnost
te uloge u aritmetici realizirana je nosiocem uloge tj. brojevnim znakom (brojkom) i ta
prisutnost omoguéuje izvodjenje aritmetike. Uloga tih nosilaca odredjena je prvo njiho-
vim nabrajanjem, u smislu potencijalne ostvarljivosti brojki, a potom njihovim zbraja-
njem u smishu potencijalne ostvarlfjivosti zbrajanja brojki itd. Tu potencijalnu ostvarlji-
vost obi¢no kodiramo u obliku pravila:

Nabrajanje brojki

=0
m = ml

Sumiranje brojki

= m,0,m
m,n, p=m,nl, pl

Kada ovako odredjene uloge shvatimo kao transformaciona pravila brojevnih znako-

va mozemo se sloZiti, ali samo u tom, a ne nekom poigravaju¢e formalnom smislu,

s Cesto ponavljanom tvrdnjom da aritmetika nije studij samih brojeva nego transfor-
macionih pravila (potencijalno ostvarljivih) brojevnih znakova. To §to u aritmetici

ipak govorimo o brojevima implicite pokazuje neoptereéenost tog govora ontolos-

kim pritiskom. Razliku broj—brojka eksnliciramo tek onda kada 7elimo kao gore ek-
splicirati tu neonterecenost.

U vezi s postojanjem brojevnih znakova i transformacionim pravilima, koja od-
redjuju njihove uloge, potrebno je jos reci slijedece. Transformaciona pravila imaju
normativni, a ne deskriptivni karakter. Takvim pravilom, kao §to smo vidjeli, pos-
tavlja se norma potencijalnog ostvarivanja brojki, njihovog sumiranja itd. S druge
strane brojevni znak se opire ontoloskom pritisku svojom proizvoljnoiéu. Bilo §to,
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§to jest, moZe biti brojevni znak (i nije jedino §to jest). Upravo ta ontoloska proizvolj-
nost brojki temelj je izvodjenja aritmetike, jer u njoj lezi moguénost (potentia) ostvare-
nja nove brojke, §to omoguéuje iskazivanje potencijalne ostvarljivosti u obliku ranije na-
vedenih pravila. _

U normativnom karakteru ¢iste matematike i ontoloskoj proizvoljnosti, koja omogu-
¢uje njeno izvodjenje, leZi njena sigurnost, ili kako se to katkada s ponosom i Cesce s
nerazumijevanjem kaZze njena vjeCna istinitost.

Desava se medjutirn, da se suo¢imo s tom sigurnoséu, a da jo3 nismo (ili mozda vi-
e nismo) svjesni njenog izvora i tada ga, pritisnuti ontolodkim pritiskom; Zelimo otkri-
ti i pokazati tako, da (ontoloski) zasnujemo predmet matematike, a nju shvatimo kao
deskripciju tog negdje prisutnog predmeta. Jasno je da se u ontoloskoj obaveznosti (ina-
¢e izuzetno znacajnoj) i deskriptivnom karakteru tako shvaéene matermutike gubi ona
sigurnost s kojom smo bili suoceni i do ¢ijeg nam je izvora bilo stalo. U potrazi za sa-
mim izvorom sigurnosti mi postajemo nesigumi, pa se, zbunjeni time, po¢injemo vr-
tieti u mnostvu neodredjenosti.

Treba stoga biti svjestan da jedno ontolo¥ko zasnivanje matematike (tj. zasnivanje

matematike kao deskriptivne znanosti putem zasnivanja njenog predmeta) ne moze
imati onaj karakter sigurnosti, koji ima ¢ista matematika.

Nakon ovog, svakako ne dovoljno detalinog, uvida u karakter Ciste matematike i nje-
nog zasnivanja, kazat éu nekoliko rije¢i o apodikti¢koj istinitosti matemati¢kih tvrd-
nji, kao i o logici te apodiktiénosti.

Gore prikazano razumijevanje ¢iste matematike brojeva, navelo nas je, da je u jas-
no odredjenom smislu shvatimo kao izu€avanje transformacionih pravila brojevnih
znakova. To izuZavanje zahtjeva jedan govor, asertori€ki govor, govor kojim se tvr-
di, govor tvrdnji.

Jedna jednostavna aritmeticka tvrdnja je tvrdnja o potencijalnoj ostvarljivosti ne-
kog izradunavanja (sumiranja, mnozenja itd.). Npr. jednom takvom tvrdnjom tvrdi-
mo potencijalnu ostvarljivost trojke m,n,p primjenom pravila zbrajanja. Toj tvrdnji
0 potencijalnoj ostvarljivosti ili o konstruktibilnosti dajemo oblik + m, n, p ili uo-
bi¢ajenije m + n = p. '

Apodikticka istinitost jedne takve tvrdnje lezi upravo u potencijalnoj ostvarljivo-
sti normativno usmjerenih izracunavanja. Ona je osigurana ostvarljivo§éu propisane
konstrukcije, dakle ostvarljivos¢u jedne sinteze, koja nije deskriptivna nego norma-
tivno usmjerena (kazano starijim rijeénikom apriorna). Mozemo reci da je znacenjem
tvrdnje (u nagem slucaju to je potencijalna ostvarljivost jedne konstrukcije) odredjen
kriterij njene istinitosti.

Ne ostaje medjutim sve na govoru jednostavnih tvrdnji. Tvrdnje vezémo veznici-
ma, negiramo, partﬂ(ﬂlariziramo, univerzaliziramo itd. U Eemu je i 3to je istina poje-
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dinih tvrdnji ovako bogatog asertori¢kog govora? Koja su znacenja tih tvrdnji?

Dokle god se u nasem govoru zadovoljavamo jednostavnim vezanjem tvrdnji po-
moéu tzv. propozicionalnih veznika (ukljuujuéi i negaciju), znadenja i kriterije is-
tinitosti tako dobivenih tvrdnji u potpunosti razumijevamo dvovaljianim (klasi&nim)
shvaéanjem istinei lazi kao predikata, koji se tvrdnjama pridaju ili odri¢u u skladu
s tzv. tablicama istinosnih vrijednosti pojedinih veznika.

Da je to razumijevanje u skladu s razumijevanjem jednostavnih tvrdnji i da je
taj sklad moguce na izvjestan nacCin progiriti i na univerzalne tvrdnje pokazuje nam
primjerom rekurzivna aritmetika kako ju je razvio Skolem 1923% On je pokazao
kako je moguée u rekurzivnoj aritmetici u potpunosti simulirati govor, propozici-
onalnim veznicima vezanih tvrdnji, ¢isto racunskim govorom jednostavnih tvrdnji.
Na taj je nadin &isto aritmeti¢ki fundirana jedna logika, ali lifena neposredne upo-
trebe partikularnog (egzistencijalnog) i univerzalnog kvantora. Jedna vrlo jaka ari-
tmetika mozZe se razviti na taj nacin.

Ostaje otvoreno pitanje, koje znacenje imaju univerzalne i partikularne (egzis-
tencijalne) tvrdnje? U &emu je i §to je istinitost tih tvrdnji? Konkretno §to znaéi
tvrdnja: Bar jedan neparan broj je savrien, ili tvrdnja: Svaki neparan broj je nesavr-
sen? Ukoliko pritisnuti ontoloskim pritiskom razumijemo ovakve tvrdnje kao des-
kripcije aktuelno postojeceg podrucja brojeva (najcesce shvacenog iskljucivo po a-
nalogiji s aktualno ostvarljivim tj. konacnim skupovima) tada su znacenja tih tvrd-
nji deskripcije stanja stvari u tom podrugju. Uvjet istinitosti odredjen tim znage-
njem je adekvacija deskripcije stanju stvari. Nesigurnost Roja proizlazi iz tog razu-
mijevanja veé je naznacena. (Nadalje, ovaj uvjet istinitosti neke tvrdnje ne pruza
ujedno i kriterij istinitosti.)

Ukoliko nam je i ovdje stalo do sigurnosti ¢iste matematike, mi ve¢ znamo gdje
lezi njen izvor. (On je opisan u prvom odjeljku.) Sada se dakle radi o tome da se
zasnuje jedna (recimo po analogiji) matematika asetorickog govora neoptereéena
ontoloskim pritiskom. Ta matematika tj. matemati¢ka logika u jednom smislu ¢ak
i prethodi onoj ranije opisanoj (slobodno receno u onom smislu u kojem govor
prethodi brojanju). Rekao bih jo§ samo toliko da se tu radi o zasnivanju konstruk-

tivne matematiCke Iogikeﬂ.

*SKOLEM, Th Begrﬁndung der elementaren Arithmetik durch die rekurierende Denkweise
ohne Anwendung scheinbarer Veranderlichen mit unendlichem Ausdehnungsbereich. Skrif-
ter Norske Videnskaps—Akademi, I, No. 6b, Oslo.

**Jedan drugi nacin suoCavanja s tom nesigurnoscu je Hilbertova metoda idealnih elemenata,
koja se treba opravdati ispunjenjem njegovog programa. Bit metode je da se problematizira-
ne tvrdnje (idealni elementi), liSe svakog znacenja i shvate samo kao pomoéno srestvo pu-
tem kojega se omoguéuje lakse utvrdjivanje istinitosti jednostavnih tvrdnji, ¢ije nam je zna-
¢enje jedino neposredno dano. U tu svrhu dopusta se izvodjenje tih tvrdnji i izvodjenja iz
tih tvrdnji u skladu s manipulativnim principima, koji su slike logi¢kih principa, bilo kon-
struktivno bilo ontolo3ki zasnovanih (kao §to je npr. princip tertium non datur — naime je-
dno stanje stvari ili je aktuelno ostvareno u aktuaino postojeéem podrudju ili nije). Medju-
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HI Iscrpljuje li ¢ista matematika, kako smo je ovdje razumjeli, svu onu aktivnost, fro-

8lu i sadasnju, koja je kulturno i povijesno oznadena kao matematika? Sigurno ne.
Van opsega Ciste matematike ostaje primijenjena matematika tj. ona matematika
koja prihvaca ontoloski pritisak, koja je po intenciji deskriptivna. To je, primjerice,
geometrija shvacena kao deskripcija postojeceg prostora ili matematicka analiza shva-
¢ena kao deskripcija brojevnog pravca (kontinuuma) i promjenljivih veligina &ija se
promjenljivost mjeri funkcijama, koje ovise o argumentima s brojevnog pravca.

Po Cemu je takva, primijenjena matematika jo§ uvijek matematika? Moze li se
njena matematiénost uskladiti sa onim 3to smo do sada rekli?

U jednom smislu moze. Primijenjena je matematika, istina, deskriptivna po svo-

joj intenciji, ona upucuje na svoj predmet, ali u samoj izvedbi ona teZi onoj apo-

dikti€nosti Ciste matematike o kojoj je ranije bila rije€. Ta teznja ogituje se u sa-
mom odnosu prema predmetu primijenjene matematike. Pretpostavke o prirodi tog
predmeta uvijek se pokusavaju svesti na minimum. To je karakteristi¢no.

Poucan primjer je aritmetizacija matematicke analize; zamjena infinitezimala, ko-

ji je tipi¢an proizvod ontoloskog pritiska, grani¢nim procesom, procesom priblizava-

nja.

Programi koji su i8li za tim da pruZe sigurnost Giste matematike primijenjenoj ma-
tematici, oslobadjajuci je ontoloskog pritiska njenog predmeta, Eesto su uspijevali sa-
mo u tome da zamjene njen predmet jednim novim predmetom, dakle da premjeste

ontoloski pritisak u jednu novu sferu (vidi str.18). Poznati primjer je skupovno—teo-
rijsko zasnivanje matematike.

Moja posljednja teza je da je teorija skupova (razvijena od Cantora na dalje kao
teorija transfinitnih ordinala i kardinala), primijenjena matematika, u ovdje jasno na-
znaCenom smisly, i da kao takva ne moze sluZiti zasnivanju matematike. Naprotiv,
pravi je zadatak da se upravo rjoj pokusa pruZiti sigurnost Giste matematike, zasni-
vanjem jedne matemnatike skupljanja i transfinitnog nabrajanja, u ontoloski neontere-
¢enom smislu. Mislim da je to do jedne mjere moguée, i to onda kada se radi o teo-
nji transfinitnih ordinala. (Mozda je to i najznalajniji zadatak Giste matematike.) U
slucaju transfinitnih kardinala sumnjam da je takvo zasnivanje uopée moguée. Zasto?

Teorjja skupova se nakon bumog razdoblja svoje mladosti, u kojem je bila tesko
potresena antinomijama, koje su zbunjivale, konaéno konstituirala kao deskripcija
kumulativne, po tipovima izrasle, strukture skupova u Zermelovom smislu. Treba pri-
znati da se od tada u teariji skupova nije pojavila niti jedna antinomija. Medjutim,
isto tako treba priznati da je kumulativna struktura priliZno varljiva. Uglavnom je
prihva¢amo 3kolskim treningom i te¥ko da imamo bilo kakav uvid u tu bogatu struk-

tim porjjeklo tih manipulativnih principa se metodi¢ki zanemaruje i previdja, tako da matema-
tika postaje igra u kojoi samo mali dio ima direktno znadenje i smisao. Ona se naknadno kao
cijelina opravdava metamatematikim dokazima konzistencije, koji bi trebali osigurati slijedeée (2):
Svaka tvrdnja, koja ima direktno znaCenje (realni element) i koja se u okviru igre moZze dokaza-
ti, po samom svom znaCenju je istinita.
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turiranost. Ontoloski je ona potpuno nezasnovana. Sigurno nije zadatak &iste ma-
tematike da je ontoloski zasnuje, ali tu se i ne radi o Cistoj matematici nego o
njenoj primjeni na ne§to $to se mora, ukoliko nam je stalo do sigumnosti, samo so-
bom tj. vanmatemati¢ki, ontoloski osigurati. Takvi pokusaji su rjetki i prili¢no ne-
uvjerljivit. _

S druge strane matemati¢kim izvodjenjem teorije skupova (za koje je karakteri-
sti¢no da se ne optereéuje ontolodkim problemima) pokusava se, koliko je to mo-
guce, zaobi¢i ontoloska obaveznost, koju nameée predmet izucavanja. Pokugava se
s aksiomatikom; dakle, obavezati se §to manje, §to odredjenije, jasno to iskazati ak-
siomima i potom djelovati Zisto matematicki. Medjutim:

1. Matematic¢ki tretman se u ovakvim sluéajevima, gotovo uvijek, sluzi i principima,

koji su ontoloski zasnovani (na primjer, tertium non datur), bez ispitivanja nji-

hove matemati¢ke opravdanosti (npr. Hilbertovom metodom spomenutom u fus-
noti). Tu je prisutna jedna presutna pretpostavka o ontoloskoj zasnovanosti pred-

meta izuCavanja.

2. Skolemov paradoks pokazuje da matematicki tretman, bez obzira na snagu aksi-

oma, sam po sebi ne obavezuje na velike kardinale. Drugim rijeGima, da bi rezulta-

te takve teorije skupova shvatili kao rezultate o transfinitnim kardinalima nuzna
je interpretacija tih rezultata na kumulativnoj strukturi, §to zahtijeva uvid u tu
strukturu i njeno ontolosko zasnivanje. To je i najjadi odgovor na ,,Zasto? ” iz
pretproslog pasusa.
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MATEMATICKI PRAVCI I PROBLEM POSTOJANJA
Marica Presi¢, Beograd

U vezi sa pojmom postojanja nekog matemati¢kog objekta pripadnici tri glavna
pravea: logicizma, formalizma, konstruktivizma imaju razlicita gledista.

Za Iogiciste postojati znagi biti istinit. Blize, neki objekat c koji ima svojstvo S
postoji ukoliko vredi (3x) S(x), tj. ukoliko je ta formula‘) istinita u okviru prihva-
¢enih logi¢kih aksioma i pravila izvodjenja. Prihvatanjem takvog gledista ne moze se
dokazati postojanje, na primer, neke funkcije izbora, jer logicisti nisu skloni da uklju-
ge aksiomu izbora u logicke aksiome. Sli¢no, ne moze se samo na osnovu logike, re-
cimo one izlozene u Principia Mathematica, dokazati postojanje nekog objekta koji
je karakterisan pripadnoséu nekom beskonagnom skupu, jer ni aksioma beskonacno-
sti nije ukljuéena u logicke aksiome. Medjutim, u nekim kasnijim varijantama logici-
stickih sistema (recimo neki Kamapovi sistemi u kojima se ne koriste imenski ve¢
koordinatni jezici) aksioma izbora prirodno proisti¢e kao logicka istina, pa se time
dobija sira klasa matematickih objekata za koje se moze dokazati postojanje.

Osnovna teza formalista, taénije samog Hilberta, u vezi sa postcjanjem je: pos-
tojati znaéi bifi neprotivurec‘anz). Pri tome se ne misli na, do tada obilato koridcene
modelske dokaze neprotivurecnosti, ve¢ na sintaksnu neprotivure¢nost u okviru od-
govarajuée formalne teorije. Pri tome, rasudjivanja pomocu kojih takvi dokazi treba
da budu izvedeni moraju biti strogo finitna (ne smeju se oslanjati na princip isklju-
Cenja treteg primenjen na beskonaZne klase objekata, na aksiomu izbora, niti doka-
zi mogu biti izvedeni redukcijom na apsurd i sl.). Zna¢i sve ono to su intuicionisti
prognali iz svoje matematike Hilbert je prognao iz metamatematike.Jos i viSe — pro-
gnao je &ak i potencijalnu beskonagnost. Hilbert se nadao da se dokaz neprotivure¢-
nosti moze izvesti pomenutim finitnim sredstvima date formalne teorije. To, kao $to
znamo, nije uvek moguée, jer na osnovu Godelovih rezultata sledi da svaka dovolino
bogata formalna teorija ima ograni¢enu deduktivnu mo¢. S druge strane na osnovu
druge teoreme potpunosti sledi da su pojmovi sintakticke i semanticke neprotivurec-

£ l)Pri tome su x i S odgovarajuéih tipova.

2)l"o znaéi da u okviru neke teorije T postoji objekat sa svojstvom S ukoliko je {T, (Ix) S(x) }
i neprotivureéna teorija.

U poslednjim radovima Hilbert u svom misljenju o postojanju odstupa na neki naéin od teze
,,biti neprotivureéan” i u metamatematici je zamenjuje sa ,,biti istinit™.
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nosti ekvivalentni pa da otuda nema potrebe bezati od modelskih dokaza.

Osnovna teza intuicionista je da postojati zna&i biti konstruisan. Toj tezi oni pod-
¢injavaju i sam karakter matematike, ograni¢avanjem dopustivih matemati¢kih metoda.

Opsta karakteristika ¢isto egzistencijalnih dokaza je da se o postojanju nekog mate-
matickog objekta zakljucuje ne njegovim dobjjanjem iz prostijih objekata primenom
niza konstrukcija, §to je za intuicioniste jedini moguéi naéin, ve¢ zakljucivanjem da je
logicki neizbezno da takav objekat postoji. Pri tome se Cesto u takvom rasudjivanju ko-
riste princip iskljuCenja treceg ili metoda svodjenja na protivure¢nost. Takve dokaze in-
tuicionisti ne priznaju i smatraju da bi ujednadenje postojanja sa dokazom nemoguénos-
ti negacije predstavljalo degradaciju matematike na praznu igru. Kratko, Gisto egzisten-
cijalna tvrdjenja su s tacke glediita intuicionista besmislena. Za nekonstruktivne doka-
ze postojanja smatraju da oni mogu biti samo povod za trazenje odgovarajuceg kons-
truktivnog dokaza. Tek kada je takav dokaz nadjen moze se re¢i da je problem resen.
Medjutim kako bi se uopste bez takvog , povoda” mogla resiti, na primer, jednadina

3P +2x3 +11x2 +8x—4=0"?

Kako bi intuicionista uopste mogao poceti resavanje te jednacine bez oslanjanja
na Cisto egzistencijalna tvrdjenja na osnovu kojih je jedan koren recimo izmedju 0 i
1. Kada je to tako, gde je onda mesto tome ,,povodu” u intuicionisti¢koj koncepci-
ji. Ako tgj ,,povod” nije matematika on o&igledno nije ni besmisao, jer konstrukti-
van dokaz postojanja se bitno oslanja na egzistencijalnom. U koju onda od triju ob-
lasti judske delatnosti: matematiku, nauku, jezik, spadaju takvi ¢isto egzistencijalni
dokazi?

Postojati — biti konstruisan, je samo jedna vrsta postojanja matematickih objekata;
istina, za primenu najvaznija. Medjutim, i pre intuicionista je posebno istican konstruk-
tivni karakter postojanja nekih objekata (recimo trouglova u geometriji i uopste geome-
trijskih figura koje se mogu konstruisati §estarom i lenjirom). Zasto se odricati mogu¢-
nosti logi¢kih dokaza postojanja koji nisu konstruktivni kada nam gipkost naseg moz-
ga to dozvdjava. Tim pre §to pojam ,konstruisati” nije jasno definisan, jer i medju in-
tuicionistima postoji viSe shvatanja tog pojma. Mada Brauer energi¢no osporava takvo
miljenje i smatra da postoji jedan apsolutni pojam konstrukcije, ipak danas moramo
priznati da je taj pojam relativan. MoZe se definisati viSe pojmova konstruktivnosti pre-
ciziranjem od kojih objekata polazimo i koje su elementarne konstrukcije dozvoljene.

Izneli smo tri osnovna miSlienja 0 pojmu postojati. Kakva je njihova medjusobna
veza? Ocigledno najjace zahteve postavljaju intuicionisti, zatim bi doglo glediste logi-
cista, dok su Hilbertovi zahtevi najslabiji. To bi bilo raslojavanje pojma postojati po
horizontali. U okviru svakog od tih gledi§ta moguca su dalja raslojavanja. Tako mo-
gudée su ovakve i onakve definicije konstruktivnosti sa slabijim i jaéim zahtevima, sa
ovakvim i onakvim polaznim pojmovima.
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Pored raslojavanja po horizontali, pojam postojati se raslojava i po vertikali. Seti-
mo se da T F (3 x)F znaGida postoji bar jedan dokaz u teoriji T formule (3 x) F(x)
Dakle, ,,postojati”’ na jednom nivou se oslanja na ,,postojati” na drugom nivou u ovom
slu¢aju u meta—teoriji. Sli¢no, u konstruktivnom sluéaju (3 x)F znagi da se efektiv-
no moze naci bar jedan a takav da vredi Ffa).

Na kraju istaknimo da je pojam postojanja u tesnoj vezi sa pojmom beskona&nosti.
Jer, ako bismo radili samo sa kona¢nim skupovima problem postojanja uopste ne bi
postojao, jer u principu za svaki ma koliko veliki konagan skup moze se proveriti da
li u njemu postoji ili ne postoji element sa datim svojstvom. S druge strane, ako bi
ljudskom iskustvu bio dostupan bar jedan beskonagan skup, egzistencijalan kvantor
takodje nam ne bi bio potreban. S tim u vezi je i nae vreme, tj. ograni&enost sa gor-
nje strane svih vremenskih intervala u kojima se razvija fudska delatnost. Ako bi po-
stojao bar jedan beskonaZan vremenski interval, recimo tipa w, dostupan ljudskom
iskustvu (recimo da je ljudski vek beskonagno dugagak i to tipa w), Govek bi bio u
stanju da efektivno izbroji svaki prebrojiv skup. U takvom slu¢aju egzistencijalni kvan-
tori za prebrojive skupove (pa za intuicioniste kvantori uopste) ne bi uopste bili pot-
rebni, a svi bi dokazi o postojanju bili efektivni. U takvom slucaju bi sigurno defini-
cije postojanja, a posebno postojanja u konstruktivnom smislu, drugacije izgledale.
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REC-DVE O OTKLONJIVOSTI NEKIH PRETPOSTAVKI
U DOKAZIMA

Zarko Miiajlovi¢, Beograd

Kada se govori o postojanju nekih matematitkih objekata, po pravilu se pretposta-
vijaju izvesni pocetni objekti konkretne konacne prirode, na pr. konaéni nizovi zna-
kova, prirodni brojevi, kona¢ni skupovi, itd. Drugim reéima, ako se ne radi o postu-
larnoj egzistenciji, znaCi hipoteticke viste (a koja opet s druge strane ponekad moze
da bude vise definicionog karaktera), pretpostavijaju se neki referentni objekti o ko-
jima se u okviru same matematike retko raspravlja. Na primer, ako se uzme 0 kao ini-
cijaini prirodni broj, ostali se izgradjuju korak po korak, ito je kao ideja, recimo, pri-
sutno i u Peanovoj formalnoj aritmetici. Tako, uzmimo da je izvestan prirodan broj,
oznacimo ga sa #, kao objekt izgradijen u jednom trenutku. Da li se u istorn momen-
tu moZemo pozvati na n+l kao referencu? Matenntika je takve prirode (onz je za-
interesovana takodje za prirodne brojeve kao ukupnost), tako da je to pitanje u ok-
viru nje bespredmetno. Verovatno u ovome nastaje provalija izmedju intuitivnih bro-
jeva i odgovarajuéeg matematickog kontrapunkta. Moze se jedino postaviti pitanje
kako nastaje taj jaz, ali je jasno da je to pitanje najveéim delom van matematike.

Sa druge strane, u matematici su prisutne apstraktne ili ne do kraja razumljive ide-
je, koje se srecu, recimo, u dokazim konzistencije nekih fundamentalnih teorija kao
§to su razne formalizacije teorije skupova i aritmetike. Ovi koncepti (K. Godel [4])
odnose se ,,ne na svojstva ili relacije izmedju konkretnih objekata, ve¢ se sastoje iz
matemati¢kih konstrukta (kao dokazi, izrazi sa znadenjem) i prema tome dokazi?
zahtevaju da se sagledaju ove ideje, koje nisu proizvod kombinatornih (prostorno—
—vremenskih) svojstava znakova koji ih predstavljaju, ve¢ njihovog znacenja”.

Isto tako, u matematici postoje dokazi koji se odnose na jedno tvrdjenje, medju-
tim, medjusobno se razlikuju i ne retko je ta razlika zaista velika. Veé na ovom mes-
tu moze se postaviti pitanje da li je razlog tome $to postoje vise logi¢kih argumena-
ta odnosno matematickih principa na kojima se zasnivaju ovi dokazi. U vezi s tim
obi¢no se koriste izvesne opste metode, odnosno hipoteze sa univerzalnim dome-
nom, kao na primer Dirichletov princip u sludaju konaénih skupova, aksioma izbo-
ra (AC) ukoliko se radi o beskona¢nim familijama skupova. Naravno postoje i drugi

')U kojima se ovi koncepti koriste.
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argumenti koji su obino kombinatornog tipa, kao §o su Konigova lema o drvetima,
Ramseyeva teorema, Kontinuum hipoteza (CH), aksioma determinacije (AD), najzad
u taj niz se moze staviti Churchova teza (o pojmu algoritma). U pojedinim sistemnima
ili situacijama ovakvi argumenti mogu biti medjusobno kontradiktorni, medjutim, plo-
dnost njihove primene ne moze se osporiti, bar na metodologskom nivou. Primene o-
vih argumenata mogu biti nezadovoljavajuée u odredjenom smislu, naime moze biti
takav slucaj da se neki princip oéigledno primenjuje u jakoj formi, mada je intuitiv-
no jasno da odnosno tvrdjenje to ne iziskuje.

Da bi se ovo razmatranje uéinilo jasnijim, pogodno je da se izabere neka matemati-
¢ka osnova (u svakom sluaju da bi se logika u¢inila preciznom neophodno je da se
prihvati neka razlozna teorija skupova). U ovom slu¢aju za osnovu biramo ZF (Zer-
melo—Fraenkelovu) teoriju skupova.

U razmatranju razli¢itih koncepta teorije modela slobodno se koriste konstrukci-
je u kojima se implicitno podrazumeva vazenje izvesnih principa, kao na primer aksi-
ome izbora, a gde—gde, prilikom iteracija nekih konstrukcija i univerzalna aksioma iz-
bora (UAC). Sa druge strane, ako je re¢ o sintaksnim, tj. aritmeti¢kim svojstvima te-
orija, spomenimo neprotivurednost, potpunost, odluéivost, eliminaciju kvantifikato-
ra — moZe se postaviti pitanje o opravdanosti njihove primene.Na primer, primenom
Los—Vaughtovog testa na izvesnu teoriju T sa rekurzivnim skupom aksioma, dokazu-
je se da je T kompletna teorija, a otuda i odlu¢iva. U standardnom dokazu samog Los-
—Vaughtovog testa koriste se izmedju ostalog Skolem—Lowenheimove teoreme, koje su
sa druge strane ekvivalentne aksiomi izbora, dok odlucivost teorija po svojoj sustini in-
tuitivno ne bi trebalo da uplice takav argument kao 3to je AC, pa ni bilo kakvu aritme-
tiku beskonaénih kardinala. Otuda, ukoliko je primenom Lo§—Vaughtovog testa doka-
zano da je izvesna teorija T odluciva, opravdano se postavlja pitanje da lije T zaista
odlu¢iva. Drugim re¢ima, da li s¢ primenom teorfje modela i teorije skupova bilo sta
gubi, odnosno dobijja u odnosu na aritmeti¢ka svojstva teorija.

U opstem slucaju teoriji ZF dodaje se neka posebna aksioma ¢ (nazovimo y uslov-
no jakom hipotezom), kao §to su AC, CH, AD, V =L (aksioma konstruktibilnosti),
MC (postulat o egzistenciji nedostiznog kardinala), a zatim se dokazuje neko tvrdje-
nje 7. Ako se recimo 7 odnosi na prirodne brojeve, tj. 7 je formalizacija nekog arit-
metickog svojstva, postavlja se prirodan zahtev da se na neki nacin y eliminise. Taj
problem je kompleksan buduéi da je vise Cinjenica povezano sa tim:

1. Prvo pitanje je da li je uopste moguce izvisiti eliminaciju jake hipoteze, drugim re-
¢ima da 1i vazi
ZF+pbk1->ZF k1
2. Ukoliko prethodna implikacija vaz i ukoliko posedujemo dokaz da ZF +¢ F 7,

postavlja se pitanje transformacije dokaza (,unwinding proofs”, G Kreisel [7]), tj.
konstrukcije novog dokaza za 7 u okviru slabjeg sistema ZF.
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3. U oba prethodna slu¢aja neophodno je razmatrati pitanje uniformnosti (prelaska sa
sistema ZF + ¢ na ZF), posebni slu¢ajevi nisu toliko od interesa.

Premda su prethodna pitanja od prevashodnog znacaja za problem eliminadje jake
hipoteze ima i drugih, na primer, koji su dozvoljeni metamatematicki argumenti za do-
kaz implikacje 1. Teorija ZF je dovoljna, buduci da je ova formula apsolutna, ali bi
svakako bilo bolje kad bi aritmetika imala istu funkciju.

Moze se rec¢i da postoje sredstva za ostvarivanje prethodnog cilja, mada se njima u
vecoj meri ukazuje na egzistenciju transformacije dokaza nego na stvarni postupak tran-
sformacije. Medju najznacajnije postupke svakako spada smestanje objekata, odnosno
formula kojim se ti objekti uvode, u neku od poznatih hijerarhija. Sto se tide teorije
skupova, Levyeva hijerarhija ima kljuénu ulogu i u vezi sa tim teoreme apsolutnosti
Levya i Shoenfielda. Ove teoreme nisu znaZajne jedino za teoriju skupova, veé i mno-
go §ire; na primer u teoriji modela (i ne samo tu) ,, ... centralni pojmovi teorije mode-
la su apsolutni i apsolutnost, za razliku od kardinalnosti, je logicki concept” (G. Sacks
(1.

Da bi smo ilustrovali ove ideje razmotrimo neke primere.

1. Neka je teorija T sa rekurzivnim skupom aksioma, §to znaci da je predstavliva ne-
kom formulom u aritmetici (ili 3to je isto u ZF — o). Dalje, neka je ZF + V = L
», T ima model” i neka je Con(T) formula &ije je znadenje ,T je neprotivuredna teo-
rija” (umesto V = L moze isto tako da stoji AC, UAC, CH, GCH). Sa druge strane
ZF + BPI F (Con(T) « ;T ima model”), gde je BPI aksioma: . svaki filter Booleove
algebre sadrZan je u nekom ultrafiltru”. Prema Shoenfield—Levyeoij teoremi apsolu-
tnosti (formula Con(T) je apsolutna), sledi ZF + BPI F , T ima model”. Napomenimo
da je teorija ZF + BPI + 1AC konzistentna (v. [3]), dok je ZF - AC - BPI.

2. Pretpostavimo ZF F Con(T) i neka je TSkolemova ekspanzija teorije T (tj. T® je teo-
tija T progirena odgovaraju¢im Skolemovim funkcijama). Konzistentnost teorije T® uo-
bicajero se dokazuje uz pomo¢ AC. Medjutim, formula ,x = T5” je apsolutna, stoga
takodje vazi ZF F Con(T*).

Pored aritmeticke hijerarhije poslednjih godina posebnu vaznost u teoriji modela i uop-
Ste u logici dobija hijerarhija Borelovih i projektivnih skupova teorije deskriptivnih skupo-
va. Mozda ¢e se najbolje videti celokupna elegancija ovog pristupa, kombinovana zajedno
sa metodama teorije modela, na slede¢em primeru.

Teorema (MD.Morley). Neka je T kompletna teorija prebrojivog jezika L. Ukolko T
ima bar X, prebrojivih (neizomorfnih) modela, tada T ima 20 prebrojivih (neizomorf-
nih) modela. ‘

. H . .
Dokaz.Neka je L “t =L =N H,, , gde je H_,, = HC mnostvo nasledno prebro-
jivih skupova. Tada su logike Loy, ¢y i L “1 ekvivalentne. Neka je A prebrojiv mo-
del (oturla, moze se uzeti da je A' € H). Prema teoremi D. Scott postoji tzv. Scottova
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reCenica ¥ , takva da je A jedinstven prebrojiv model koji zadovoljava ¢ A~ Preslikava-

nje A~ ¢, je rekurzivno u H,;, , pa je skup S C Hy, , S = {«pA AT, A€ Hw, }

T, kupjery €S+ (34) (AT, Y =¥4), (formula¥ =¢ 4 je A, formula zbog re-
kurzivnosti).

S druge strane, ocigledno je kardinalni broj neizomorfnih modela teorije T jednak kar-
dinalnom broju IS | . Koristeéi preformulaciju Luzinove teoreme iz deskriptivne teorije
skupova (svaki projektivni E; skup je prebrojiv, ima kardinalnost &, ili 2“0 v. [9]), do-
bija se da svaki T, podskup od le kardinalnosti > R, ima za kardinalni broj Mo Ka
ko je ISl >Rg,to ISl=

Poslednji primer je instruktivan iz vise razloga. Pre svega iskaz teoreme odnosi se na
klasi¢nu teoriju modela, dok se u samom dokazu koriste sreldstva infinitarne logike. Da-
lie, ovaj dokaz se sprovodi u HC koji je prirodno uopstenje mnostva HF (R, H,) nas-
ledno konaénih skupova‘), dok se u glavnom delu dokaza koristi u osnovi jedan konkre-
tan rezultat iz deskriptivne teorije skupova, kardinalnost projektivnih g; skupova. Mada
se ma prvi pogled ¢ini da Morleyeva teorema ne iskazuje mnogo, moramo imati na umu
rezultate P.Cohena i naro&ito W B. Bestena, prema kojima je pojam kardinalnog broja
do krajnosti relativiziran; 280 moze biti skoro bilo 3ta, na primer slabo nedostizan kar-
dinal (zanimfjivo je da je Dj Kurepa to iskazao kao hipotezu jos 1954. godine, [8]).

Prethodni primeri su bili pozitivni u smislu da su ilustrovali postavljeni cilj. Medju-
tim, to njje uvek slucaj, u klasu takvih rezultata mozda se moze svrstati ovaj:
ZF + MC | (3a) @ Cw A a @ L), (L je konstruktibilni univerzum), dok nije
ZF + (32) @ C w A a€L). Ovyj iskaz deluje neobicno najvise zato §to merljiv kar-
dinal (ukoliko je uopste ZF + MC konzistentna teorija) u izgradnji kumulativne hije-
rarhije skupova dolazi daleko posle prirodnih brojeva, medjutim, i pored toga odlucu-
Je izvesna svojstva prirodnih brojeva. To samo pokazuje, §to smo veé spomenuli na
poetku, da u matematici. referenca moze da se pojavi mnogo kasnije, odnosno da je.
apriomost u njoj vrlo prisutna. Ili, jednostavno nijedan matematicki objekt ne moze
se uzeti kao neko mitsko bi¢e (v. JBarwise [1]), vet se svi moraju tretirati sa podjed-
nakom paznjom, bez obzira da li verujemo u njih ili ne.

U prethodnom nije se neposredno raspravljalo o egzistenciji u matematici, a pitanje
je koliko je to raspravljivo. Cifj je bio da se ukaze na izvesne metamatematicke meto-
de u analizi matematickih fakata. Moguée je da je ovakav (ili neki diéan) nac¢in muko-
trpniji, ali je izvesniji buduci da se kroz saznavanje matematickih Ginjenica posredno
priblizavamo intuiciji i znatenju nekih matematickih objekata, a time i intuiciji nji-
hove egzistencije.

!)Skup HF dobrim delom sve vie prekriva u logid nekadasnju ulogu strukture prirodnih brojeva.
Na  primer Godelizacija u skup prirodnih brojeva deluje vestacki, moguée je da su prosti bro-

jevi slozeniji objekti od onaga §ta kodiramo. Drugim reCima, sintaksa se daleko jednostavnije
aritmetizuje u HF nego u N (v. [6]).
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PRIMJEDBE O TEORDJI I ALGORITMIMA DOKAZA.
,PRIBLIZNI” DOKAZI FORMULA

Mirko Mihaljinec, Zagreb

Ako je S; formalna rekurzivno prebrojiva teorija prvog reda signature o; (i=12)
re¢i ¢emo da je rekurzivno preslikavanje 7 : S; = S, uz neke prirodne uvjete, prije-
vod teorije S; u S, (jasno je npr. kako se moZe prevesti peanovska aritmetika u ZFC,
neeuklidska geometrija (elementarna) u euklidsku, obje te teorije u teoriju realno za-
tvorenih polja, klasi¢na aritmetika u intuicionisticku aritmetiku itd.).

Postavlja se pitanje kako da se zadana teorija S prevede u 3to jednostavniju teoriju.

Teorem o diofantovosti rekurzivno prebrojivih skupova (v. [1]) ima kao korolar da
se svaka takva teorija moze prevesti u teoriju 2 signature o = <0,1, +, -> koja je re-
kurzivno aksiomatizibilna aksiomima:

(X; + %)+ X3 =%x; + (X2 +X3)

X1 +tX; =X X
x+0=0+x=x
xel=1-x=x
X1 - (%2 X3) = (x4 X2) " X3
X1 " X2 TX2 " Xy

(X1 + %) " X3 =X3 * X3t Xg = X3
pri éemu ako je FE S zatvorena formula tada je 7(F) (3x1, .., x) f(x1, ..., xp) =
=g, ..., xy) gde su f, g termi signature o u kojima se ne pojavljuju varijable osim
K 5 veny K Stavise, 7 : § > £ moZe se odrediti tako da bude F € S onda i samo on-
da ako je 7(F) dokazivo u T na taj nacin da postoje konstantni termi §to uvriteni
umjesto Xy, ..., X, daju f = g. Time se, npr., problem dokazivosti neke formule u ZFC
svodi na rjesavanje diofantske jednadzbe. ¥ = f — g polinom je s cijelim koeficijentima
s varijablama x,, ..., x;. Ova Cinjenica objaSnjava zaSto u primjeni raznih algoritama
trazenja dokaza (v. [2]) nisu moguée ,.aproksimacije” jer ako npr. treba dokazati for-
mulu FE S, a {F) € £ onda i samo onda ako (Ixy, ..., X)) P(xX1, ..., X,) =0 gdje
je ¥ nenulti polinom s cijelim koeficijentima takav da postoje cijeli a,, ..., a, i takvi
nenegativni cijeli )‘ix, o in da je ‘P(x,,...,xn)=i Z Ny, g O — a,)zil ...(xn—an)zin,

Ti3se3s)

tada je r(F) dokazivo jedino uvistenjem x, =ay, ..., X, = a.
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Znamo da se uz rezultat svakog mjerenja navodi i ograda za apsolutnu gregku, dok
je na nekom modelu svaka zatvorena formula odgovarajuée signature ili istinita ili ne-
istinita. Navedeno razmatranje mozda omoguéuje da se uvede pojam priblizne istinito-

sti formula. Ako je f€ Z[X,, .., X;],f =i ) ; fi,, o in Xl Xg‘ polinom s cije-
1 PR n

lim koeficijentima tada mozemo reéi da je jednadzba f(x,, ..., xn) =0 rjesiva s apsolut-
nom gretkom < a ako postoje xy, ..., X, € Z, f(xy, ..., x| < a, a relativnom gres-

lf(X] §; S9a Xn)!

kom < ¢, ako postgje Xy, ..., X, € takvi da je < €. Jasno

n
T kl+ = I
i=1 1 il ’---,in 1y ... 1pn

je da za svaki € < 1 postoji rjesenje s greskom e < 1. Ako je sama jednadzba rjesiva
tada je € =0. Prema tome mogli bismo govoriti da smo neku formulu dokazali s ve-
¢om ili manjom pribliznosti i to ocijeniti nekim brojem e iz segmenta [0,1]. To je
interesantno jer ako imamo neko € — priblizno rjesenje tada nije tesko opisati
algoritam koji mozda daje bolje rjesenje (pojedinosti izostavljamo, treba birati smijer
iz tatke (x4, ..., X;) u kojem je derivacija od f §to manja, tako do¢i do neke druge
tacke i ponoviti postupak).

Moguce je naéi i neka pravila dedukcije. Ako je f polinom s cijelim koeficijentima
od n varijabli, € € [0,1] , neka f < € znadi isto §to i (Ix,, ..., X, € Z) f(xy, ..., xp)I<e.
Ako su f, g polinomi od n, m varijabli neka f & g ozna&uje polinom od n + m varijabli
koji je ,direktna suma” polinoma fig tj. f & g) (x4, ..., Xpo Y15 oo ¥y = £(xgs o X)) +
+8(Y1s - Ypp) a £ V g polinom od n + m varijabli koji je ,,direktan produkt” polinoma
fig.Akosue,n€[0,1] tada

f<e g<n

f&g<etn
f<e g<n
fvg<e ngg'n

Ako su f, g polinomi tada ¢emo s f = g oznaéditi polinom h (ako postoji) takav da je
uz odgovarajuéu oznaku i preimenovanje varijabli, posebno za polinom f i posebno za
polinom g, g = f V h. Tada vrijedi:

f<e, =g <n
g < min (¢, n)

Opcenito, govorit éemo o pravilu:
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f, <ey, .., fn <e¢

F(fy, s ) S A, s €)

ako je F neki efektivni operator na polinomima a cijelim koeficijentima, \ izragunfjiva
funkcija i ako za svaki & e (0,1), postoje ¢, , ..., € € (0,1) takvi da je A(ey,...,q) < 8.
Prije navedena tri pravila zadovoljavaju te uvjete.

Moglo bi se postaviti pitanje o algoritmima trazenja §to bolje priblizne istinitosti ne-
ke formule. Prva faza u tome bilo bj sastavljanje $to sadrzajnije zbirke pravila. U drugoj
fazi trebalo bi naugiti kako se neki, iz nekog razloga, interesantan matematicki problem
moZe dovesti u vezu s nekom diofantskom jednadzbom s tim da se i priblizno rjesenje@
ne samo taéno) smatra interesantnim (dakako to interesantnijim $to je e maniji). Takvu
vezu, dakako, ne bi valjalo uspostaviti posredstvom ZFC, formalizirane aritmetike :itd na
Osnovu teorema o diofantovosti rekurzivno prebrojivih skupova @er je to prakticki neiz-
vedivo).

Spomenimo samo jedan primjer. Trazenje (racionalnog) broja &iji je kvadrat jednak 2
isto je §to i trazenje rjesenja diofantske jednadzbe x* — 2y* = 0. lako ta jednadzba ne-
ma rjeSenja, ipak nejednadzba |x* — 2y?| <1 ima beskonaéno mnogo rjedenja koja su

1
oblka =1 e et LB, eme——be . sy
Yn Ta L I'xn|+|yd+3
2
n-—> oo (—x2 priblizne su vrijednosti za J2).
Yn
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PRILOG S PRIJEDLOZIMA ZA DISKUSIJU O TEMI
»PROBLEM POSTOJANJA U MATEMATICT”

Kajetan Seper, Zagreb

Ovaj pismeni prilog predstavlja popularnu skicu,a sadrzi i nekoliko prijedloga za
diskusiju. Dublju i §iru i opsezniju studiju pripravio je, za zagrebacku sekeiju Semina-
ra, nas ¢lan Z.Siki¢, koji je, iako najmladji,jedan od najupucenijih u taj problem povi-
jesti filozofije i filozofije matematike.

Poznata je izreka, i Cesto se izriGe u raznim situacijama, da se ,,0d drveda ne vidi
Suma”, i to svaki put kada se zeli istaéi da je pojedinacno zasjenilo ili zastrlo poseb-
no iopce. Za drugu krajnost ne poznajemo tako lijepe izreke, ona se obiéno izride ri-
je¢ima ,apstraktno”, ,,nebulozno”, ,,maglovito™ i sl., a zloupotrebljavaju se i rijeci
»Cisto”, ,;pravo” i sl. Drzimo da bi za tu drugu krajnost sasvim lijep bio obrat gornje
izreke 4. da se,,0d Sume ne vidi drvece”. Prema tim krajnostima struénjaci se mogu
podijeliti na dvije kategorije: jedni najvolju sumu (profesionalni apstraktizam) a dru-
gi pak drvece (profesionalni konkretizam) — to su izraziti primjeri profesionalne devi-
jacije i nefilozofijnosti. Uzroci? Smatram da su razliditi i isprepleteni u gustu mrezu
medjusobno uvjetovanih niti s dominantom kulturnog i povijesnog. Cuje se i izreka
da je netko ,gluk za ovo” ili,,slijep za ono”. Velikani su voljeli od sume drveée i
od drve¢a Sumu, i nisu bili niti gluhi za ovo niti slijepi za ono, sluzali su i ¢éuli, gleda-
li su i vidjeli.

Problem postojanja, onog 3to jest (grcki: to on) stari je filozofijski problem, a na-
gin kako se pokusavao rijesiti, kako se rjeSavao, karakterizira svako filozofiranje.

Problem postojanja u matematici, postojanja u matemati¢kom smislu, matematic-
kog postojanja — zapravo problem koji su kao poseban problem postavili filozofi, fi-
lozofi matematike i filozofi — matematigari, i dalje ga rjesavali, kasnije, zajedno s ma-
tematicarima—filozofima, osobito u novije doba — takodjer je stari problem i podetak
filozofije matematike i svakog matematickog filozofiranja. Npr. prirodni brojevi s je-
dne strane, a geometrijski objekti i iracionalni (i realni) brojevi s druge. Taj jaz (kon-
flikt, kriza) izmedju eritmetiékog i geometrijskog, diskretmog i kontinuiranog jo§ do
danas nije otklonjen, njegovo rjedenje stalno odoljeva duhu vremena. Taj problem po-
stojanja je nastao kada je matematicko znanje doseglo ve¢ vrlo visok stupanj razvo-
jaikada se bez svjesnog opredjelienja i odnosa prema tom problemu nije moglo da-
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lje razvijati. I ovdje se priblizno moze reéi: , KaZi mi kakav odnos ima$ prema problemu
postojanja u matematici, reci ¢u ti $to si i tko si u matematici”.

Iako ima nesumnjivo medjusobnih utjecaja filozofije i filozofije matematike i to vi-
gestupnjevitih i povratnih, a posebno preko tog problema, nije mi ovdje svrha (a i ni-
sam u to toliko upucen) da pokusam o tome govoriti, nego bih samo Zelio ovdje pod-
crtati da filozofija matematike nije ,sipanje iz Supljeg u prazno a niti iz praznog u Sup-
lie”, nego da jest sagledavanje ,,Sume s drvecem i drveca sa sumom’.

»Razvoj matematike pokazuje da matematika u svakoj epohi sadrzava, u vezi s vode-
¢im filozofskim pogledima te epohe, probleme koji su polarizirani na centralne i peri-
ferne. Ta dva pola utjedu jedan na drugi putem mnogik medjudjelovanja. Filozofija po-
vijesti matematike izabire bitne, karakteristi¢ne crte u svakoj epohi. Takodjer, ona po-
kugava da sudi o tome koji su problemi- bili vitalni u svakoj epohi i perspektivni za sli-
jedeée epohe. S druge strane, ona ukazuje na probleme koji su bili sterilni i matematik-
purmatematicisti¢ki. u cjelokupnoj evoluciji matematickih ideja. Na osnovu svega to-
g2 ona usmjerava daljnja istrazivanja i predvidja razvoj u buducnosti”. (Citat iz ,,A reflec-
tion upon philosophical and intimate motivation for research—work in mathematics”.
Manuscript: 1967)

Uz ,,Cogito, ergo sum” mogle bi se razmatrati i ove sentence ,Surmnjam, dakle pos-
tojim”, ,,Vierujem, dakle postojim”’, a ja bih rekao ,,Radim, djelujem, otkrivam, stva-
ram, dakle postojim”.

Bog je stvarao, i tada je postojao. Sada Covjek stvara, stvara boga, pakao, oruze stva-
ra ideje, revolucije, teorije, i zato jo§ postoji.

Kada se govori o ,,postojati”’, govori se i 0 ,,0tkriti” i o ,stvoriti”. Za mene je Kris-
tof Kolumbo otkrio Ameriku a ne stvorio, ali grad Braziliju nije nitko otkrio nego su
ga mnogobrojni arhitekti, urbanisti, radnici itd. stvarali — gradili su ga. Wagner je svo-
ju glazbu stvarao (i stvorio!) a takodje J SBach itd.itd., ali Mendelssohn—Bartholdy je
mogao otkriti Bachovu glazbu (partiture) ba§ zbog toga sto je ve¢ bila srvorena. Stare
freske Judi otkrivaju npr. skidanjem naslikanog sloja, ali nove freske i sl. ljudi stvargju
na zidovima novih gradjevina. Je li prirodne brojeve stvorio bog, a sve ostalo je djelo
ljudi (u doslovnom, a ne prenesenom smislu rije¢i tj. u smislu da su prirodni brojevi za

ljude datost), ili su i prirodni brojevi djelo fudi?

Kada se govori da ,,postoji”, treba odgovoriti na pitanje sto? gdje? kada? po Ce-
mu? kako? na koji nacin se uvjeravamo i s kojim sredstvima se sluzimo, dokazujemo,

pokazujemo i sl.?

10'°"%je term a ne broj. Treba razlikovati fakticno i s tim u vezi tzy. kanonski do-
kaz (dokaz u uzem smislu) od pofencijalnog (ili kako se katkada kaze u istom smislu
na&elnog, principijelnog) i s tim u vezi tzv. indirektni dokaz (ovdje u drugom smislu
nego §to je uobiajeno u obidnoj matematici) (demostraciju ili dokaz u $irem smislu).

Prilog sa prijedlozima za diskusiju o temi ,,Problem postojanja u matematici* 43

(Opdimo o tome mozete naéi u novijim radovima Dummeta i Prawitza [1],[2] str. 389—
—403,[3]). Zanimljiv je i stariji rad Scotta [4] o postojanju.

Fakti¢ki postoji pokaz da potencijalno postoji broj oznagen fakticki postojeéim ter-
mom 101

Treba razlikovati (nazalost!): 1) ,,postoji’” objekt x, takav da vrijedi A(x); 2) ,,postoji”
dokaz da postoji objekt x, takav da vrijedi A(x) tj. ,,postoji” dokaz formule 3 XA(x).

Treba diskutirati polozaj, znacaj i dokaz Bolzano—Weierstrassovog teorema u 1) kla-
si&noj, 2) operativnoj, 3) intuicionistitkoj i 4) konstruktivistickoj teoriji (matematikoj
analizi, matematici), da bi se mogao razmmsiti &vor ,Jest dva zecu, jest tri zeca”’

Smatram da matematicku aktivnost treba tumaditi kao jedinstvenu aktivnost dusev-
nog (psihickog) i drustvenog (socijalnog) i jeziGnog (lingvistickog) — kao psiho—socio—
—lingvisticku aktivnost — i da se u povijesnim okvirima kristalizira ,,prirodno” poima-
njei zakljucivanje. Kome ne treba takvo prirodno poimanje i zaklju¢ivanje, taj se dr-
zi svoga kao pijan plota. Moze mi se zamjeriti da se i ja drzim svoga plota. Ako se to ¢i-
ni, treba znati da je moj plot ovaj: snatematiku treba sagledati u razvojnom procesu; po-
znavati filozofiju matematike — barem dva sistema u povijesnom okviru; a tek nakon to-
ga poucavati druge $to je matematika danas, §to je mogla biti danas, §to treba biti danas,
§to ¢e (mozda) biti sutra. Tada se ne bi dogodilo da npr. takva dalekosesna i plodna i va-
zna i prihvatljiva! ponuda von Neumanna matematicarima, da u svoju zgradu ugrade teo-
rijsku kibernetiku, ostane izvan sfere interesa ,&istih”, pa €ak i ,,primijenjenih’ i ,,prak-
tiénih” matemati¢ara opéenito (slobodan navod po Zadehu, usp. [5]; tvorcu teorije ,fu-
zzy” skupova). A da se o posliedicama takvog stava na nastavu matematike i ne govori!

I da se o posliedicama tih posljedica na drustveni znaCaj matematike pogotovo ne govo-
ri! Taj nedogadjaj po svojim posljedicama nadmasuje dogadjaj — propust novovijekih
Elemenata.
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1) BOZIC MILAN

Izuzetno mi se dopao pokusaj kolege Sikiéa u istrazivanju korena onoga §to jeon
nazvao &istom matematikom. Kroz svoje izlaganje je uspeo da nam nametne problen
ontoloskog pritiska kao pokretaca traganja za predmetom matematike. Nema sumnje
da je ono §to je u referatu nazvano ¢istom matematikom, mada ja sve to ne bih naz-
vao Cistom matematikom, zaista oslobodjeno ontoloskog pritiska.

Medjutim, imam utisak da je, kroz izlaganje, pojam &iste matematike presiroko po-
stavljen tako da je pokrio i metamatematiku koja svakako nije oslobodjena ontoloskog
pritiska. Naime, matematika je verovatno jedina nauka koja u sebi sadrzi i sopstvenu in-
trospekciju. U matematici se pojavljuju teoreme koje tvrde da su takve i takve reGeni-
ce teoreme. Tetko da Ce se u fizici, na primer, ili u bilo kojoj egzaktnoj nauci, naéi is-
kaz koji tvrdi da su takvi i takvi iskazi fizicki zakoni. Kada se malo detaljnije razmot-
ti ovo pitanje uvidja se da je mesanje metamatematike i matematike u okviru nje sa-
me upravo suitinsko mesto koje matematiku razlikuje od drugih nauka. Upravo meta-
matematika preuzima na sebe ontoloski pritisak sa drugih delova matematike i omogu-
Cuje im da postanu Cista,rekao bih i — raspredmeéena, matematika.

Da zaklju¢im. Mislim da matematika u celini nije oslobodjena ontoloskog pritiska
ali da mnogi njeni delovi, koji ¢ine &istu matematiku, jesu. Metamatematika je upra-
vo ta koja preuzima pomenuti ontoloski pritisak na sebe. Verovatno je da je rasprav-
ljanje ovih odnosa jedan od buduéih probnih kamenova osnova matematike.

2) SEPER KAJETAN .

Ne bih htio uskratiti kolegi Siki¢u zadovoljstvo i slast da diskutira s kolegom Bo-
Ziem ali bih ipak samo rekao da termin Cista matematika mozda jest kriv, ali to ni-
je vazno, moglo bi se bilo kako nazvati. Ono §to me malo smetalo to je proglaavanje
tog dijela metamatematikom. A taj dio nema nikakve veze s metamatematikom. Me-
tamatematika je nastala onda kada se jedna patoloska matematika pojavila. Inage, ni
danas nikome nije potrebna metamatematika ako je matematika dobra (iako moze bi-
ti, i jest, izvanredno korisna).

3) SIKIC ZVONIMIR

Stvarno mislim da Gista matematika nije jednaka metamatematici. Cista matema-
tika je izmedju ostalog metamatematika, ali to drzim njenim manje znacajnim dijelom.
Mislim da sam taj stav donekle i pokazao u referatu, navodeéi kao primjer Giste mate-
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matike upravo rekurzivnu aritmetiku i analizu, dakle discipline koje se ne mogu naz-
vati metamatematikom.

Sto se tice termina Gista matematika rekao bih jos ovo: ja sam pokuao utvrditi
§to je stvarni karakter matematike, 3to nju bitno odredjuje? To je bilo pitanje. Ugi-
nilo mi se (i jo§ sada mi se &ini) da taj znacaj nalazimo u sigurnosti, koja nas nosi
kad ,radimo” matematiku, koja je sam zahtjev matematickog. Korijeni te sigurnosti
nokazuju se u onom $to sam nazvao normativnim karakterom matematike, za razliku
od deskriptivnog, koji ontoloski obavezuje. Sve §to nosi taj pecat nazvao sam &istim (o-
¢is¢enim od ontoloskih pretpostavki) u matematici i taj dio matematike, koji sluzi
kao uzor, nazvao ¢istom matematikom. Naravno da je i Gista | primijenjena matemati-
ka matematika. Zelio sam medjutim naglasiti da je nrimijenjena matematika i dalje ma-
tematika bas po svojoj teznji da se pro¢isti na ovaj nadin, da se rijesi ontoloskog pri-
tiska. To je &sto moguce. Mislim da je to i kultumo—historijski pokazano, najbolje na
primjeru infinitezimalnog ra¢una.

4) PRESIC SLAVISA

Pofao bih od jednog, na izgled lakog, ali, u stvari, veoma slozenog pitanja, §ta je,
recimo broj 7ri. Pokusaéu priblizno opisati kako je nastao, kako se pojavio taj, a slié-
no tome i ostali prirodni brojevi. Radi toga zamislimo ovakvu situaciju — imamo ne-
ku prostoriju, u kojoj se mi ne nalazimo, a u kojoj su razne knjige. Dalje pretposta-
vimo da Zelimo saznati 3ta se u njoj nalazii da, u tu svrhu, zamolimo jedno lice da
dodje u zamisljenu prostoriju i obavesti nas o njenoj sadrzini. Pretpostavimo jo3 da
to lice ne ume da prica, ali da ume da crta (u obi&¢nom smislu). U takvom slucaju,
izvestaj o sadrzini prostorije sastojace se od crteza raznih knjiga. Pretpostavimo, sada,
da je to lice viSe puta Cinilo opisani posao, tako da mu je na kraju dosadilo da podro-
bno crta knjige, negc, na primer, od jednog trenutka nadalje pocinje da upotrebljava
neke znake (crtice, putade X i sl.) kao zamenu tih crteza. I tako, takvi zamisljeni pri-
blizni crtezi, a sli¢ne je, na primer, jo§ od davnina koristio pastir da bi ustanovio ko-
liko ovaca sadrzi njegovo stadoyjesu prethodnice prirodnih brojeva. U njihovoj tvorbi
takodje je znadajan i korak u kome se, najzad, ti prvobitni crtezi opisuju re¢ima je-
dan, dva, tri, itd. Jasno se uvidja da za nastajanje prirodnih brojeva bitnu ulogu ima
okolnost §to mi neke, ina¢e medjusobno razli¢ite stvari, u izvesnom smislu ujednadu-
jemo. I to je jedna od osnovnih odlika nafeg uma. U vezi sa tim, pretpostavimo da
su nam Cula druk¢ija, i da, primera radi, nemamo &ulo vida, pa dakle ne mozemo
na uobiCajen nacin ni crtati, ali da smo za uzvrat u stanju da pipanjem okolnih pred-
meta stvorimo upravo dva utiska: ivrdo, meko. Da li bismo i u takvom shuéaju ima-
li potrebu da mapravimo (isti¢em re¢ napravimo) pojam broja. Naravno, ne, odnosno
svakako ne na nacin koji nam je dobro poznat i koji koristimo u svakodnevnoj praksi.
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U vezi sa ovom misli o crtezu, koji je, u stvari, simbolska slika pomenucu jos i ovo
Moglo je da se desi da na§ misaoni razvoj bude takav da brojevi budu jedina matema-
ticka tvorevina koju poznajemo. Na kraju, nekada, odnosno pre nekoliko vekova je
tako i bilo. U takvom slu&aju, u skladu sa tim, §to su nam brojevi osnovna, skoro
jedina, misaona sredstva u pristupanju i refavanju raznih problema prakse, slobodni-
je éu reci da bi nam logika, shvacena kao ukupnost raznih opstih umenja misaone priro-
de, bila brojevna. Medjutim, kao §to znamo, uporedo sa takvom brojevnom logikom,
uporedo se stvarala i jedna druga logika, geometrijska logika. I ona se na pocetku sli-
&no razvijala kao brojevna logika, odnosno uz prisutnost mnogih elemenata crtanja.
Na kraju vi znate da mi mnoge geometrijske probleme, ¢ak i teZe, moZemo resiti sko-
ro bukvalnim crtanjem. Primera radi, pretpostavimo da se nalazimo u tacki A s jedne
strane izvesne reke, da se sa druge strane reke nalazi neki predmet, recimo neka kula,
u tadki B,i da Zelimo odrediti rastojanja AB. Kako to moZemo uciniti pod pretpostav-
kom da umemo da crtamo i da poznajemo, to je sada vazno, osnovne &injenice o sraz-
merama? Pretpostaviéemo takodje da imamo i uglomer. Zamislimo da podjemo iz tac:
ke A, pod pravim uglom u odnosu na duZ AB, i da posle, na primer, 30 metara dodje-
mo u tacku C. Pretpostavimo dalje, da smo, doSavsi u tacku C, izmerili ugao ACB i
dobili rezultat 28 stepeni. Kako ¢emo odrediti udaljenje AB? Pa, napravicemo crtez

i kao §to se ovca zamenjivala crticom, sada ¢e se metar zameniti santimetrom. Uzmi-
mo da na tako dobijenom crtezu rastojanje od nacrtanih tacaka A, B iznosi 58 cm.
Dakle, stvarno rastojanje iznosi 58 metara.

Navedeni primer naravno pripada, moglo bi se reéi, primitivnoj geometrji, skoro
bukvalnom crtanju. Kako se geometrija dalje razvijala dobro je poznato, da o tome ne
pri¢am. Medjutim, znaéajno je ista¢i da je u daljem razvoju, i istraZivanja o brojevima
i geometrijskih istrazivanja nastao jedan opétiji, §iri, matemati¢ki racun, jedna Sira lo-
gika, odnosno, u stvari, sadainja (klasi¢na) logika. Dok aritmetika govori o pravilnosti-
ma brojeva i njihovih osnovnih operacija, geometrija o pravilnostima odnosa u prosto-
ru, o kojim pravilnostima govori nov radun, odnosno logika? MozZe se priblizno re¢i da
ona govori o raznim opstim pravilnostima relacije biti ¢lan. Na primer, ako je svaki ¢lan
skupa A ujedno i ¢lan skupa B i ako je svaki ¢lan skupa B ¢lan i skupa C, onda je svaki

¢lan skupa A €lan i skupa C. Dakle, to je jedna opsta zakonitost relacije bifi ¢lan, odnos-

no jedan od sastavaka znanja koja grade klasi¢nu logiku.

Medjutim, ja tvrdim da ne moze biti jasno kakva ¢e biti buduéa matematika, mozda
¢e sutra nekome pasti druga ideja, drugi pristup, kojim bi se mnoge stvari uvele na sas-
vim drugi naéih. Jer ponovimo, u sludaju brojeva govori s o jednoj vrsti pravilnosti, u
slu¢aju geometrije o drugoj, a u sludaju logike imamo jo§ opstije pravilnosti. Inage, pri-
stup pomoéu tako izgradiene logike je, kao §to znamo, opstiji, jer tim pristupom su obu-
hvatljiva i prethodna dva. Medjutim, sutra se moZe pojaviti neki sasvim nov pristup. Uo-

stalom svedoci smo raznog traganja ka raznim uopstenjima i produbljivanjima klasi¢ne lo-

gike, tj. predikatskog racuna prvog reda.
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5)DJURIC MILAN

Izvinjavam se §to ¢e moje izlaganje biti uglavnom improvizacija. Razlog tome je da
sam za predmet ovog sastanka saznao dosta kasno — pred sam polazak u Zagreb. Prvi
trenutak, kad sam o predmetu poceo i razmisljati, bio je jutros, posto sam procitao
Vas (Seper) ¢lanak, koji je dostavljen kao prilog diskusiji. Prema tome, sve §to ¢u ov-
de re¢i je ili vezano za pomenuti &lanak ili je osvrt na ono §to sam, ovde, od pojedi-
nih kolega ¢uo.

Culi smo, ovde, neka gledanja na matematiku kao ljudsku aktivnost u Sirem smislu,
upoznali smo se sa nekim mjenim standardnim podelama, istorijskim presecima itd. Cu-
1i smo, medjutim, i neka ekstremna misljenja, na primer u izlaganju kolege Boziéa, da
je matematika autonomna delatnost, nezavisna od ostalih fjudskih delatnosti i da je kao
takva dovoljna sama sebi.

Jasno je da se ovakvi stavovi ne mogu prihvatiti. Da bismo to pokazali poéi¢emo od
jednog pitanja, koje bi se pri pozitivnom odgovoru moglo usvojiti i kao glediste, a ko-
je je sasvim suprotno ve¢ iznesenom stavu. Pitanje je sledeée: da li je matematicka ak-
tivnost samo refleksija u nasem razumu onogu §to se desava u prirodi, §to mi, zahvalju-
Judi sposobnosti naseg intelekta, dalje obradjujemo, Stvarajuci izvesne apstrakine pojmo-
ve i entitete i uopsStavamo, stvarajuci slozenije pojmove i entitete? Da li je ona, onda,
kao takva, odvojiva od prirodnih (i ostalih) nauka ili se kroz nju ili u okviru nje, na
dovoljnom nivou apstrakcije i sa dovoljnom koli¢inom pojmova i zakona, moZe ostva-
riti jedinstvo tih nauka? Ako bismo usvojili ovakvo gledanje, a mislim da mozemo, na
§to ¢u se vratiti i kasnije, onda je zadatak matematike, u Sirem smislu, da otkriva struk-
turne mehanizme realnih objekata (nagine na koje su oni stvarani iz objekata nizih ni-
voa — atoma, molekula itd ), da otkriva fenomene u prirodi uvodeéi pojmove i zako-
ne koji ¢e opisivati te fenomene itd. Jasno, svi ti mehanizmi i pojmovi su pri tome
dignuti na izvestan nivo i oslobodjeni konkretnog sadrzaja, dok je za nadin izrazavanja
usvojena simbolika i, naravno, deo naseg govornog jezika.

Vratimo se sada i na istorijski momenat. Simptomatitno je, a §to inade ide u pri-
log gornjem stavu o jedinstvu nauka na nivou apstrakcije, da se logika javlja u isto
vreme kada poéinju i razmisljanja o strukturi materije. Osnove logike date su veé
kod Aristotela; mora se, na zalost, priznati da od tada do danas, sem u tehnologkom
pogledu, nije mnogo ucinjeno na tom planu. Razvoj prirodnih nauka i matematike
tekao je u podetku paralelno. Kasnije, kada se razvoj matematike podigao na nivo
apstrakeije i simbolike, veza sa drugim naukama je zaboravljena. To znaéi da nas, u
ovom trenutku, ne interesuje predistorija razvoja matematike. QOtud i ovakva mislje-
nja o potpunoj autonomnosti matematike.

Pored gledista o matematici kojeg smo napred izneli, a koje ina&e polazi od njene
apriorne i istorjjske veze sa realno§éu, moglo bi se poéi i od drugog gledista, koje je
inaCe ovde prisutno, da je matematika samo igra u okviru izvesnih, po nasem mishe-
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‘nju, dobro zasnovanih sistema i da onda kao takva zaista nema nikakve veze sa real-
noséu. Medjutim, moze se pokazati da se i u ovom slu¢aju — u okviru ovakvog gledi-
§ta — moZe iznaéi veza sa realno§cu, ali koja je sada samo implicitna.

U nasoj matemati¢koj aktivnosti, mi se uvek opredeljujemo, prema afinitetu i ne-
kim motivima, za neki sistem: Medjutim, svaki put kad se opredelimo za neki sistem,
postajemo tim sistemom i psiholoski optereéeni. Naime, vera u taj sistem ne dozvolja-
va nam da vidimo i ono §to je izvan tog sistema, a ne optereéuju nas ni pitanja njego-
vog zacetka. To znaci da, kada se opredelimo za neki sistem, nas samo interesuju unu-
trasnji odnosi u sistemu i njegove konkretne realizacije (interpretacije). Veza sa real-
no$éu nas apsolutno ne interesuje. Medjutim, veza se moze naéi u samoj postavci sis-
tema i njegovom osmisljavanju kao i u nasoj intuiciji. Da pojasnim ovo zadnje. Kada
operiSemo sa apstraktnim pojfnovima kazemo da su ti pojmovi nezavisni od realnos-
ti. Medjutim, moramo poéi od €injenice da je u na3oj intuiciji kroz iskustvo i spozna-
ju o ranijim pojmovima ugradjena jedna istorijska veza sa realnoséu. Ona je prisutna u
izgradnji svakog sistema. Tako, na primer, kada stvaramo jezik u okviru nekog sistema
i postavljamo pravila igre u njemu, mi, ustvari, oponasamo jezik prirode i njenih struk-
turnih formi, iako nismo svesni te injenice. Sta mi zapravo radimo u postavci jednog
sistema? Oslanjajuéi se na intuiciju, a to zna¢i na dovoljan broj spoznajnih informaci-
ja, dobijenih na razne nacine, mi stvaramo u nasem razumu (mentalnu) sliku nekog
fenomena ili dogadjaja u prirodi. Jasno, mi idemo dalje: obuhvatamo tu sliku u izves-
tan broj pojmova i zakona koji ih vezuju, a, onda, u igri, pomoéu pravila koje smo us-
vojili, dobijamo potpunu sliku. Ovo je sada apstraktna slika oslobodjena konkretnog
sadrzaja. Nadalje, mi postavljamo pitanje pouzdanosti te slike. U tu svrhu trazimo te-
orije, a samim tim i deo prirode, koje se uklapaju u nju. Mogli bismo postaviti i jed-
no generalno pitanje vezano za realnost: koliki deo realnosti je obuhvacen jednom o-
vakvom apstraktnom slikom; mislim na realnost u naj§irem smislu — na sve ono §to
egzistira u nafem univerzumu? Svakako, ne veliki, jer je tesko poverovati da se Cita-
va Ziva i mrtva priroda sa svojim raznovrsnim strukturnim formama na raznim nivo-
ima, kreativnim procedurama, sposobnostima kreiranih objekata, kao §to je na pri-
mer samoduplikacija itd., moZe obuhvatiti u mali broj jednostavnih pojmova, zakona
i kreativnih postupaka koje mi, bar do sada, znamo. Ovo su pitanja koja zasluzuju po-
sebnu paznju i daleko vie prostora i vremena.

Sada bih se vratio na citat koji sam video kod kolege Sepera, a koji glasi ovako:
»Sumnjam, dakle postojim; vierujem, dakle postojim, a ja bih dodao: radim, djelu-
jem, otkrivam, stvaram, dakle postojim”. U ovom citatu imamo tipi¢nu identifika-
ciju postojanja sa kreativnom sposobnos¢u. Prema tome bi se izveo zakljucak da po-
stoji samo ono §to stvara, iako znamo da postoji i ono §to nema takve sposobnosti
— to je &itava mrtva priroda. Na ovom mestu bih se §ire pozabavio pitanjem ,,pos-
tojati”. Mi, kao svesna bi¢a, koja u konfrontaciji s prirodom Zelimo izvesnu domi-
naciju, gledamo i na ovo pitanje sa takvog stanovista. Prema takvom gledistu, pos-
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toji samo ono §to mi mozemo registrovati bilo Eulima bilo aparatima koje smo kon-

struisali za otkrivanje fenomena u prirodi. Znagi, pitanje postojanja je relativna kate-
gorija zavisna od nadih Cula i aparatura. Napravio bih za trenutak digresiju i postavio
pitanje pred konstruktivnu matematiku — da li je i ona ovakva? Naime, mi, i u ovgj

matematici, ustanovljavamo egzistenciju entiteta, koji su samo matematitke prirode,

pomocu izvesnih kreativnih postupaka, za koje znamo, a koji odgovaraju aparaturama
u slu¢aju realnosti.

Mogli bismo sada uporediti nase kreativne sposobnosti, u $irem smislu, 2 onim ko-
je poseduje priroda. Nase kreativne sposobnosti dolaze, pre svega, do izrazaja u anali-
titkom i sintetickom delovanju naSeg mozga, organa koji stvara, koji od prihvaéenih
Cinjenica generiSe mnoge sloZene Cinjenice i sisteme. Objekti, koje stvaramo u nagem
razumu, su apstraktni ili idealni objekti. Za njih bi se moglo reéi da su potencijalno
ostvarljive tvorevine, a samo je pitanje tehnologije i vremena kada ée se i konkretno
realizovati; neki od njih ¢e, verovatno, i ostati samo potencijalne tvorevine.

Priroda, s druge strane, raspolaze sa gotovim tvorevinama. Asortiman ovih tvorevi-
na je zaista ogroman. Medjutim, ni nae moguénosti: umne i tehnologke nisu ni izda-
leka iskoriS¢ene. Zbog toga je i tesko odgovoriti na pitanje o odnosu nasih sposobno-
sti i onih koje poseduje priroda a da ne bude ubrzo korigovano. Sli¢no bi se moglo
odgovoriti i na pitanje: Kojim objektima treba davati prioritet: onim, koji su gotove
tvorevine ili onim, koji postoje u nafem razumu — idealni objekti. Veza izmedju o-
ve dve kategorije objekata zahteva posebnu studiju. Ja éu se na ova pitanja vratiti u
jednom posebnom radu.

Vratimo se ponovo na citat: Verovatno bi se citat mogao preformulisati ovako: pos-
toji sve ono §to je stvoreno na neki nacin iz necega. Ako bi se usvojilo ovo stanovis-
te, konstruktivna matematika, ne samo da bi imala smisla, ve¢ bi imala i dominantan
polozaj u odnosu na ostale matematicke koncepcije. Jer, ovo je stanoviste koje prih-
vata samo gotove — kreirane tvorevine, a konstruktivna matematika je upravo takva.
Ako je re¢ o gotovim tvorevinama u matematici, pitanje tvorca je suvidno. Medjutim,
u sluéaju gotovih tvorevina u naSem univerzumu, realne tvorevine, moZe se postaviti
pitanje tvorca. Ja se na ovakvim pitanjima ne¢u zadrzavati, jer ona vode u spekulaci-
je i hipoteti¢ne stavove i tvrdnje. Dovolino je prirodi priznati kreativnu sposobnost i
u dalja pitanja te viste ne ulaziti.

Citat bi se isto tako mogao preformulisati da glasi: postoji sve ono ¢iju sliku moze-
mo stvoriti u nasem razumu. Ako bi se usvojilo ovo glediste, tada bi pojam ,,postoji”
postao relativna kategorija. Prema njoj, idealni objekti bili bi dominantni u egzistenci-
jalnom smistu. Gotove tvorevine bi tada bile samo materijalne realizacije idealnih ob-
jekata. Realizacija, jasno, zavisi od tehnoloskih moguénosti u raznim vremenskim raz-
dobljima; ovde mislim na tehnolosko—matematitke moguénosti u prvom redu. Pri
ovakvom stanovitu, na konstruktivnu matematiku bi se moglo gledati samo kao na
tehnolosko—realizatorsku moguénost u ovom trenutku. Na taj nadin ona vise nebi
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zadrzala apsolutnu dominaciju, kao koncepcija, u smislu postojanja, ve¢ samo u smis-
lu nagih realizatorskih moguénosti; odredjivala bi samo trenutni domen na ovom pla-
nu.

Sada bih se osvrnuo na izlaganje kolege Presi¢a. Prema ovom izlaganju pitanje pos-
tojanja zasluZuje samo blag tretman, posto to i nije posebno vazno pitanje, da posto-
je razna znacenja ovog pojma i da ,,postoji” nije samo konstruktivna kategorija. Ovo
su neka od pitanja na koja bih se osvrnuo, kasnije éu se osvmuti jo§ na neka. O veéi-
ni ovih pitanja ja sam ve¢ dao svoj sud. I, mislim, da ovakva pitanja zasluzuju paznju
jer odredjuju filosofske koncepcije. A da nije sve konstruktivna kategorija, to sam ve¢
izneo. Medjutim, kolega Presi¢ je, navode¢i primer nekonstruktivnog pojma, naveo po-
jam lepote. Za ovaj i sli¢ne pojmove iz domena emocija reGeno je da nisu konstrukti-
vni. Mislim da ovo ne stoji. Naime, prema informacijama koje primamo na neki nadin
— putem zvu&no’telesnog kretanja, vizuelno itd. mi u nagoj svesti konstruifemo emoci-
onalni objekt nekog umetnickog dela ili nekog dozivljaja itd. i u isto vreme stvaramo
valuaciju tog objekta. Prema tome, to jeste kreativan objekt, ali ¢ija samo valuacija za-
visi od raznih psiholoskih momenata. Znagi, taj objekat je samo tezi za valuacijui u
raznim trenucima moZe imati razlicite valuacije; jer, on je i psiholoka kategorija.

Jos nesto iz ovog referata u vezi postojanja beskonaénih skupova (kardinala) u od-
nosu fizi¢kih teorija i realnosti. Da li je beskonaéno nesklad izmedju moguénosti na-
gih Cula i moguénosti nageg intelekta? Jasno, moguénosti intelekta su ispred. Mi, sva-
kako, moZemo prihvatiti postojanje ovih skupova kao tvorevina naseg uma, a to znadi
kao idealne objekte. Medjutim, s tehnoloskog stanovista oni su neprihvatljivi jer su ne-
realizabilni. To znaé&i da ih ni konstruktivna matematika ne moze prihvatiti. Inace, $to
se tice fizikih teorija i molbe prirodi da se ponasa prema njima, mislim da se takodje

ne moZe prihvatiti. Naime, kao §to je i kolega Sikié rekao, svaka primenjena nauka spu-

tana je izvesnim okvirima. Takva je i fizika. Sigurno je da mi, u matematici, na nivou
apstrakcije, nemamo tih ograniGenja, veé imamo §irok manevarski prostor koji pruza
moguénosti nafem intelektu da se razmahne. U tom trenutku nas i ne interesuje real-
na interpretacija. Sasvim je druga stvar sa primenjenim naukama, fizickim na primer.
Ove nauke refavaju konkretne situacije te zahtevaju i konkretnu verifikaciju . Jedno
je jasno, svaki put kad postavljamo neku teoriju koja e se baviti nekim fenomenima

i drugim pitanjima vezanim za prirodu neophodno je saznajno ovladati tim deiom pri-
rode da bi i teorija koju gradimo bila bez ,,rupa”. Daljim saznanjima mi te teorije pro-
Sirujemo obuhvataju¢i nove fenomene, dogadjaje itd. Primer je klasidna i relativisticka
mehanika. Fenomeni koji su van dometa klasine mehanike obuhvaéeni su relativisti-
¢kom mehanikom. Isto tako, kvantni fenomeni koji su van domena klasiéne mehani-
ke obuhvaéeni su kvantnom mehanikom itd. Prema tome, ako gradimo teoriju koja
pretenduje da opiSe deo prirode bez dovolino informacija o tom delu prirode onda
¢emo sigurno moliti prirodu da se tako ponala. Ina&e, ogranienost domena neke tak-
ve teorjje ne zna¢i da ta teorija nije dobra; tako se, na primer, govorilo i govori za kla-
si¢énu mehaniku u odnosu na relativisticku.
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" 6) PRESIC SLAVISA

Ja bih samo jednu reéenicu. Mislim da se radi o nesporazumu. Pomenuto je da je
neko rekao da je matematika igra. U stvari ja to nisam rekao ija se toga, ako je to
meni stavljeno, odricem. Rekao sam da matematizki zapisi ili simbolske slike dopus-
taju da se prevedu na posebnu igru simbola. Pomenuo sam da je to itekako vazna
stvar i da je jedan od najzasluznijih koji je kroz istoriju matematike to primetio sva-
kako Hilbert. I da nije te stvari, pitanje je da li bismo od matematike imali toliko
mnogo primena, posebno u radunarskim naukama.

7) SEPER KAJETAN

Ja bih samo u vezi s izlaganjem kolege Djuri¢a rekao da bih se s njime u mnogo
¢emu slozio, a u mnogome ne. Ne bih mogao direktno odgovarati na postavljena pi-
tanja, jer mi je njegova diskusija bila preopsezna. Zato se neéu osvrnuti ni na velike
referate — sada.

8) SIKIC ZVONIMIR

Rekao bih jos nesto o ovcama, crtama i brojanju. Slazem se sa interpretacijom
prof. Presi¢a i mislim da ona dobro konkretizira i neke teze iz mojeg referata: Sto
se desava pri prijelazu sa knjiga na crte, sa jedne slike (knjiga) na drugu sliku (crta)?
Sto time radimo? Mi djelujemo u skladu s jednim transformacionim pravilom. Tak-
vim jednim pravilom izrazena je bit brojanja. Jer §to znagi da tik knjiga ima odre-
djen broj; uopce da fa skupina ima svoj broj? Upravo to da ona moze posluziti kao
brojka. Kako? Brojanjem. Jer samo brojanje nije niSta drugo nego transformacija je-
dne brojke (jedne slike) u drugu brojku (drugu sliku). Na tom primjeru jasno se ot-
kriva i ontoloska proizvoljnost takvog djelovanja. Bilo §o moze posluziti kao brojka.
Tako kao sto rece prof. Presi¢ od ovaca ili knjiga prelazimo na crte, pa potom na ne-
ke rijeci itd.

Zelio bih se sada osvrnuti na neke teme, koje su pokrenute referatom prof. Presi-
¢a. Prvo u vezi s pravilom ¢ kojim se svi predmeti, koji imaju neko svojstvo skuplja-
ju u skup predmeta koji imaju to svojstvo. Kada matematicar radi s takvim skupovi-
ma on ih vrlo viergjatno odmah pomislja kao cjelovite predmete. (Odatle valjda i taj
prijelaz.) To naravno nije nuzno i W.0. Quine je svojom virtuelnom teorijom skupo-
va pokazao kako samo to pravilo ne implicira takvu ontolosku obaveznost; do odre-
djenog momenta. Do onog momenta u kojem matematicar pocinje kvantificirati sku-
pove dobivene pravilom o. Tada se pretpostavka da su to stvarni (matemati¢ki) pred-
meti neda eliminirati i virtuelna teorija postaje stvarma teorija skupova. (Sjetimo se
Quineove najpoznatije izreke: ,Biti znaéi biti vrijednost varijable”. Varijable naime
kvantificiramo.) Sto se deava tom kvantifikacijom? Tako kvantificiraju¢i mi govori
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mo o svim onim skupovima dobivenim pravilom o (jer to su sada predmeti), koji i-
maju neko svojstvo. Potom ih pravilom o skupljamo u skup predmeta, koji imaju to
svojstvo. Tu se naravno otvaraju vrata Cantorovog raja: Kada smo ve¢ jednom dopus-
tili kvantifikaciju po skupovima dobivenim pravilom o (&itaj: opredmecenje skupova
dobijenih pravilom 0) nema razloga da se postupak ne ponavija. I tu se javljaju oni
pravi problemi vezani uz beskona&nost. Bitnu ulogu pravila sigma u matematici shva-
¢am nekako na ovaj na¢in. Ne znam da li se s tim slazete?

9) PRESIC SLAVISA

Dakle kad ponemo da radimo s tim. Da. U stvari ja sam samo onda istakao da
je u pitanju ekstrapolacija starog iskustva.

10) SIKIC ZVONIMIR

Druga tema koja potie na razmisljanje bila je analiza pitanja: kako matematicki
rjefavati probleme? Zamolio bih prof. Presi¢a da nam ukratko, koliko je to sada mo-
guce, iznese svoje pogleda i na pitanje: Kako se uopée postavlja problem kao matema-
ticki problem? Za odgovor na prvo pitanje vrlo je slikovito i uvjerljivo upotrebljena
slika snimaca, koji je ,;matematicki dobro opremlien”. Tu je problem predmetnut, a
snima¢ mu prilazi da ga rijesi sa svojom ,,opremom’. U drugom pitanju mozda je
skrivena moguénost da samog snimada otkrijemo i kao uzro&nika ne samo fjesavanja
nego i postavljanja problema. (U terminima mojeg referata: Je li problem samo des-
kriptivno predmetnut ili je ta predmetnutost mozda i posljedica njegovog normativ-
nog postavljanja? ) Da ne duljim: Zanima me $to Vi mislite o ovom drugom pitanju?

11) PRESIC SLAVISA

U stvari, evo kako sam ja mislio. Pomenuo sam da je moglo da se desi da je stepen
nae razvijenosti, kulture takav da mi jedino poznajemo brojeve, odnosno da su nasa
rasudjivanja matematicka samo ako se odnose na brojeve. U takvom slucaju, u vezi
sa datim problemom pridruzujemo, ja sam rekao nadevamo brojeve. Tu imamo pret-
postavku da se brojevi prirodno mogu povezati sa izvesnim odrednicama problema.
Medjutim, Sta su,u stvari, odrednice problema? Priznajem da je to pitanje, koje ste
vi isterali na Eistac, veoma tesko, Ja sam se u svom prethodnom izlaganju trudio da
ne navodim nikakav eksplicitan odgovor o tome. Jedan pokusaj odgovora je ovakav:

Za problem mozemo pretpostaviti da je najpre izre¢en obinim jezikom, pa u skla-
du sa tim da su nam pribliZzno jasne odrednice izrazene tim jezikom. Matematickim
pristupom problemu mi tim delovima jezika, tim odrednicama pridruzujemo, nadeva-
mo ove ili one matematicke pojmove. Tako, ako poznajemo samo brojeve, mi se tru-
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dimo da nadevanjem brojeva, reéi ¢u i obrojavanjem, obuhvatamo znacajne delove pro-
blema, tj. odrednice problema i da potom na osnovu te veze, uz prethodno reSenje pri-
sutnog brojevnog problema, raspletemo zagonetku povezanosti stvari u problemu, od-
nosno resimo problem.

12) SIKIC ZVONIMIR

Pri kraju Vageg referata bila je postavljena teza (inspirirana Hilbertovom ali nesto
Sire shvacena od njegove) da nesto postoji ukoliko smo sigumi da o tome mozemo mi-
sliti tako da se nase misli ne posvadjaju. O toj tezi vrijedi razmisliti. Mislim da je ona
prihvatljiva ukoliko smo svjesni koliku tezinu u njoj nosi ova sigurnost u nemoguénost
svadje nasih misli. Kako do¢i do te sigurnosti? Svoj referat shvaéam kao pokusaj eks-
plikacije te sigumnosti izvedene pod imenom ciste matematike. Drugu moguénost pru-
2a Hilbertov program, koji takodjer svoje polaziste nalazi u uvidjanju »Sigurnog”, ali
jednim potezom i u globalu, pod imenom finitnog; s tim uvidom se onda pristupa
glavnim zadacima formalizacije matematike i time omoguéenog meta—izucavanja ma-
tematike. Mislim medjutim da ovaj drugi pristup nema onu sirinu koju ste vi zeljeli
zahvatiti?

13) PRESIC SLAVISA

To jeste tesko pitanje i nije lako reéi da Ii mi uopste mozemo dati zadovoljavaju-
¢i odgovor. Medjutim, Zelim ovo da istaknem. Ovo §to sam rekao mozda je nebitno,
to jest, to je samo malo nadopunjavanje hilbertovskog gledista ali ja nisam zagovor-
nik onoga, da u nekom strogom matematickom smislu postoje stvari o kojima se pri-
¢a, itd.; dakle nema toga, nego dosta blaze upotrebljavam te reci. Ali vidite, to je
vazno, ja sam istakao da se u Hilbertovo vreme ova teza odnosila samo na slucajeve
izrazene predikatskom logikom, a ja ponovo istiem: ko zna kakva ¢e biti matemati-
ka sutra. Kazem Gak ovo: Ubedjen sam da se mogu uopstiti pojmovi operacije, rela-
cije i ko zna koje druge stvari, pa i sadasnja logika. Ako je aritmetika skup pravila,
pravilnosti u vezi sa brojevima, onda je sadasnja klasi¢na logika skup RC pravilnosti.
Odakle RC? R-relacija, C—konstanta. Dakle, imam predmete, imam veze medju nji-
ma i sad imamo skup nekih uo&enih pravilnosti, a mozda ée sutra biti nesto drugo,
neki drugi nagin gledanja na stvari, dakle moguce je da se otkrije neka druga skupi-
na pravilnosti, sigurno $ira, i mozda ée biti lakse da pomocu takve opseznije skupi-
ne pristupamo stvarima. Uostalom, mi smo svedoci raznih pojaganih logika koje se
koriste. Uvode se razma pravila, na primer beskonacna, i to otprilike ide ipak na tu
stranu, kako sam pomenuo.
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14) BOZIC MILAN

Bio sam u nekim diskusfiama apostrofiran pa bi hteo to da ras¢istim. Kolega Dju-
ri¢ je govorio o insistiranju na autonomiji, odnosno nekim tonovima koji su inspirisa-
ni idejom o autonomiji matematike. Tu sam bio i ja apostrofiran. Bas naprotiv, uko-
liko to nije bilo jasno, ponavljam: ja insistiram na tome da ja nikako ne insistiram na
autonomiji matematike nego Sak naprotiv hoéu da kazem da je ona daleko od toga
da bude autonomna, jako, jako daleko. Potom §to se tice kolege Sikiéa.Govorilo se
© igri simbola i prof Presi¢ se distancirao od toga da je on to rekao, u stvari rekao je
Siki¢ da je matematika igra simbola, li u jédnom pohvalnom smistu, da je to jedna
vrlo dobra igra ak toliko dobra kao fudbal, i s &im bih se ja slozio. Potom ovaj nes-
porazum $to se tice Ciste matematike i metamatematike. Ukoliko se na kraju slozimo
da je Cista matematika, matematika oslobodjena ontoloskog pritiska, ili recimo raspre-
dmecena matematika, onda smo se otprilike nagli na izvesnoj aproksimaciji koja je nu-
Zna za ovakva upro3cavanja. Sad bih hteo da rezimiram nesto drugo o proistiée iz
ovih diskusfja. Uglavnom se to najvise osetilo kod prof. Pregiéa i mislim da tu Zicu tre-
ba viSe izvuéi. Lebdi neka staticnost u nagim razgovorima o matematici. Ne samo u
nasim, nego uopite ako Zitate &lanke po raznim matematidkim ¢asopisima koji doz-
voljavaju da se pise o ovakvim osetljivim temama ili ako recimo &itate razne dodatke
na knjige iz matematicke logike vi éete videti vrlo iscrpne, vrlo temeljne analize na
koje je utrofeno mnogo pameti, i vremena i Cega god hocete, ali u kojima stalno leb-
di neka statiGnost neko bavljenje datim stanjem stvari. Mozda je matematika sama kri-
ve tome. Takva je nauka da daje utisak neke celovitosti, neke nepokretnosti. Cesto pu-
ta ¢ete od laika &uti, ta se bavi§ matematikom kad se tu ve¢ sve zna, dok je, na pri-
mer, u fizici svaki laik ubedjen da tu ima §ta da se istrazuje mada ne ume da kaze
§ta to ima da se istraZuje. Ja mislim da zato, ba§ zbog toga tu Zicu treba izvuéi. Prof.
Presi¢ je u pocetku svoga izlaganja rekao da je pitanje postojanja stvar proslosti u ma-
tematici, i jako je dobro Zuti ovde jednu stvar sa kojim se ja potpuno slazem. Dakle,
Sikié je u isto vreme insistirao na nestajanju ontoloskog pritiska sto je jako blisko pret-
hodno pomenutom stavu. Naime, sustina stvari i jeste u tome, matematika se, s obzi-
rom da bas nije autonomna, razvijala kako se razvijao i ljudski duh. Nazalost ,’ontolo-
Ska pitanja i pitanja postojanja su u stvari nasledje judeo—hriscanske filozofije i celog
koncepta zivota koji je primila ova nesre¢na evropska zapadna civilizacija. To je Evro-
pa vukla dve hiljade godina, na kraju ova matematika kojom se mi bavimo je evropska
matematika, nije to kineska matematika. U sustini oslobodjenje od ontoloskog pritis-
ka i bacanje u zadnji plan tih pitanja postojanja je u stvari rezultat is¢ezavanja utica-
ja; ne is¢ezavanja, jer uticaj svakako postoji, nego borbe novih zbivanja u domenu fud-
skog duha sa tim judeo—hriséanskim konceptom. Matematika s obzirom da je najstari-
ja nauka, i najrazvojnija od svih nauka, ja to hocu da podvudem, je ta koja je verova-

tno prva krenula u taj prodor. Ona je prva podela da se oslobadja od tih pritisaka, po
mom mi§lienju zbog toga §to se ona najduze od svih nauka razvija i taj je proces eli-
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minacije izuzetno dugo trajao u matematici. Vi u fizici ne mozete tako lako da elimij-
niSete izvesna data prosto zbog toga §to stalno s njima baratate, optereceni s njima, a
.m'atematika time nije optere¢ena. Midim da bj jednog dana trebalo provesti diskusiju
1 1straZiti upravo procese koji su do ovoga doveli. Mi smo konstatovali neka stanja ali
je zanimljivo zakljugiti kako je do tih stanja doglo. Prof. Presi¢ je postavio pitanje ka-
kva ée biti budu¢a matematika. Ja to zaista ne znam ali misim da mogu da vam ka-
zem kakva ée biti buduéa filozofija matematike. Nama zaista isCezavaju ti ontoloski
problemi iz matematike ali ja pretpostavljam da ée se pojaviti neke druge stvari. Neg-
to 3to je trenutno aktuelno, na primer razna psihoanaliticka istrazivanja. Ve¢ postoje
takva izucavanja, mozete da pronadjete &ak i knjige na tu temu. Mislim da ée se tu
krenuti, to je prof. Presi¢ dobro osetio insistirajuéi na psihofiziékom uticaju uopste,
naSeg ustrojstva. Ja bih tu potcrtao jos istorijsko i mozda psihoanalitizko koje ¢e nam
izvuéi na povrsinu ko zna kakva cuda i djavole, ali s tim treba da se suo¢imo, za§to da
ne. Na kraju krajeva, hteli mi to ili ne ta matematika odslikava izvesna nasa psiholos-
ka stanja. I to Gak vasna psiholoska stanja, jer to su psiholoska stanja celine, dakle
psihologka stanja jednog celog drustvenog bica, a ne pojedinca.

15) SEPER KAJETAN

Inace, o ovome sto je sada zadnje rekao kolega Boi¢ ima u Trostnikovu, pri kra-
Ju njegove knjige , Konstruktivni procesi u matematici’’. To je mozda najmoderniji
Spis 0 toj problematici i vrijedi ga proditati.

16) PRESIC MARICA

Ja bih se prvo osvrnula na diskusiju prof. Presiéa. To nece biti bragna rasprava, a
odnosi se na onaj deo diskusije o nastanku broja #i i uopste prirodnih brojeva. Tu
se ne bih sloZila, prvo s onim primerom da do brojeva uopste ne bismo dosli ukoli-
ko bismo bili u stanju da razlikujemo samo tvrdo i meko. Nasuprot, mislim da bis-
mo bas u takvom slu¢aju dosli do pojma broja. Jer, ako smo u stanju da razlikuje-
mo samo dva utiska, a u stanju smo da primamo vise od dva utiska, onda éemo,

kad ve¢ opipnemo dva puta i zakfuéimo da je dva puta nesto tvrdo, to na neki na-
¢in iskazati ... .

17) BOZIC MILAN

Tu smo uveli pretpostavku o vremenskom kontinuitetu i moguénosti zapazanja
vremenskog sleda. To je nova pretpostavka.
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18) MIJAJLOVIC ZARKO

Mora postojati interakcija izmedju objekta i onog koji ga ispituje.

19) PRESIC MARICA

Smatram, dakle, da se pojam broja javio bag zbog toga §to smo mi bili u stanju ili
§to smo morali, to je pitanje, da izvr§imo ujednacavanje nagih utisaka i ujednacavanje
predmeta, ukoliko dopustimo pretpostavku da ti predmeti na neki na¢in postoje. Uko-
liko bismo bili u stanju da razlikujemo sve predmete, ukoliko bi nam svaki utisak uvek
bio nov, dakle, ako kad gledamo bilo kakvu gomilu vidimo sve Cestice u toj gomili,re-
cimo sve atome, sigurno ne bi doslo do potrebe za pojmom broja. Mlslim, da bi tada
jedini nagin da se takva potreba ukaze bio, da imamo neki mehanizam koji broji sve
naSe utiske od podetka do kraja Zivota.

20) PRESIC SLAVISA

Nisam ovo sasvim jasno rekao; ukoliko bismo imali samo dva utiska da oni ne bi
neophodno doveli do brojeva. Ja nisam to sasvim kategoricki tvrdio i slazem se s o-
vom 'napomenom, da u slu¢aju dva utiska moze da se desi da oni naloze, ako pret-
postavljamo da se ti utisci ponavljaju u toku vremena, potrebu stvaranja brojeva. Ja
sam tu zaista delimice pogresio. Ako mi tri puta dozivimo istu stvar, ta putnost da
tako kazem, ta visestrukost moze dovesti do brojeva, to je taéno, ali tu se sada jav-

lja element vremena.

21) PRESIC MARICA

Sada bih se vratila na problem postojanja. Najpre bih uputila jedno pitanje prof.
Seperu, na ono njegovo radim, delujem, otkrivam, stvaram, dakle postojim. Nije. 'mi
jasno 3ta to znaéi u matematici. Onda na treéoj strani: .Kad se govori da postoji tre-
ba odgovoriti na pitanja, §to, gdje, kada, po ¢emu, kako, na koji nacin se uvjerava-
mo i kojim sredstvima se sluzimo, dokazujem, pokazujemo i sl.”. Sa ovim bih se slo-
zila potpuno i, ako sam ja dobro ovo razumela, odgovorom na ova pitanja bi s.e dc_)é-
lo do razli¢itih pojmova postojanja. U skladu s moguéim odgovorima na ova pitanja
dobili bismo razne definicije postojanja. To bi bilo raslojavanje pojma postojanja, ja
sam to u svom pismenom prilogu nazvala raslojavanje po horizontali. Naime, u okvi-
ru raznih pravaca teorija, podteorija itd. u zavisnosti od jagine uslova koje namece-
mo na taj pojam doéi ée se do raznih definicija. Ja ¢u samo pomenuti, u tom sr.r-ﬂs-
lu bi najjaca definicija bila definicija konstruktivnog postojanja. Tu su uslovi najja-
¢i. Objekt koji zadovoljava te konstruktivne uslove je nekako najopipljiviji i za Pra.k-
su najvazniji, s tim moramo da se slozZimo. Dalje, naredna po jacini bila bi definicija
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logicista: postojati znaéi biti istinit, odnosno da se postojanje moZe dokazati korisce-
njem logickih aksioma i pravila, i najzad bi doglo postojanje po Hilbertovoj definiciji:
postojati znaéi biti neprotivuredan. To veé istaknuto Hilbertovo ,,biti heprotivure-
¢an” je mnogo uZe i tu se misli u sintaksnom smislu, §to su vilo jaki uslovi. Zatim bi
dogla deﬁnicija prof. Presica koja je dosta slabija: postojati znagi biti neprotivuredan,
to je parafraza na Hilbertove misli, ali Hilbertovi uslovi su mnogo jaci. Sad mi nije
jasno gde bi doila definicija postojanja profesora Sepera.

To bi bilo raslojavanje po raznim teorijama, neka vrsta raslojavanja po horizontali.

Medjutim, Cini mi se da postoji i raslojavanje pojmova i po vertikali. Ukratko, pos-
tojanje na jednom nivou se definise pomocu postojanja na drugom nivou. Setimo se
Hilbertove definicije, postojati znaéi postoji dokaz za to i to. Il modelski, postojati
znaci postoji model. Konstruktivno postojati znagi postoji kcnadan niz konstrukcija
tako da se dobija taj i taj objekt. Znaéi, postojanje na jednom nivou se definise po-
mocu postojanja na drugom nivou. To je moja teza. Dakle, smatram da od postoja-
nja ne mozemo pobeéi, ne moZemo definisati taj pojam bez korii¢enja pojma postoja-
nja ma nekom drugom nivou. Mogu re¢i, da smo mi ve¢ takve slidne primere imali kad
je bilo pitanje beskona&nosti, isto takvo raslojavanje — beskona&nost na jednom nivou
definise se pomoéu beskona&nosti na drugom nivou. Recimo, u nominalistickom smi-
slu za pojam beskonagnosti koristi se predpojam beskonagnosti ‘skupa reéi nad nekom
azbukom. Dakle, potencijalni pcjam beskonaénosti ima kao pretpostavku potencijalno
beskonacni skup re¢i obrazovanih od konaéne azbuke. Mislim da je situacija u vezi s
pojmom , beskonaéno” sli¢na kao s mnogim drugim znacajnim matematickim pojmo-
vima, da postoji to raslojavanje po vertikali, Tako se i pojam postojati ne moze de-
finisati bez nekog drugog poima postojati. Tobi bila druga teza.

22) SEPER KAJETAN

Ja bih samo kratko odgovorio, i to jer sam upitan. Opet je diskusija trajala predu-
80, a moj mozak je konacnog kapaciteta! Buduéi da je tema ,-problem postojanja”,
a vi ste o tome govorili i pitali, onda ¢u samo o tome govoriti. Dakle, §to vi kazete
da postoji raslojavanje postojanja, to je sigurno. To se vidi bag po tim pitanjima: §to,
gdje, kada, po éemu, kako, na koji nagin se uvjeravamo i kojim sredstvima se sluzi-
mo, dokazujemo i sl. Vidite da su tu upotrijebljene rije¢i dokaz, pokaz itd. ba§ zbog
toga razlikovanja. To je prije svega jedna konstatacija o stanju znanstvene svijesti, jer
to jedino mogu vidjeti kod ovog $ta mu §ta znaci i kod onog §ta mu §ta znadi. Ali
ja idem dalje pa na str. 41 smatram ovu matematicku aktivnost kao jedinstvo psihi-
€kog, socioloskog i lingvisti¢kog, kao psiho—socio—lingvisticko jedinstvo, i smatram
da se u povijesnim okvirima jasno kristalizira ,, prirodno poimanje i zakljuéivanje” u
tom smislu da se u razvoju tih ideja ide, tako zamifljam, ipak prema apsolutnom a ne
ostaje se na ovakvom relativiziranju, iako preko takvog relativiziranja kao nuznog. Ono
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je zgodno primijetio kolega Djuri¢, kada je prof. Presié u podetku akcentirao konstruk-
tivno postojanje, §to se meni vrlo svidjalo, ali kao da se to izgovorilo radi nas tu nekih.
To je mozda jadan nesporazum, jer ja i postojanje u konstruktivnom smislu shvacam
samo privremeno. To raslojavanje se u konstruktivizmu moze vanredno dobro pratiti.
Jos i viSe, danas se bas i mzvijaju takve zeorije gdje se to precizno moZe pratiti i o to-
me raspravljati. Kod mnogih visih teorija, kako bih rekao, mozda po vertikali ili hori-
hontali, nisam to bag dobro razumio ali nekako tako, gubi se najedanput ta razlika i
bez onog ontoloskog ne znam uopée kako se to moze shvatiti — tako da je to vrlo te-
zak problem. Ali ovo §to smatram o prirodnom i priviemenom, to se ve¢ sada istrazu-
je- Dakle, smatram da se ve¢ sada vidi teZnja, a mislim da ée se ubuduce sve vise raz-
vijati i razradjivati, da taj ,,postoji” u matematici ili barem u dijelu matematike ima
ono izvorno i praiskonsko znacenje. Na to nas upucuje praksa. U tom pravcu nas us-
mjeruje praksa. U tom smislu smatram da ima nesto apsolutnije od onoga §to se inace,
kada sam tamo pitao 3to, kako, i po dokazu, i po pokazu, u aktualnoj matematickoj
zbilji danas vidi.

23) KIRIN VLADIMIR

Ja sam to mogao i nasamo raspraviti sa kolegom Mijajloviéem ali &ni mi se da ée
kakve—takve koristi imati i drugi.

Da li se moze ovdje u lijevom stupm’) (eliminacija ¥, transformacija dokaza), i o-
naj tamo &ak i ovako da interpretira: ako se veé ne moze bez ¥, onda se moze naéi
srodan njemu problem (jer se uroni u neku od hijerarhija, kao §to su aritmeticke,
Kleene—Mostowski-eva, itd.)? Jesam ja to dobro shvatio ili ne, to sad nije vazno.
Mene zanima va$ osjecaj, ili ste mozda ve¢ pokusali s tim u vezi, o ovome. Citajmo
sad gornje: ZF + {¥} daje ¥, a tamo neka bude: ako je skup formula racuna predi-
kata prvog reda konzistentan, onda ima model. To neka je ¥, a ¥ neka je aksiom iz-
bora. E sad, kako barem naéi najslabiju formulu ¥ jer, sva je prilika, da to neée bez
aksioma izbora i¢i, jedan osjeéaj mi govori, ne znam zasto. Do sada poznati dokazi
na jednom odluénom mjestu koriste u nekoj formi ¢. Imate I osjecaj za to, bi li se
to dalo napraviti?

24) MIJAJLOVIC ZARKO

Sto se tige potpunosti koju ste pomenuli, ona je ekvivalentna sa stavom kompak-
tnosti, a ovaj je, kao 3to se zna, slabiji od aksiome izbora. Sada je, mislim, jasno zas-
to treba da bude prisutna neka forma aksiome izbora, jer na kraju krajeva mi mode-
le konstruisemo u teorji skupova.

D Pitanje se odnosi na prilog Z.Mijajloviéa , Reé~dve o otklonjivosti..’ ¢iji se matematicki tekst
delimiéno nalazio napisan na tabli.
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Recimo, moguée je i ovo pokazati. Ako dodate i neke druge aksiome, na primer, ak-
siomu konstruktibilnosti ii kontinuum—hipotezu, koje su veoma jake, i ako dokazete
neprotivrecnost neke teorije, tako §to konstruisete model koristeéi ove aksiome; onda
postoji nain da, recimo pomoéu Levijeve hijerarhije i Levi — Schoenfield-ove teoreme
apsolutnosti, dokazete da postoji dokaz i bez ovih aksioma.

Ovaj rezultat je van sumnje zanimljiv. Ovde se u stvari radi o jednoj teoremi egzisten-
ciie, odnosno, tvrdi se egzistencija jednog dokaza. Naravno drugo je pitanje stvarna kon-
strukeija jednog takvog dokaza. To je u sustini drugi i daleko tei korak, za kaji su pot-
rebne sasvim druge transformacije. No bez obzira na neefektivnost ovakvog dokaza, sma-

tram ve¢ samo tvrdjenje o njegovom postojanju od velikog znacaja za osnove matemati-
ke.

25) KIRIN VLADIMIR

Teorem kompaktnosti izgleda ovako, kad ga gledate o¢ima teorije skupova, puno bli-
Zi. Smeta to #o je ipak aksiom izbora, ali ¢ini se jako slab oblik, ostao. A sad dokaz da
se ne da bez aksioma izbora.

26) SEPER KAJETAN

A u ovom dokazu da se to ne da, je li bi prihvatili aksiom izbora?

27) SVI — Neeeece!

28) KIRIN VLADIMIR

Meni se nekako &ini da ovo pitanje realiteta biva to jace §to je ontoloski pritisak sla-
biji. Drugim rije¢ima, ovakve diskusije koje smo mi danas vodili ekonomisti uopée ne vode.
Vi dobro znate da su drustveno—politicke teorije osnovane na teoriji vitka vrije dnosti
premda se to¢no ne zna sto je sama vrijednost, jer drustvena viijednost nije samo odpre-
dmeceni ljudski rad. Ja ¢u vam navesti jednu vrijednost koja se ne mo stei ljudskim
radom. Da budete stjuardesa, morate biti privlacen vanjitine, ali to se ne stice ljud-
skim radom. Pakle, tamo medju ekonomistima, nema takvih diskusija jer je ontolo-
8ki pritisak na vrijednost velik: svak razumije §ta je vrijednost.

E, sad drugo je u vezi sa Fregeom. Najbolje je skupiti zajedno sve one koji imaju ne-
ko svojstvo, pa uzeti taj skup umjesto svojstva. Tako matematiCar radi kad ima na.raspo-
laganju ekstenzionalnost. Zato je najbolje uzet sve troclane skupove, pa to uzeti kao ma-
temati¢ki pandan ili predmet -koji se naziva  broj tri. Ali, to se ne smije napraviti jer
svi troélani skupovi po Gedel— Bernajsu gine pravu kiasu i ne smiju se skupiti zajedno.
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Jo3 nesto bih dodao uz misli prof. Presi¢a. Ja bih htio re¢i dve—tri re€i protiv evi-
dentnosti da kona¢ni skupovi postoje. Meni se ¢ini da je to tehnicko pitanje matema-
ticara. Kada matematicari rade, $to viSe te semantike truse unutra, to im je voda mut-
nija. A to je njihovo tehni¢ko pitanje kao u kirurgiji: da li se to ide sprijeda, kroz tr-
buh, ili straga do bubrega. Skupovi, meni se &ini, kao da imaju misaoni realitet kao i
svaki drugi realitet. Na primjer, na koji na¢in postoje svi automobili ispred one zgrade
Filozofskog fakulteta, te da li oni svi zajedno Eine neki predmet, ja éu ga zvati ,,ono”?
Ja ne mogu ni jedan pozitivni kvalitet da navedem, nego ¢&itav niz negativnih: ,,0n0”
nije zelene farbe, ,,0n0” nema teZine, ,,0n0’’ nema okus po limunu. Ja namjerno ciljam
da pokazem da skupovi nisu dani perceptivno, u polju zorova ili zamjedbi. To se treba
raditi sa zatvorenim o¢ima, to se ne moZe vidjeti, taj skup. Najgore je o se ne moze
nacrtati, a pogotovo se prazan skup ne moze nacrtati. Dakle ,,0n0” postoji ili ima re-
alitet. Sad je to opet filozofsko pitanje, koja je vrijednost misaonog realiteta. Kao, re-
cimo, gradska skupstina, ona ima jedan misaoni realitet. To nije njezin Zig, to nije njen
sekretar, to nije predsjednik ni izvréno vijece, to nisu svi oni zajedno jer, ako jedan ne
dodje, to je opet gradska skupstina. To je taj misaoni realitet i to je ba§ takav realitet
kao i vrijednost za ekonomiste, a onda i vi§ak vrijednosti itd. To je ista vrst realiteta ja
bih rekao. Sve to postoji ovako za ljude nekako, a kako to da smo mi iz toga skloni
okrenuti se filozoﬁji"?’[‘o je valjda zato jer je onaj ontoloiki pritisak premali, niko nas
ne pita §to je to o Eemu govorimo. Ontolo3ki pritisak je Cas dobro dozao, &as nije. To
ovako, ja mislim, oscilira. Pocetkom dvadesetog stoljeéa su se rugali iz matematike, re-
kavsi da je matematika disciplina koja ima karakteristi¢no svojstvo da nikad ne zna o
¢emu govori. To je od slabog ontoloskog pritiska. Cim ga nemamo, odmah smo povu-
kli filozofe za sobom.

29) MIJATLOVIC ZARKO

Profesor Presi¢ je na samom pocetku rekao da postojanje u matematici ima literarni
smisao, §to znadi da se o tome ne moze govoriti u nekom odredjenom smislu, veé jedi-
no da je postojanje, eventualno, motivisano nekim odnosima u realnom svetu. Mi u ma-
tematici, zaista nemamo mogucnosti da ostensivno definiSemo, tj. da ukazemo na svoj-
stva realnih objekata i da zatim izvadimo druga svojstva tih stvari. Nemamo, dakle ,mo-
guénosti da koristimo ni izvedene definicije neposrednih svojstava realnih (konkretnih)
stvari. To je jedino §to, po mom miflienju, moZemo re¢i o postojanju u matematici.

Sada bih se osvrnuo na skupove i ulogu skupova. Da li se oni mogu prihvatiti kao
jedno zasnivanje matematike? Kao $to znamo skupovi su tako i nastali. Cantor ih je
zbog toga i uveo. Pitanje zasnivanja razli¢itih pojmova, kao §to je na primer, neprekid-
nost, bila su prisutna jo§ od Leibnitza. Sa druge strane, mora s priznati da su realni
brojevi bili, veéim delom, matematika devetnaestog veka. Stoga je Cantorov zahvat sa-
svim prirodan. Kao posledica uvedeni su razliciti stroziji koncepti koji su, izmedju os-
talog, zamenjivali intuitivan pojam neprekidnosti. Danas, posle skoro sto godina, pri-
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sutan je obrnut proces u tom smislu. Na kraju krajeva uvode se u efektivnom smislu
nekakve infinitenzimale. Kao §to se vidi tu su veoma malo upletena pitanja egzisten-
cile, ve¢ se radi o jednim ili drugim moguénostima da se matematika zasnuje, pri Ge-
mu je jedini kriterijum upotrebljivost.

Sto se tige kumulativne hijerarhije, ukoliko se kao medjjum prihvati ba§ teorija
skupova, ona je prisutna samo na prvom nivou u ovoj teoriji. Kada se proutava dalje
teorija skupova ova hijerarhija i§¢ezava. Zbog Gega? Gledajuci spolja na neki model
teorije skupova vi faktiéki nemate kumulativnu hijerarhiju. Postojé samo razli¢iti mo-
deli teorije skupova, da ne spominjem i razli&ite teorije kao 3to su Quinne—ova ili
Kripke—Platek—ova. ‘

Takodje i ovo; beskonacni skupovi su, kako kaze prof. Presic, uvedeni zato &to Vje
tesko da se radi sa opseznim konaénim skupovima. To jre moZzda taéno, ali opet sa-
mo na jednom nivou, jer, inage, kako se moze govoriti o kvantifikaciji i uporedjiva-
nju beskonagnosti, o kardinalnim brojevima? Cesto se, dakle, dogadja da teorija pog-
ne da se razvija motivisana jednim pitanjima, a kasnije udje u sasvim druge tokove.
Jer, inage, kakav bi bio smisao uvodjenja takvih himernih objekata kao §to su nedo-
stizni kardinali ili merljivi kardinali? Oni nemaju zaista nikakve veze sa tako ,kon-
kretnim” objektima kao §to su prirodni brojevi i konagni skupovi. Medjutim, &ak i
ako odemo tako daleko u konstruisanju pomenutih objekata, neverovatno je §ta se
desava. Oni poginju da dejstvuju na prirodne brojeve! Jer, poznato je, da uz pretpo-
stavku o postojanju merljivih kardinala vi mozete dokazati egzisténciju izvesnih pod-
skupova skupa prirodnih brojeva, §to niste mogli ranije. .

Ovo znaci da se pojavljuje odredjena povratna veza Ciji se efekti pokazuju i na
prvim nivoima. Mozemo, prema tome, zakljugiti da ima smila proucavati i takve hi-
merne objekte, odnosno da postoji matematicko opravdanie za to. U ovom slu&aju
s¢ upravo radi o jednom znaGajnom primeru ekstrapolacije. Kada se govorilo o ek-
strapolaciji, ovde je vie puta postavljeno pitanje o dozvoljenosti vrienja ekstrapolaci-
je, ako matematiku prihvatamo kao nauku. Ja mislim da je to sasvim prirodno, jer
Je srz svake nauke bas moguénost predvidjanja, a to znaci ekstrapolacije. Da ne po-
stoji mogucénost predvidjanja ne bismo imali ovaj nag izgradjeni svet. Stoga smatram
da je ekstrapolacija veoma znadajno svojstvo matematike, iako ona Gesto zahteva ko-
riscenje nekih, filozofski i saznajno slabo zasnovanih, pretpostavki.

30) SIKIC ZVONIMIR

U svom referatu postavio sam tezu da je za razumijevanje teorijie skupova nuZan
pogled na kumulativnu hijerarhiju (Zermelo—Fraenkela), odakle je slijedilo da se za-
snivanje teorije skupova moze provesti samo kroz odredjenje ontoloskog statusa te
hijerarhije. Slusajuci sada kolegu Mijajlovi¢a ¢ini mi se da je moZda krivo shvaceno da
ja previdjam, u korist Zermelo—Fraenkelove teoﬂjé skupdva, neke druge verzije prim-
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jerice Queineovu. Zato bih o tome nejto rekao.

Teorija skupova se osim kao matemati¢ko istraZivanje skupova (tj. istrazivanje kumu-

lativne hijerarhije o kojoj je bila rije¢) razvijala i kao dio logike: Kao teorija svojstava
(atributa). Kod Cantora se susreéemo sa mjedavinom ova dva pristupa (uslijed paralel-
nog matematikog i skolastickog izvora njegove teoriie), medjutim, ovaj prvi je daleko
znadajniji 3to je vidljivo i iz po&etnog polozaja koji je imala teorija ordinala u njegovoj

teoriji. Drugi pristup koji dovodi do logicistickog programa svodjenja matematike na lo-

giku nalazimo po prvi put jasno naznacen kod Fregea. Razlika ta dva pristupa lijepo se
ocrtava u razli¢itom shvaéanju principa ili u aksiomatskoj teoriji aksioma komprehen-
zije. Za logicizam je taj princip osnovni naéin da se teorija svojstava identificira s teori-

jom skupova. Svakom svojstvu odgovara skup. Paradoksi do kojih to dovodi su poznati.

Sva logicisti¢ka ogranienja tog principa (npr. Queineova stratifikacija u New Founda-
tion) samo su nezgode izazvane paradoksima. Za drugi pristup, zvati éu ga matematic-

kim, taj je princip pomo¢no sredstvo kojim se izgradjuju (ili odredjuju) skupovi unutar
kumulativne hijerarhije, koja je za to prethodni uvjet.Zato se on tu javlja kao princip,
koji iz vec danog skupa izluguje neki skup. Ovdje je to prirodan zahtjev, koji proizla-
zi iz pogleda na kumulativnu hijerarhiju, a nikako ne neka ad hoc restrikcija. Logicis-
tickom pristupu stvarno nije potrebna kumulativna hijerarhija kao radni materijal ko-
ji opisuje teorija skupova (Cak §to viSe moze se desiti kao §to su Wang i Rosser poka-
zalj za Queineov NF da ona to ne mozZe ni biti), ali je taj pristup zato ili paradoksalan
ili ad hoc i neobrazlozeno korigiran u svrhu pukog izbjegavanja paradoksalnosti; dakle
ne motiviran i u krajnjoj liniji neprihvatljiv. Matemati&ki pristup moze se obrazloziti
oslanjanjem na kumulativnu hijerarhiju, ali to povla¢i za sobom, kao §to sam veé re-
kao, veliki zadatak odredjenja ontoloskog statusa te hijerarhije (i usput svrstava teori-
ju skupova u primijenjenu matematiku). To ontolosko zasnivanje je mozda i suvise ve-
lik zadatak za matematiku; treba re¢i da ima dosta ljudi koji vjeruju da ono uopée ni-
je mogudée.

31) ROSENZWEIG DEAN

Danas je nekoliko puta bilo spomenuto konstruktivno postojanje kao nekakav nul-
ti, najpouzdaniji, opipljivi nivo matematic¢kog postojanja. Ja mislim da to ne moze bi-
ti takav ,,nulti nivo™, ne samo u smislu ograde da ,,postojanje’ kao potencijalna os-
tvarljivost nije stvarno postojanje, ve¢ u daleko ja¢em smislu. Danas se sve vise ma-
temati¢ara svjesno odri¢e pune snage rekurzivnog formalizma, koji je obi¢no osnova
konstruktivnih teorija. Radi se naime o tome, da rekurzivni formalizam u svojim prim-
jenama moze generirati objekte koji ne pripadaju samom predmetu nego tek formaliz-
mu, sligno kao §to primjena teorije skupova na analizu i sl. stvara mnoge fantomske
objekte koji ne pripadaju analizi veé¢ upravo teoriji skupova.

Na p;imjer, vrlo lako mozZemo definirati, to je jedan od prvih teorema tearije slo-
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Zenosti, rekurzivnu funkciju &ija bi slozenost izradunavanja, recimo broj koraka ili
obujam paméenja, bila veta od proizvolino zadane ograde na gotovo svim argumenti-
ma. Lako moZete opisati algoritam koji takvu funkciju raGuna. Medjutim, do sada ni-
su poznati prirodni primjeri takvih funkcija (osim za sasvim niski nivo, za klasu fun-
kcija generiranih kona&nim automatima), ako kao »prirodno” definirane funkcije razu-
mijevamo  one u €ijoj definiciji nije upotrijebljen pojam sloZenosti. Takvi objekti
uvijek nastaju nckom dijagonalizacijom po rekurzivnom formalizmu. Istrazivadi u te-
oriji slozenosti danas u svijetu nastoje da se takvim stvarima uopée vife ne bave, veé
se pokufavaju drzati niskih nivoa, konkretnih problema povezanih s radunarstvom.
Ako pomocu takvih gotovo syuda slozenih funkcija pokusate nesto definirati
mnogi Ce re¢i da je ta definicija neprirodna jer je osnovni pojam pogresan, a u nesluz.
benom razgovoru ée dodati da tako nesto zapravo uopée ne postoji. To nije na nivou
teorije, nije na nivou neke izostrene svijesti 0 novom nivou postojanja, to je neodredje-
ni osjecaj slidan onome 3to obuzima modernog topologa ili funkcionalnog analitidara,
kojem je teorija skupova toboze prirodni habitus, ako mu dokazujete neto iz njegovog
podruéja pomoéu »velikil” kardinala (,znatno veih” od 2€). On ée se uzvrpoljiti, os-
jecati ¢e se nelagodno, zapravo ne vjeruje da to postoji. Tako se otprilike Ljudi koji se
bave sloZenoséu danas odnose prema visokim nivoima rekurzivnog formalizma. Nasto-
ji se intenzivno istrazivati pojam ,,feasible computability”. To je tesko prevesti jer su
rijeci kao efektivna izradunljivost, ostvarljivost, ve¢ bile (zlo)upotrebljene za punu sna-
gu rekurzivnog formalizma. Prirodni kandidati za klasu »Stvamo”, , izvodljivo” izra-
Cunljivih funkcija bili bi Grzegorczykova klasa E;, ili mozda funkcije izialunliive na
nekom od strojnih modela u polinominalnom viemenu.

Ja bih u isti trend strpao i neke logicke sisteme, kao alternativnu teoriju skupova
Vopenke ili nastojanja Jesenjin—Volpina, mada to nije formalno povezano, Ludi koji
to rade mozda ée odreéi bilo kakvu vezu. Medjutim, vidljiva je tendencija da se is¢a-
huri jedan osnovniji nivo postojanja, iz aspekta  kojeg ¢e matematicki objekti 3to
»postoje” tek zahvaljujuéi punoj snazi rekurzivnog formalizma izgledati isto tako hi-
meri¢no, fantomski, kao §to su recimo nedostizivi kardinalj sa stajaliita danasnje o-
bi¢ne skupovne matematike.

32) KAPETANOVIC MIODRAG

U prvoj polovini ovog veka su se dosta lomila koplja izmedju razli¢itih pravaca u
matematici, da ih sada ne nabrajam. Tada je Hilbert jos bio Ziv, u toku su bila razna
istraZivanja osnova matematike koja su krunisana Gedelovim i, konaéno, Koenovim re-
zultatima. Medjutim, jo3 i pre ovih rezultata, naglo opada interesovanje za pitanja zas-
nivanja matematike. To je veoma zanimljivo.

Meni se Cini da se matematicka logika pri nastajanju razvijala jako inspirisana pita-
njima zasnivanja matematike. Oni koji su se u pocetku time bavili imali su ambiciju
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da onaj pravac koji zastupaju na neki nagin potvrde, tako §to ¢e razviti neke stvari u
logici i opravdati sliku matematike koju je pravac, kome oni pripadaju, izgradio. Nasu-
prot tome, ja bih rekao da danas, ne samo da vlada ravnodusnost §to se tice ovakvih
pitanja, nego se matematicka logika razvija bag kao i sve ostale matematicke discipli-
ne, po principu koji je jezgrovito prof. Presi¢ ovde izlozio: ,Sto god ja mogu da zami-
slim, dobro je, samo da se stvari ne posvadjaju”. Pri tome ¢u i to da se stvari posvadja-
ju, da relativizujem. '

To $to Bozié kaZe, da je znacajno §to metamatematika ulazi u matematiku, to je
stvarno zna¢ajno, i tu postoji &itavo more veoma interesantnih i raznovrsnih rezulta-
ta, ali niko time nije impresioniran.

Ako nekome prigovorite: ,Kakve to beskonaéne jezike koristite, a dokazujete ne-
$to iz teorije grupa”, njemu je sasvim svejedno §to koristi beskonacan jezik, nevazan
mu je duh zasnivanja. Ta su pitanja nekako izbledela, kao da je problem postojanja u
sustini problem proslosti.

Interesantno je, dakle, kako matematitka logika na odredjen nagin pocinje sa au-
tenti¢nim opredeljenjem za neka polufilozofska pitanja, a zavriava se, danas kao jed-
na &isto tehnicka disciplina. Kazem zavrSava, mada se ona i dalje razvija, ali ba§ na
ovaj nadin i samo tako. Mozda je Gedelova smrt ove godine simbolino oznacila
kroz jedne epohe u kojoj je bilo pomenutih ambicija, jer njih vise nema.

Pogledajte, recimo, starije knjige, Churcha ili kod nas prof Devidea. Sve te knjige
po&inju tako da se jasno vidi da autori nisu ravnodusni prema filozofskim pitanjima.
Tu s izlaZe o pravcima u matematici, pa se pri¢a o radu sa simbolima, o denotaciji,
konotaciji itd. Ukratko, izlaZe se ono $to danas jedan mlad logicar, koji ulazi u nau-
ku, neée da uéi niti ¢e iko tome da ga uéi. On e izuéavati tehnicku stranu koja se
danas fantastiéno razvija. Kakvo je objasnjenje za to? Meni se Cini da i u drugim
naukama postoje sli¢ne tendencije; prvo, tendencija jednog sveobuhvatnog relativi-
zma i, drugo tendencija nauke da sama konstruise svoj objekat. Moze se, dakle, kon-

statovati jedna ovakva atmosfera u matematici, pa i drugim naukama, koja je van sum-

nje znaGajna, ali kakvo je objasnjenje ja tesko mogu da kazem. Na primer, objektivno
gledano, veoma je bitno pitanje koje je pokrenuo prof. Kirin, pitanje nacina na koji
postoje matematizki objekti. To su ona stara i prava, ontoloska pitanja, Medjutim,
svi mi to saslufamo, a zatim radimo nezavisno od toga. Cini mi se da se tim prob-
lemima treba baviti i da u referatu kolege Siki¢a ima elemenata koji bi mogli da ob-
jasne tu atmosferu, i uop§te na¢in na koji se menja klima u jednoj nauci.

33) SIKIC ZVONIMIR

Mislim da to nije to&no. Danas se susre¢emo sa jednom masom ,tehni¢kih” rado-
va, medjutim to ne zna¢i da nestaje interes za fundamentalna pitanja. Mislim da smo

suodeni i sa porastom fundamentalnih istraZivanja, koji paralelno prati porast ,,tehnic-
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kih” radova. Mozda vremenski razmak stvara suprotan utisak. §to mi &itamo od ono-
ga.x o 01’?011.16 §to je objavljeno pred recimo 50 godina? Opée i sredjene prikaze i samo
najznaéajnije originalne radove (veéina ni to). U suvremenoj periodici, naprotiv, prati-
mo”rr.lasu.stvari za koje ¢e nakon 50 godina malo tko znati. Ukratko, nas susret sa , da-
nas” je bitno drugaciji od naseg susreta sa ,jucer”. Kada to zaboravimo mozemo dc;éi

do neopravdane (za razliku od drugagije, mozda opravdane) tvrdnje o ,jzuzetnosti na-
Seg vremena”, ’

Ja x_1isam tvrdio da se o tome vise ne misli i da nema Kudi koji ozbilino misle o to-
me, ali smatram da je sada atmosfera takva da to vise ne izgleda kao stvarno zna&ajno

35) PRESIC SLAVISA

-Pa &ekajte molim vas, u matematici je najvaznije ako moZe da se nadje neka korist
to je sustinska stvar, a filozofsko pitanje postojanja uvek je bilo pomalo drugostepeno.
Dakle, 3ah nesumnjivo postoji, ali nije matematika jer ne umemo da ga iskoristimo, kra-
tko regeno. 7

36) SEPER KAJETAN

Neko to iskoristava, tako npr. prvak svijeta u sahu, kako li se to zove, dobije i
milionske honorare.

37) UGRIN-SPARAC DIMITR UE

Ja sam tek juder bio obavijesten da éete imati ovaj sastanak, pa nisam naroéito pri-
premljen, ali me je na razmifljanje potaklo ovo §to ste govorili, posebno izlaganje ko-
lege Preica, koje je bilo najvise prilagodjeno iniciranju jednog opéeg razmatranja. Ja
bih sad kao matemati¢ar koji se bavi teorijom brojeva i ima dosta iskustva u torr; pod-
ru¢ju, a narotito nekih svjezih, primijetio da ste ovdje premalo uzeli u obzir éinjehi—
cu da je i matematika djelo ljudi, kao i fizika, tako da je optereéena jednim stohasti-
¢kim karakterom. To zna&i da bi valjalo iskljugiti onu apsolutnost koja je donedavno
vrijedila u matematici, pa je mozda na taj nacin matema‘ﬁka ¢ak postala dosta bliska
fizici, barem §to se ti¢e spoznaje svijeta u kojem zivimo. Naime, mislim da je besmi-
sleno baviti se matematikom koja nije vezana sa svijetom u kojem Zivimo. Svakako
se moZe spekulirati o svemu i sva&emu (i u matematici i izvan nje) i postavljati pita-
flje da li takvi objekti postoje ili ne, a to mogu biti pitanja u kontekstu raznih teori-
!a (na pr. matematika odnosno metamatematika). Ipak mislim da je najinteresantni-

Ja. ?na matematika, koja je na bilo koji nagin vezana uz prirodne pojave u najopée-
nitijem smislu. Za ilustraciju navodim, da svojstva prirodnih brojeva smatram takvom
prirodnom pojavom. Tu onda dolazi do izrazaja pitanje spoznaje i na&ina na koji do-
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lazimo do spoznaje. Spoznaja je rezultat djelovanja mnogo ljudi i ujedinjuje njihova
iskustva. Zato bez ikakve sumnje spoznaja ima stohasticki karakter. Prema tome i ma-
tematicka istina i matemati¢ko postojanje moraju u sebi imati ugradjen taj stohastié-
ki karakter. Ja mislim da su sve poteskoée na koje danas nailazimo u matematici, ra-
zni stariji nerijeSeni problemi i sli¢no, vjerojatno posljedica upravo tog stohastickog
karaktera matematike. Vi mozda nemate osjecaj da je matematika sligna fizici zato
jer je u razvoju matematike i u sadrzaju matematike utjecaj vremena daleko manji ne-
go u fizici. Zaista, u fizici se vrlo burno razvijaju nove teorije, nadje se privemeni mo-
del za neku pojavu, pa se ubrzo izmijeni, i za njega izmisli nova teorija, dok je u ma-
tematici sve to znatno sporije. Kad bi mogli sad preskociti pet tisuéa godina i govo-
riti 0 matematici, onda bi ova usporedba vierojatno bila prihvatljiva. Na ove sam ide-
je bio potaknut nekim problemima iz teorije brojeva, i poGeo sam razmi$ljati kako je
uopCe nastala danagnja matematika. Pri tom ne mislim na dio matematike koji je na-
stao iz percepcije fizikalnog prostora, dakle ne mislim na geometriju i sve §to se iz nje
razvilo u matematici, nego mislim na dio matematike koji je nastao iz prebrojavanja,
na aritmetiku i sve to je iz nje nastalo u matematici. Dakle taj dio matematike nas-
tao je iz svojstava prirodnih brojeva, a Peanovi aksiomi na kojima su zasnovani priro-
dni brojevi, rezultat su iskustva s vrlo malim brojevima. To je zapravo tako ogranide-
na koli¢ina znanja o prirodnim brojevima da je zapravo smije$no misliti da smo sada
u stanju &itav negeometrijski dio matematike sagraditi na tim osnovama, to je apsurd.
Ja mislim da ¢e daljnji razvoj, kad se usavrsi radunarska tehnika, razviju nova velika
ralunala, pristupagna Sirokom krugu Jjudi, da ée pruziti ljudima moguénost da ima-
ju mnogo vise iskustava s brojevima i dat ée im mozda mogucnost da dodju do nekih
posve novih spoznaja, koje ¢e bitno promijeniti matematiku, koja ée mozda biti pos-
ve drugacija nego ova sadasnja. Mislim da ¢e ta empirija biti bitna za daljnji razvoj
matematike. i

38) KIRIN VLADIMIR

Ja sam tesku re¢enicu upotrijebio rekavsi da ne umijem nacrtati ni jedan skup. Ja
umijem nacrtati sve elemente jednog skupa, kako ne, svak od nas to &ini svakodnev-
no, ali ja ne umijem nacrtati one vitidaste zagrade oko njih na istoj slici. To je taj
realitet podignut nekud gore. To ja ne umijem napraviti crtezom. Svi crtamo skupove
u ovom smislu, npr. ovaj skup A koji je sadrzan u B, bez dalinjega, ali onda samo
treba reéi,slikati”,za viti¢aste zagrade zna¢i staviti ovaj rub, trag krede, medju. Ne
moZete, to je jedan realitet izradjen od elemenata i potisnut nekud gore. Potakao
me je prof. Sparac rekavsi kako ¢e se iskustvo obogatiti novim podacima kroz nasa
znarja o ovim velikim brojevima, koji nisu dostupni nasem iskustvu, jer nema logi-
¢kog kriterija istine. To je teka hereza ako to netko pobija, filozofska hereza. Mi
se moramo kad—tad prikloniti iskustvu i pitati §ta je i kako je. Inace, ne znate reéi
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0 Zemu se govori, ne moZemo, nemamo vise kriterija. Na kraju je ipak iskustvo. Logi-
¢ki kriteriji su iskustvo &itavih generacija. Pokazuje se, recimo, da indoevropski jezici
i ovi kineski u tom logickom iskustvu nista nisu doprineli jedan drugom. Vi mozete
imati jezik artikuliran kako god hoéete, misaoni procesi su isti. Nena u Kini drukéi-
je matematike. Oni ne kazu ,,ako—onda”, ali to je to. Ja sam ih pitao.

39) DJURIC MILAN

Ovde je diskutovano o pojmu transfinitnih skupova (kardinala). Ja sam veé govo-
rio o tome. Rekao bih jo§ nesto. Prihvatanje egzistencije ovakvih skupova je samo
psihologka kategorija. Cim se u tome prihvati prvi korak, onda je svaki slede¢i korak
prihvatljiv. To vam je kao i onaj prvi izlet iz braka. Posle njega je svaki izlet norma-
lan. Prvim korakom se probija psihologka barifjera.

Vratio bih se jo§ jednom na pitanje postojanja. Ovo bi se moglo smatrati i kao do-
datak onome §to sam veé rekao. Ja sam tamo gOvorio o nekim stvarima vezanim za
Ovo pitanje. Prema njima, kada govorimo o ovom pitanju moramo uvek znati u kom
smislu nesto postoji, §ta pod tim podrazumevamo. To znadi da uz ovaj pojam, ako ga
koristimo, mora iéi i kategorija koja ¢e oznadavati njegov smisao. Tako, u logici, na
primer, mozZemo govoriti o semanti&kim i sintakti¢kim kategorijama. Svakako se mo-
Ze govoriti i o vezama izmedju kategorija. Na primer, kod sintakticke kategorije ose-
¢a se nase prisustvo kroz kreativne postupke kojima mi dokazujemo egzistenciju ne-
kih entiteta: to su uvek neke vrste drveta. Iduéi korak po korak u ovakvoj proceduri
mi dodjemo do Zelienog cilja. Ova kategorija odgovara najem prvom stavu vezanom za
egzistenciju koji prihvata objekte koji su kreirani izvesnom procedurom. Semantika
kategorija je bliza drugom stavu. Medjutim, ove dve kategorije mogu se povezati; u
logici su poznate ove veze. Jo§ jednu stvar treba dodati, sem kategorije treba govori-
tii o nivou, jer postoji i ova razlika u pojmu. Dovoljno je uzeti razne nivoe u realno-
sti ili npr. teoriji tipova.

Da se osvrnem jo§ jednom i na ontologki pritisak. Jasno, §to smo na viSem nivou
apstrakciie, taj pritisak je manji. Medjutim, Gim se spustimo na niZi nivo, blize real-
nosti, tj. na primenjene nauke, taj pritisak je ve€i, jer tu refavamo konkretne prob-
leme.

40) PRESIC MARICA

Ja bih samo pitala prof. Kirina u kom smislu on to smatra crtanjem. Da i mi
dozvoljavamo samo bukvalno crtanje kredom? Za mene je stvaranje pojmova, dobar
itd. takodje crtanje skupova i to misaono crtanje skupova. Ja priznajem i misaone
tvorevine kao neku realnost. Matematika jeste nastala potstaknuta realnom stvarno-
§Cu, ali ovo sve 3o su matematidari stvorili je ipak jedna misaona realnost, misaono
crtanje.



70 Problem postojanja u matematici

41) KIRIN VLADIMIR

Ja ne umijem na istoj slici nacrtati sve elemente skupa i viticaste zagrade oko njih.

42) PRESIC MARICA

Ali ste naviknuti da uobrazite da ste to udinili.

43) KIRIN VLADIMIR

Viti¢aste zagrade su stepen vise od svih elemenata i ja to ne umijem nacrtati. Jer,
znate zafto? Djeca nose u kolu po lijevu i desnu viticastu zagradu i onda jedan dru-
808 ,metnu” u njih. Tako je to sad u skoli. Oni ih tako trenirajuy,

44) MIJAJLOVIC ZARKO

Pitanje je koliko je to metodski opravdano da se tako uéi matematika.

45) DJURIC MILAN

Ali, na tom nivou je to jedino i moguée tako.

46) MIJAJLOVIC ZARKO

Po gemu tako mislite? Kao da ono pre nije bilo matematika, pre nego §to su izmi-
slili skupove.

47) DJURIC MILAN
Da ali samo onaj operativni deo, a ne ovaj ... .
48) MIJAJLOVIC ZARKO
A koji je taj drugi deo?
49) PRESIC MARICA
Pa &ta, zar je veca apstrakcija skup od pojma broja?

50) DJURIC MILAN

Ranije njega nije interesovao broj kao objekat, nego samo da operiSe s njim, da ga
mnozi, sabira, deli itd.

51) SEPER KAJETAN

S ovim dijalogom, polilogom, je jako tesko, sad je na redu kolega Bozé a onda ko-
legica Natasa Bozovié.

52) BOZIC MILAN

Ja sam hteo nesto da kazem ba$ na temelju diskusije prof. Kirina i to od njenog po-
Cetka, kasnije je otiglo malo u §reh. Prof. Kirin je ako se seéate po&eo sa sledeéom mi-
§lju: da on ne moze da opravda dak ni konacne skupove, ni kategoriju kona¢nog skupa
kao nesto 3to je ocigledno u smislu postojanja.

53) KIRIN VLADIMIR

Nazo&noga u zoru ili zamjedbi.

54) BOZIC MILAN

E, jer je prof. Presi¢ poceo od konaénog skupa, a onda govorio o beskonaénom
kao o ekstrapolaciji. Tu je jedan nesre¢an primer koji je mene podstakao na razmislja-
nje druge vrste. Naime, govorilo se da &ak ni skup ovih automobila pred Filozofskim
fakultetom nije dat kao skup, kao nesto perceptivno. Medjutim, pitanje je &ta to zna-
¢i. To je stvar konvencije, ako mi izbacimo red skup za konagne skupove i govorimo
0 objektu, mi smo se tu veé izvukli. Ja mogu govoriti o objektu koji &ine automo-
bili pred Filozofskim fakultetom. Onda vi meni kazete: to je nesto mistiéno. A ja ka-
zem: A zasto je automobil tako jasna stvar? Naime, zasto automobil nije skup, i on
je skup. skup svojih delova. Medjutim, mi smo navikli da je on funkcionalna celina.
['svi ovi automobili Gine funkcionalnu celinu u tom smislu 3to stoje pred Filozof-
skim fakultetom, koja jeste, ruku na srce, slabija od funkcionalne celine jednog au-
tomobila koji radi, pokrece se, itd. ali, recimo ovaj sto, on je nama dat kao jedan
predmet, zasto? Zato jer mi ne moZemo da prodiemo rukom kroz ovaj sto, a moze-
mo da prodjemo izmedju ovih automobila, Medjutim, ako izbacimo termin skup i
govorimo o objektu ,svih pet kontinenata”, mi smo se izvukli. Mi uvek mozemo ne-
kako konagne skupove, izbegavajuéi vitiGaste zagrade, na taj nagin da percipiramo.
Sta vise, na taj nacin dolazimo do kumulativne hijerarhije tipova. Jer u stvari nag
realni svet i jeste takav, vi imate jedan konacan skup ili objekt koji ima neke ele-
mente, pa onda uzmete te elemente, re¢imo uzmete skup ljudi, pa svaki taj Govek
je objekat pa njega rastavimo i on je opet neki skup koji ima neki sadrzaj, recimo
neke organe, delove tela itd., pa potom te organe moZemo opet itd. i bag tu uoca-
vate tu kumulativnu hijerarhiju. Dakle, u konadnom slugaju se vrlo lako mozemo

izvuéi.
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55) BOZOVIC NATASA

Ja sam samo htela nekoliko redenica u vezi s onim §to je govorio Kapetanovi¢, o
onom ,,negativnom” odnosu ljudi koji se bave jednom ili drugom vrstom problema.
Meni se ¢ini da mozda i nije sasvim sluéajno da pojedini radni matematicari ne bri-
nu previse 0 ovoj drugoj vrsti problema. Mozda trenutno ima dosta razloga da se ve-
ruje da u nekom istorijskom trenutku moze dopustiti kvantitativno vece bavljenje o-
nim prvim. Cini mi se da danas ima dosta razloga za taj prelaz kvantitativnog u kva-

litativno. Tu sam npr. mislila 0 onom o Semu se danas &esto govori, na verovanje mno-

gih matemati¢ara da mozda moze da se konstruize radunar ili tako neki plod tehnici-
zma, koji e ne samo da bude kreativan nego u izvesnom smislu potpuno da nadmas
Coveka. Danas ima dosta razloga da se u to veruje, da se veruje da ée do toga doci
vrlo brzo.

56) BOZIC MILAN

Tehnicki je moguce da naprosto svoj mozak reprodukujem nekim elektronskim ele-

mentima. Nisam ga jos dovoljno istrazio, zalim slu&aj.

57) SLAVISA PRESIC

Ja bih nekoliko redi u vezi s pojmom konagnog skupa. Ja sam hteo re¢i da je tu
manji problem postojanja, da kazem ublaZenije, ali mi imamo masu sli¢nih stvari
kod kojih nam &ak ni na kraj pameti nije da govorimo o postojanju, a verujemo
da bi moglo da se govori. Ho¢u da kazem u obiénom jeziku ima mnogo reci oko ko-
jih se ne pri¢a mnogo, da li im odgovara nesto §to postoji ili ne, a nekako se previ-
Se govori o ovoj reéi skup. Da budem odredjeniji. Pa, recimo sta je sa re¢ju celina?
Ako ne znamo ita je konaéan skup, onda i celina ne moze da postoji. Onda, §ta je
sa re¢ju godina, godina dana? Moze neko da kaze: “To ja necu da shvatim, ja to
ne priznajem da postoji”. To je ipak u nekom smislu stvar ovakve prirode: mi naj-
pre imamo ¢lanove te godine dana, to su razni dani, a potom imamo jedan korak na-
vise, korak ,gradjenja” godine, da tako kazem, i to je sad to. Ima more sli¢nih stva-
I, pa ipak je manje sporan takav korak prelaza od kona&no mnogo predmeta na skup
tih predmeta nego u sluaju beskonaénih. Pomenuo bih jednu misao koju nisam do
sada pomenuo u vezi sa pojmom beskonaénih skupova. Za mene je to nova misao i
N€ mogu do kraja da je iskazem sasvim jasno, ali Cini mi se da se tu jedan deo stva-
U vezi sa pojmom beskonagnog skupa pogadja. To je sad ovakva stvar: mi imamo
iskustva u radu sa skupom koji ima dva ¢lana, tri &lana, &etiri jtd. ali nam se priro-
dno poj avljuju kona&ni skupovi sa neodredjenim brojem Glanova, da ne kazem pro-
menljivim  brijem &lanova. Jedan takay primer: skup re¢i naseg jezika. To je ipak
takay skup. Dakle ima raznih takvih. Ti, da kazem, promenljivi konacni skupvi bi
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trebalo da se uzmu u razmatranje. Medjutim, obi¢no se umesto razmatranja takvih
skupova, mozda je tu u pitanju neka lenjost, prelazi na skup svih, onih predmeta ko-
ji imaju odnosno svojstvo, odnosno na beskonacan skup. Medjutim, meni samom ni-
je jasno kako bismo, inade uzeli u matematizka razmiSkanja takav konagan skup ko-
ji ima neke dodatne , parametre” koji ga odredjuju i zbog kojih je on ponekad sa to-
liko, a ponekad s onoliko elemenata. Ali ¢ini mi se da tu negega ima. Dakle: kona@-
ni, promenljivi konani, pa tek naredni stepen beskonaéni skupovi. ’

58) SEPER KAJETAN

Jedan aspekt toga je i ona Vopenkina teorija, i ona Jesenjin—Voljpina, gdje se po
mom misljenju mnogo vise realnosti unosi u teoriju koja je zbog toga atraktivnija i
znanstvenija. Osim toga, &ini mi se da kod tih teorija, ba3 za ovo §to je prof. Presi¢
rekao, ima mnogo toga, ali zahtjev potpune adekvatnosti znagio bi od matematike
napraviti neku vrstu fizike. U vezi s onim sto je spomenuo kolega Rosenzweig, re-
kao bih da ta alternativng teorija, a i ona ultraintuicionisticka, unosi jedan dijalek-
ticki element, §to je uvijek bilo izvan matematike i uvjetovalo matematiku ali se
nikada nije moglo odraziti adekvatno u matematici samoj. Ti pokusaji su jedinstve-
ni u razvoju matematike. Jo§ sam htio nadovezati na diskusiju prof. Presica u vezi
sa jezicima. Stvarno, na primjer, Myhill isto tako ne smatra jezik skupom rije&i, ne-
80 procesom ,skupom u nekom drugom smislu, promjenljivim skupom.

59) S$IKIC ZVONIMIR

S malim zakasnjenjem prikljugio bih se onoj diskusiji, koju je zapoceo prof.
Ugrin—Sparac. Slazem se s njegovom opaskom o predvidjanju buduée matematike.
Mi zivimo s ontolokim pitanjima i prave ideje nastaju iz punoga zivota, u kojem
$mo optereceni ontoloskim pritiskom, pa se tako i svaka matematika pocetno po-
javljuje kao primijenjena matematika, koja nosi taj pecat. Progiséenje je uvijek nak-
nadno. Zelimo Ii govoriti o buduéoj matematici, trebamo tada predvidjeti buduéu
primijenjenu matematiku. Usput Zelim re¢i da je za sagledavanje odnosa u kojima
je ovdje rije¢ i inage za razumijevanje matematike nuzno sagledati proglu matema-
tiku i uvidjeti koliko je znagajan njen povijesni (ne—vje&ni i ne—bezvremenski) ka-
rakter. Ta povijest nas u&i da uo&imo znacaj one ,naknadnosti”’ i da ne upadnemb
u klopku obezvredjivanja jos ne procistene podetne matematike (prosle, sadasnje i
buduée) ili u rafiniraniju klopu njenog iskljuéivog vrednovanja kroz prizmu prog&is-
¢enja, koje Cesto vodi grubim simplifikacijama i neopravdanom niveliranju raznolj-
kosti.
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60) PRESIC MARICA

Ja bih samo, posto sam se sporazumela s prof Kirinom o kakvom je crtanju rec,
dakle nije re¢ 0 misaonom crtanju o kojem sam ja pokusala da ga pobijem, veé o
bukvalnom crtanju, i posto je on izjavio da je u stanju da nacrta samo elemente, e-
vo molim ga lepo neka nacrta svaki element, svaki list, eno one kro3nje tamo. Dak-
le neka je nacrta. Baj se pitam da li ¢e da nacrta svaki list, ili ¢e lepo, kao §to bi
svaki crtaé uradio, nacrtati krosnju.

61) PRESIC SLAVISA

Ja ¢u samo jednu regenicu, to je jedan nesporazum, pazite to je veoma krupna
stvar. U vezi s tim $ta je crtez, kolega Siki¢ je to implicitno nekoliko puta lepo re-
kao, ja ¢u to da ponovim. Sta je crtez neke stvari? To je stvar koja dogovorno, iz-
vinite §to ¢u slobodnije da kaZzem, glumi tu stvar. On je dodeljen, §to ste vi rekli
sve §to jeste moze biti znak za bilo §ta, moZe biti znak za drvo. Ako mi prihvati-
mo crtez kona¢no mnogo predmeta, Cujte, ne moramo mi njih staviti u vitiGastu ]
zagradu, mi moZemo staviti jednu putadu sa strane, ali se prethodno dogovoriti da
ta putada znaci celinu tih stvari, dakle skup. Ili ,venovski”, graficki ,,opasati kon- |
cem”, itd. U vezi s crtezom dakle, postoji ogromni stepen dogovornosti, proizvolj-
nosti, naviknutosti itd. To je vaina stvar.

62) MIJAJLOVIC ZARKO

Mozda su, kako je ovde receno, misaone konstrukcije koje se odnose na mate-
matiku izvesno crtanje, u nekom prenesenom smislu. Ja se bas ne bih u potpunos-
ti slozio sa time, jer pretpostavljam i one druge, veoma zna&ajne, mozda najznadaj-
nije delove matematike.

Mi, naime, u matematici, imamo dokaze, dokazivanje kao postupak; to nema ni-
kakve znacajne veze sa crtanjem. Ima veze jedino ukoliko se radi o zapisu nekog do-
kaza ali je suitina sasvim razli¢ita. Jer, mi i kada nacrtamo izvesne simbole za formu-
le ili skupove, funkcije, premda to jesu crtezi, ne gledamo u njima sliku veé gledamo
nekakvo znaZenje, interpretaciju svega toga, saznajnu pozadinu. Prema tome, uvek
je prisutna izvesna motivacija za to crtanje, to svakako treba naglasiti, jer je to vaz-
nije od samog €ina crtanja i onog kombinatornog dela koji se odnosi na crtanje.

63) DJURIC MILAN

Osvrnuo bih se jo3 na jedno pitanje koje nije bilo prisutno u danasnjoj diskusiji.
Govorili smo, uglavnom, o matemati¢kim i filosofskim pitanjima vezanim za mate-

Diskusija 75

matiku, dok o statusu i druitvenom polozaju matematike nije bilo re¢i. Ovo pitanje
je, medjutim, kolega Seper inicirao u svom &lanku. Citiraéu taj deo teksta: ,tada se
nebi dogodilo da ovakva dalekosezna, plodna i vazna i prihvatljiva ponuda von Ne-
umana matematiCarima da u svoju zgradu ugrade teorijsku kibernetiku ostane izvan
sfere interesa Cistih pa ¢ak i primjenjenih i prakticnih matematicara, a da se o pos-
liedicama takvog stava na nastavu matematike i ne govori, i da se o posljedicama tih
posljedica na drustveni znacaj matematike pogotovo i ne govori. Taj dogadjaj po svo-
jim posljedicama nadmasuje dogadjaj, i propust novovijekih elemenata”.

Mislim da je ovo pitanje veoma vano. lako je matemati¢ko stvaralastvo u svetu
u velikom razmahu i potreba za njim sve veéa, jer je uslo u sve pore ljudskog stva-
ralaStva, interes za njega, &ini mi se, opada. Koji su razlozi ovom stanju? Odgovor
je delimi¢no dat u citatu. Ja ¢u pokusati da ga pojasnim i dopunim.

Zbog svojih velikih moguénosti u resavanju problema drugih nauka i prakse, da-
nas se primenom matematike bavi velik broj istraziva&a. Tu je prisutna i najvecéa tvo-
revina matematike i elektronike — racunar (kompjuter). Koliko god je prodor mate-
matike u razne oblasti ljudske delatnosti, zajedno sa moénim sredstvom — raéunarom,
koristio matematici toliko joj je i Stetio. U kom smislu je §tetio? Poznato je da se
raCunar u svim primenama isuviSe eksploatisao; vrhunac modernog pristupa resava-
nju problema bio je ako je isti resavan na ratunaru. Pri tome je naj&esée sirov ma-
terijal, bez dovoljne analiticke obrade, propustan kroz radunar. Programiranje i ru-
tina zamenjivali su ozbiljna matematicka istrazivanja. Ne treba, svakako, smetnuti
s uma da je dobar deo istrazivaca imao ispravan pristup. Medjutim, bez obzira na oz-
biljnost pristupa, jedan deo matematickih disciplina: teorija sistema, informatika itd.
izmakao je iz ruku matematiCara i presao u ruke inZenjera, ekonomista, sociologa
itd. Zbog moguénosti za resavanje konkretnih problema rastao je i interes za ove dis-
cipline. Veliki broj istraZivaca, pogotovo nematemati¢ara, bacio se na ove konjuktu-
me discipline. Na taj naéin su mnoge osnovne matematicke teorije potisnute u dru-
gi plan jer se matematika pocela poistovecivati sa ovim disciplinama. A za njih smo
vrlo brzo zaboravili i poreklo i vezu sa ukupnim matematickim zdanjem.

Ova tendencija nije dobra jer, sem na izlazima iz matematidkog zdanja, u koje
ubrajam gore pomenute discipline, treba raditi i na njegovim fundamentima i kon-
strukeiji. Ovo, zbog buduénosti matematike. Treba negovati i dalje razvijati celokup-
no ovo zdanje. U tu svrhu treba raditi i na podizanju kadra koji ¢e preuzeti brigu o
tom zdanju. Moramo priznati da i tu ima problema. S jedne strane, na fakultetima i
uopdte institucijama koje su odgovorne za ovaj razvoj, postoji tendencija, kod mia-
djih, da se opredeljuju za pomenute konjuktume discipline a samo manji broj za
teorijsku matematiku. S druge strane, na fakultetima gde matematiku treba razvi-
jati kao neophodno sredstvo postoji tendencija, zbog ukupnog odnosa prema ma-
tematici, o kom sam veé govorio, da se ista eliminide, a da se samo neki njeni neop-
hodni delovi ukljue u pojedine stru¢ne predmete.
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Zbog svega §to sam rekao, duznost svih nas je da radimo na razvoju matematike, na
¢uvanju njenog zdanja, ali da se u isto vreme i sami angazujemo na njenom ukljuéenju
U reSavanju raznih problema u raznim domenima ljudske delatnosti, jer je to, na koncu,
i njena osnovna i u isto vreme plemenita funkcija. Na taj nacin ¢emo koristiti i matema-
tici i drustvu.

64) SEPER KAJETAN

Nema vise diskutanata, a nema vise ni trake. Zahvaljujem se.
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Beograd, 1979, 89, str.398.
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