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1. UVOD

U nauke koje se u XX vijeku najviSe i najplodnije razvijaju,
svakako, valja ukljuciti i matematiku. U naSe vrijeme se stalno
§iri krug problema za &ije rjeSavanje je neophodna matematika.
Svjedoci smo daljeg prodora matematike u gotovo sva podrudja
Covjekovog stvaralagtva.
U skladu sa snaznim razvojem matemati¢ke nauke, u Citavom
svijetu su prisutni napori da se modernizuje nastava matematike,
pa da se, pored ostalog, na takav nalin nastava matematike —
uz pretpostavljenu prilagodenost uzrastu ucenika — odnosi na
matemati¢ku nauku kakva je ona danas.
Na osnovu izloZenog, neposredno slijede dva pitanja:

(7) Sta i koliko iz savremene matematike treba da bude prisutno

u nastavi matematike?

(i) Kako od ,,starog” i ,,novog” gradiva napraviti §to prirodniju
cjelinu, $to kra¢u i metodi¢ki najprihvatljiviju?
U naem razmatranju, ta pitanja nas posebno zanimaju u vezi
sa nastavom matematike za prvi razred srednjih §kola.
Listajuéi pojedine nase programe za I razred srednjih Skolal),
nije te$ko uotiti da se u novije vrijeme gradivo prvog razreda, u
nekom smislu, razlaZe na tri programske cjeline:
— elementi matematicke logike (sa teorijom skupova),
— brojevi (odnosno elementarna algebra),
— geometrija.
Prije podrobnijeg razmatranja tih dijelova, istaknimo sljedeca
opéta nadela o njihovom mijestu i ulozi u nastavi:
Proo, elementi matematicke logike, ukljucujudi i razne pojmove
teorije skupova (skupovi i osnovne operacije sa njima, funkcija,
relacija, operacija), prevashodno treba da budu kao niti, koje
povezuju u pletivo, ¢itavo gradivo. To, pored ostalog, znaci da
razni sadrZaji matemati¢ke logike ne treba da budu gradivo za
sebe; slobodnije regeno, dodatni teret za dake, ve¢ moraju biti
sustinski uklopljeni u &itavo gradivo.

1y Vidjeti, na primjer, programe za I razred u SRBiH, SR Hrvatskoj, kao i
najnoviji program u SR Srbiji.



—————

Drugo, u skladu sa prethodnim, izlaganje brojeva i geometrije
mora biti sudtinski prozeto savremenim matematiCkim idejama.
To, pored ostalog, znali da to izlaganje mora biti, s jedne strane,
krace, jer, konatno, dobar dio tog gradiva je ucenicima odranije,
na odreden nalin, poznat, a, s druge strane, mora biti misaono
punije. S tim u vezi, deduktivnost (dokaznost) u izlaganju treba
da raste, odnosno, drukdije regeno, izlaganje treba da bude Sto
vi§e proZeto aksiomatskim nitima.

U daljem tekstu podrobno izlaZemo naSe stanoviste u vezi sa
modernizacijom nastave matematike u I razredu srednjih $kola.
Izlaganje ¢e, pored ostalog, znaliti razvijanje i objaSnjavanje
ideja prisutnih u nadem wudfbeniku za I rasred srednjih $kola,
kao i gbirci zadataka, izaslim u Sarajevu 1976, odnosno 1977.
godine. Redoslijed obrade pojedinih pitanja slagace se sa redosli-
jedom naslova u tim knjigama. Otuda navodimo spisak tih na-
slova:

Izrazi; Formule, iskazi; Konjunkcija, presjek skupova; Disjunk-
cija, unija skupova; Negacija, razlika skupova; Implikacija i
ekvivalencija; Potreban i dovoljan uslov; O rije¢ima svaki, neki;
Preslikavanje; Ekvipotentnost skupova; Uredena dvojka, Dekartov
proizvod; Binarna relacija; Jo§ o relaciji ekvivalencije; Binarna
operacija; Neki zakoni nageg mi$ljenja; Aksiome, teoreme, do-
kazi; Tacke, prave, ravni, odnosi pripadanja; Paralelnost; Ra-
spored ta¢aka na pravoj i u ravni; Ugao, mnogougao, poliedar;
Uporedivanje duzi i uglova; Komutativni, asocijativni i distri-
butivni zakon; Prirodni brojevi; Jednakost a=bg-r, Euklidov
algoritam; Sistemi brojeva osnove 10, 2, 3, ... ; Realni brojevi
¢ine polje; Podudarnost trouglova; Uglovi na transverzali; Neki
odnosi stianica i uglova trougla; Vektori; Znacajne tacke trougla;
Cetvorougao i kruZnica; Znacajne teoreme polja realnih brojeva;
Polinomi i racionalni izrazi; Stepeni sa cijelim izloZiocima;
Izometrijske transformacije uopste; Translacija; Rotacija ravni
oko tadke; Primjena translacije i rotacije; Podudarnost geometrij-
skih likova; Linearne jednadine; Sistemi linearnih jednalina;
Linearne jednadine i sistemi u rjeSavanju raznih problema;
Polje realnih brojeva je uredeno polje; Linearne nejednaline.
Transformacija sli¢nosti; Homotetija; Sli¢nost geometrijskih
likova; Obim i povrSina mnogougla; Obim i povrsina kruga.
Medutim, i pored namjenske i sadrzinske povezanosti ovog pri-
ruénika sa navedenim udZbenikom i zbirkom, moguce je da se
on i posebno posmatra, jer je tako graden da i sam za sebe pred-
stavlja cjelinu.
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2. ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE

Kratko o njenom nastanku. Ve¢ od samih pocetaka, matema-
tiku odlikuje upotreba raznih posebnih matematickih simbola
(znakova). StaviSe, napredak matematike kroz istoriju je umno-
gome zavisio upravo od stepena razvijenosti njene simbolike.
U takvom smislu je dobro poznato od kolike je koristi u algebri
upotreba slova, kao x, ¥, 2, a, b, . . . isl., za oznadavanje brojeva®’,
za §to ponajvise dugujemo Vietu (F. Viére, 1540—1603) — ocu
simboli¢ke algebre. Primjera radi, zadatak:
Koji broj treba dodati brojitelju i imenitelju razlomka 1/3 da b
se dobio razlomak 2[3?
— upotrebom uobi¢ajenih posebnih algebarskih oznaka se pre-
vodi na rjeSavanje jednacine

1+x 2

34+x 3
gdje je sa x oznalen nepoznat broj. Medutim, koris¢enjem dobro
poznate tehnike rada sa jednacinama lako se zakljutuje?®
1t T e 3 Q=D ()
34x 3
& 343x=6-+2x
& 3x—2x=6—3
&y x=3

pa je broj 3 trazeni broj.

Tehnikom algebarskih jednadina rjefavaju se mnogi problemi,
ali, takode, kao §to nam je poznato, mnogi ostaju i van doscga
te metode. Prirodno je misliti na izradu nekog posebnog sim-
bolitkog jezika, koji bi uopstio jezik jednagina i bio dovoljan za
rje$avanje bilo kojeg postavljenog problema. Lajbnic (G. W. Leib-
nitz, 1646—1716) je tragao za takvim vrlo op$tim jezikom. U
mnogim dostignué¢ima, on je pretea savremene matematicke
logike, u kojoj se, pored ostalog, nudi takav opsti jezik. Inace,
osnivadem matemati¢ke logike smatra se Bul (G. Boole, 1815—
—1864).

1) Tako upotrebljena slova nazivaju se i opsti brojevi. Dak}e, opéti broj nije
nikakav broj, veé dogovorena zajednicka oznaka za brmex:e.
9 Znak > zamjenjuje rijeti ako ¢ samo ake, odnosno ekvivalentno.



Znacajne vrste matematickologi¢kih znakova. Brz i kratak
uvid u gradivo matematicke logike (prisutno u programima za
I razred srednjih Skola) moZe se postiéi i uotavanjem kakve vrste
znakova su sadrZane u njemu. Tako se u stvari, upoznaju znadajne
vrste matematickologi¢kih znakova uopste. To su:

() Znaci koji sluZe za oznaavanje odredenih predmeta (ob-
jekata), odnosno oznacavanje konstanti. Kao takvi, obiéno se
koriste znaci 1, 2, V2, m, —3 i sl

(i) Promjenljive. To su znaci koji sluZe kao op$za, odnosno
zajedmicka oznaka za viSe odredenih predmeta, odnosno
konstante. U takvu se svrhu cesto koriste slova x, y, z, a.
by, c, &, B 4, . ... Neka je, recimo, dogovorno, x zajedniéké
oznaka svih prirodnih brojeva. Tada su pojedini brojevi,
kao 1, 2, 3,..., tzv. vrijednosri te promjenljive.

(i) Operacijski znaci. Ti znaci sluZe za oznatavanje operacija.
Kao takvi, obi¢no se uzimaju znaci +, —, -, U, N, %, o
isl.

(iv) Relacijski znaci. Ti znaci sluZe za oznadavanje relacija. Tako
se koriste, recimo, znaci =, >, <, &, C, |, ||, ==, ~i
drugi.

(v) Znaci logickih operacija. Obicno se, kao takvi, koriste znaci:
A @) V @l), 71 (nije), = (ako . . . onda), & (ekvivalenino),
Y (svakr), 3 (neki).

Prvih pet su tzv. znaci osnovnih logickih operacija, a posljednja

dva su tzv. kvantori (kvantifikatori, kolikovnici).

Zapis, rijel; 1zraz, formula. Idudi korak u razmatranju gradiva

matematicke logike je upoznavanje sa raznim zapisima koji

nastaju dopisivanjem opisanih znakova jednog do drugog. Takvi
se zapisi nazivaju druk&ije i rijed?, pri ¢emu se znaci konstanti,
pro_mjenljive, relacijski i operacijski znaci, te znaci logickih ope-
racija smatraju kao slova®. Neke od takvih rijedi su:
1+2, x4y, (x+y) -2, x+y -2, x>y, x=y = y=x
x=0Vy=0= x-y=0, (Vx) 3y) x=y, x+V=1>

Sve navedene rije¢i, osim posljednje, su smislene, odnosno jesu

uobicajeni matematic¢ki zapisi. Podrobnije, prve Cetiri rijeéi su

tzv. izrazi, a naredne Cetiri su tzv. formule.

Kratko receno, izrazi sluze za oznacavanje raznih objekata (pred-

n}?,ta), dok se formulama izraZavaju razni odnosi (relacije) medu

njima.

3) U udzbeniku (strana 10) smo podrobnije uopite opisali kako se u matema-

tici shvata pojam slova i odgovarajuéih rijeci.
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Najprostiji, najkradi izrazi su, recimo,
0,1,2, .. % ¥ e.ns

tj. znaci konstanti i promjenljive. SloZeniji, duZi izrazi nastaju
postupnim vezivanjem?® kracih izraza znacima matematickih
operacija. Uz to se, radi razgraniCenja djelovanja pojedinih ope-
racijskih znakova, u gradenju izraza koriste i dva pomocna
znaka: znaci zagrada® ), (. Svi malotas navedeni izrazi pripadaju
vrsti duzih izraza. Crtezi, tzv. drveta pregledno prikazuju njihovu

1 2 Py y X y z X y z
W -
+ +
142 y ; v
+ X+ .
(ey)-2 1 +(3-2)

strukturu (sklop). Izraz 1 + 2 predstavlja, izraZava broj zri. Taj
broj je tzv. wvrijednost izraza. Uopste, u sluCaju ma kog izraza
govori se o njegovoj vrijednosti. U sludaju prisustva promjen-
ljivih, prethodno se pretpostavlja da one imaju odredene vrijed-
nosti. Recimo,

2 (x+y)=3, ako 2 (x)=1, 2(y)=2;

2 (x+y)=8, ako v (x)=3, v(y)=>5, itd.
gdje slovo » zamjenjuje rije¢ vrijednost®.

) Nije te$ko izraze i potpuno strogo definisati. Recimo, izrazi gradeni po-
mocu znakova 1,2,3,..., promjenljivih x, 3, 2, ... i operacijskih znakova
-+ i - mogu se ovako rekurzivno definisati:

(i) Znaci konstanti i promjenlyive su izrazi

@) Ako su A, B izrazi, tada su izrazi i zapisi (A + B), (A4 - B).
(i) Izrazi su jelino oni zapisi do kojih se dolazi primjenom pravila (),

(%) kcmaino puta.

Uz ovakvu definiciju, kao §to nam je poznato, usvajaju se i razni dogovori o
nepisanju izvjesnih zagrada. Tako, umjesto (x-+3), (x+(»- 2) ((x-3)
+(z - 1), ((c+) - 2)F), krate piSemo x-+y, x4y 2 ry+zu, (i)
- z+u. U udzbeniku je ovakva definicija izloZena na stranici 10, a u zbirci
u vezi s njom su zadaci 15, 16, tatke 1. Cini se daseu $kolskoj praksi ne treba
koristiti strogom definicijom izraza, izuzev ako se za to ne ukaZe podesna
prilika.

Inade, u vezi sa izrazima, zagradama u nastavi matematike vidjeti, i élapak
S. Prefié, Zagrade i izrazi u osnovnoj i srednjoj $koli, asopis Matematika,
2/1976. posvecen tom pitanju.

5) U gradenju izraza dovoljne su te dvije zagrade, $to ne znadi da ponekad
ne moZemo, ako nam to pobolj$ava preglednost, upotrijebiti i neke drukéije
zagrade, Ipak, dobro je znacima {,} koristiti se iskljuivo za oznadavanje sku-
pova. Recimo, zapisom {1, 2} se oznacava skup Ciji su elementi 1 i 2.
) U stvari, obi¢no se znak v ne pise, izuzev ako ne Zelimo da posebno istak-
nemo da se radi o vrijednosti.



Zapisi

x>y, x=y = y=% x=0Vy=0= x-y=0, (Vx) Gy) x=y,
k.a}ko_ vec 'rekosmo, jesu formule. Procita li se formula obi¢nim
rije¢ima, iz nje nastaje izvjesna refemica. Recimo, formulama

x>y, 142=3, 5—3<1
odgovaraju redenice:
Iks je vedi od ipsilon ;
Zbir brojeva 1 1 2 je jednak 3;
Razlika broja 5 sa brojem 3 je manja od 1.
Na;\.raini.jl dio neke recenice je njen predikar (prirok). Predikati
poslj_edn)e tri recenice su, moZe se tako redi, odredeni relacijskim
znacima >, =, <. Uopste, a to je vrlo znadajno, u sluéaju mate-
matxcklh.recemca, odnosno, matematickih formula, predikatima
odgovaraju matemati¢ke relacije”. Inade, za navedene tri formule,
moze se reci da su oblika
. . . I e Ly

pri Cemu su 1y, I, izrazi, a p je znak relacije. Mnogo je matema-
Flelh formula takvog oblika, odnosno, jednorelacijskih — kaZe se
1 elementarnih formula. Formule

¥=y = y=% x=0Vy=0=x-y=0, (Vx) @y) x=y
nisu elementarne. U stvari, one su sagradene, sklopljene od ele-
mentarnih x=y, y=ux, i sl. pomo¢u znakova logi¢kih operacija®.

Vriie(:inost formule, skup rjeSenja. Da li, poput izraza, i for-
mule imaju nekakave vrijednosti? Recimo, §ta bi bila vrijednost
formula

2+4+2=4, 2>3?

N1z tog.razloga u logici, ¢iji se jedan dio zove Predikatski ralun proog reda

(_u stvari, gradivo logike u T razredu srednje kole odgovara tom racunu),

rijeci relacija i predikat se Cesto koriste kao sinonimi.

® Evo i stroge definicije formula (podrobnije redeno: formula predikatskog

rauna ovog reda):

(2) Elementarna formula je formula.

@ii) Ako su A, B formule, tada su formule i zapisi (A AB),(AV B), (4 — B)
(AeB), 14, Vw4, Qu) A (u je ma koja promjenljiva). -

(@) Formule su jedino oni zapisi do kojih se dolazi primjenom pravila (@),
(#7) konatno puta.
Kao $to se primjecuje, ova definicija pretpostavija definiciju elementarne
Sormule. Ve¢ smo naveli definiciju elementarne formule (kao rije&i ob-
lika .Il p Iy) u slucaju relacijskih znakova dufine 2. U matematici se
opétije razmatraju relacije ma koje duZine, pa s tim u vezi, i odgovarajuée
elementarne formule. Recimo, neka slovo m oznatava relaciju b&izi
izmedu. Tada je zapis m (A4, B, C) (Citati B je izmedu A i C) primjer
ternarne elementarne formule.

Napustimo ,,ispitivacki” ton i odmah istaknimo da se u slucaju
formula govori o takozvanim istinitosnim vrijednostima: tacan
(skracenica T ), netacan (skratenica | ). Prvonavedena formula
ima vrijednost T, tj. tatna je, a druga ima vrijednost | , odnosno
netatna je. To se i ovako pise
T242=4)=T, 1 (2>3)=1,
jer se znak t (prvo slovo rijeli taénost) obi¢no koristi kao zamjena
za rjeci:
istinitosna vrijednost od . . .
Koliko iznosi 7 (x>3), gdje je x oznaka prirodnih brojeva? I
ovdje, sli¢no kao u slucaju izraza, za posebne vrijednosti promjen-
liive x dobijaju se odgovarajuce istinitosne vrijednosti formule.
Drukéije receno, 7(x>3) je zavisno od x. Ta je zavisnost predo-
Cena tablicom:
x| 1 2 3 4 5 6 7 ...
x>3 | 1>3 2>3 3>3 4>3 5>3 6>3 7>3 ..
T(x>3)] L 1L 1 T T T T

Inade, u drugoj vrsti te tablice navedene su razne posebne for-
mule koje nastaju iz formule x>>3, kada se promjenljiva x za-
mijeni redom sa 1,2, 3,.... Svaka od tih formula jec zskaz, tj.
to je formula koja ima odredenu istinitosnu vrijednost T ili |.
Odgovarajuce istinitosne vrijednosti navedene su u trecoj vrsti.
Prema toj vrsti, formula x>3 ima vrednost T, upravo kad x
ima vrijednosti 4, 5, 6,... Drukdije kazemo: {4,5,6,...}
je skup rjeSenja date formule.
Uopste u vezi sa skupom rjeSenja izvjesne date formule® F,
oznadenog recimo sa R (F), istaknimo sljedece:

9 Kao §to smo u Zbirci (poslije zadatka 9, tacke 3) napomenuli, ima formula,
kao x=x i sl. kod kojih nije moguée govoriti o skupu svih njenih rjeenja,
jer, u protivhom sluaju, bi trebalo govoriti o skupu svih objekata. Rekli
smo u toj napomeni i da je u savremenoj teoriji skupova jedno od osnovnih
pitanja u slucaju koje formule se moZe govoriti o skupu svih rjesenja, tj.
koje su formule okupljajuce. Evo nepobitnog dokaza da formula x&x (x
nije sam sebi element) nije okupljajuca. Pretpostavimo suprotno i neka je U
skup svih rjeSenja te formule, tj.

U={x| x&x}.
Qdatle, drugim pisanjem, imamo ekvivalenciju

xeUexEx
kojom, se moZemo tako redi, propisuje upravo kada neki predmet x pri-
pada skupu U. Koristeéi se tom ckvivalencijom raspravimo $to biva ukoliko
je x upravo sam U. Ekvivalencija postaje

UcUs UgU,
odnosno: skup U je ¢lan skupa U ako i samo ako to nije. Zakljuéak je proti-
vurjedan. Navedimo da je navedeni primjer poznat kao tzv. Raselov paradoks
(B. Rusell, 1872—1970).



(z) U sluaju dvije nepoznate, recimo, x, y, kao rjelenja formule

weoe

vaig datu formulu. Sli¢no, u slucaju tri, &etiri, ... nepoz-
natih, rjeSenja su uredene trojke, Cetvorke, ... . Recimo,
skup rjesenja formule
x+y=35,
gdje su «x, y prirodni brojevi, tj. skup rjeSenja formule!®
%y ENAx+y=5
je skup {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}.

(i) Za skup R (F) rjeSenja formule F postoje ove moguénosti;

(I) R(F)=¢ (skup rjeSenja je prazan), tada kaZemo i F
nema rjeSenja ili F je nemoguda i sl

(II) R(F)#¢ (skup rjesenja je neprazan), kaZemo: F ima

rjeSenja, ili F je moguca i sl

U drugom sluéaju postoje dva podslugajalt):

({Ia) Card R (F)=1 (skup R (F) ima tadno jedan ¢&lan),
kazemo: F ima ta¢no jedno rjeSenje, ili F ima jedin-
stveno rjesenje i sl.

(IIb) Card R (F)>1 (skup R (F) ima bar dva ¢&lana), kaze-
mo: F ima nejedinstveno rjeSenje, ili F ima vide rje-
Senja i sl.

Recimo, formule po x:
x#x, x=1Ax#1, x=2Ax=3

su nemoguce, odnosno, njihovi skupovi rjesenja su prazan

skup. Sli¢no, skup rjeSenja formule 2x=1, uz uslov: x je

prirodan broj, je prazan. Medutim, skup rjedenja iste for-
mule, uz pretpostavku da je x racionalan broj, nije prazan,

. 1
ve¢ 1znosi f— . Ta dva zapaZanja moZemo i ovako zapisati

12
R(2x=1A% € N)=¢, R (%=1 /\xCQ)={%}-

Formula F(x): x {1, 2} je primjer formule koja ima ta¢no
dva rjeSenja. To su 1, 2. To je, znadi, primjer formule sa
nejedinstvenim rjeSenjem. Recimo, takve su i ove formule
(po x):

%12, x]6, 2% 6]x 2|xAx]6,

x#2, x2>4, x2<10, x*+x>30,
gdje je x, po pretpostavci, prirodan broj.

) Obi¢no se umjesto xe NAye N krade pise x, yEN.
11) Sa card smo oznadili broj elemenata, tzv. kardinalni broj.
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(i)

Formule po x (x je prirodan broj)

x=1, x=2, x>1Ax<3, 1€ {x,2}
su primjeri formula sa jedinstvenim rjedenjima.
I formula (po x,y) x =1 A y = 2 je primjer formule sa
jedinstvenim rjeSenjem (koje je (1, 2)).
Moze se desiti da je formula F nastala od nekih drugih for-
mula G;, G,, ... primjenom osnovnih logitkih operacija.
U takvom sluéaju postoji zanimljiva veza izmedu skupova
rjedenja R (F), R (Gy), R (G,)... tih formula. Naj-
prije istaknimo ove dvije formule
R (G; AGy)=R(G)NR(Gy), R(GLVG)=R (GYDUR(Gy)
koje su u potpunosti u skladu sa istiuitusnim tablicama ko-
njunkcije i disjunkcije. Tim formulama se dovode u vezu
konjunkcija i skupovni presjek, odnosno disjunkcija i unija.
Recimo, u skladu sa tim formulama,

R(x=1Vx=2)=R(x=1)UR(x=2)= {1} u {2}={1, 2},
R(x=1 Ax=2)=R (x=1)NR (x=2)={1} N{2}=¢
RE>1Ax<5)=R@Ex>1)NR(x<5={2,3,4,...;N{L 2 3,4}
= {2, 3,4} (x je prirodan broj)

Kako glasi formula za R (G; = G,)? Razmotrimo prethodno
jedan primjer. Neka je dogovorno x oznaka za elemente
skupa S = {1,2,3, ..., 12}.
Koji brojevi su rjefenja formule (po x)

2|x=31%

///////////;

Recimo, broj 1 je jedno rjeSenje, jer:

2ID=3| D)=L= 1=T,
odnosno pretpostavka date implikacijes tj. 2|1 je netatna,
pa je implikacija taéna. 1z istog razloga i brojevi 3, 5, 7, 9,
11, tj. neparni brojevi, ¢lanovi skupa S su rjeSenja date for-
mule. Tako smo dosli do jedne skupine rjesenja (na slici
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njoj odgovara slovo A). Broj 2 nije rjefenje, jer = (22
=312)=T = 1=_1. Slino i broj 4 nije rjeSenje. Broj
6 jeste rjesenje, jer

T216=3|6)=T =T=T.
MozZemo dati i ovakvo obrazloZenje. Za x = 6, drugi ¢lan
imlikacije 2 | x = 3 | x, odnosno njen zakljutak 3 | x je tadan,
te je otuda istinita ¢itava implikacija. Uopite, sve one vri-
jednosti x za koje je ta¢na formula 3 | x su rjeSenja polazne
implikacije. Tu dolaze brojevi 3, 6, 9 i 12 i na slici je njihov
skup oznaCen sa B. Na takav nadin, za datu implikaciju,
o0znacimo je sa Gy = G,, dosli smo do dvije skupine rjeSenja:
A — to je skup rjeSenja formule Gy;
B — to je skup rjeSenja formule G,.

Da li vazi jednakost R (G; = Gy)=AU B, . da li su skupovima
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4, B obuhvacena sva rjeSenja? Odgovor je potvrdan. Zaista,
neka je x, ma koje rjesenje formule G, = G,. Tada nastupa,
na osnovu tablice implikacije, jedan od sludajeva:
1° = (Gl):Ta T (Gz)ZT:
2° 7 (G)=_L1, v (G)=T,
3 1(G=1, 1 (Gy=_1.
Medutim, u slucaju 1° takav x, je, svakako, ¢lan skupa B,
a u slucajevima 2° i 3° Clan skupa 4. Znati, zamisljeno 1je-
Senje x, je, svakako, ¢lan unije AU B, pa je obrazloZenje
zavrseno. -
U stvari, vazi opsta formula

R(G1= Gy) =R (71G)UR (Gy),
gdje su G, G, ma koje formule.
Na kraju, potpunosti radi, navedimo i formulu za negaciju.
Neka je 71 G data formula, racimo, po x, koji je &lan datog
skupa S. Tada, §to se i o¢ekuje, vazi jednakost

R (7 G)=5\R(G),

tj. skup rjeSenje formule 71G je komplement skupa rjesenja
formule G u odnosu na postavljeni skup S.

U vezi sa rieSavanjem formula, istaknimo jos jednu znaajnu
stvar. Za datu formulu moZe se trasiti skup vjeSenja po ma ko-
jim_ promjenijivim (i ulestoujucim i neulestoujucim u toj for-
muli). Neka su x, y, u primjeru koji slijedi, promjenljive
koje uzimaju vrijednosti iz skupa S = 11,2 355 .. 5 6}
Sta je skup rjeSenja po x, y formule x + 2y = 6? Provjera-
vanjem nije te§ko zakljuciti da je to skup dvojki: {(4, 1),
(2, 2)}. Umijesto formule x + 2y = 6 uoc¢imo formulu x + 0
*y=06 dobijenu iz nje zamjenom 2 sa 0. Sta je skup rjedenja

po x, y formule x40 - y=6, tj. formule x=6?’_U fo.rn.luli
x40 +y=6 promjenljiva y, moze se tako reéi: prividno
ucestouje (ili: stwarno ne ulestvuyje). Vrijednost t.akve_ nepoz-
nate — to je neobitno vaino — moze biti proizvoljna (na-
ravno, u posmatranom slucaju, u okviru sl_<upa. S).“
Skup rjefenja po x, ¥ formule x+0-y=6 je sljedeti skup
{(6, 1), (6,2), (6, 3), (6,4, (6, 5), (65 6)}.
Sliéno vrijede i sljedece jednakosti:
R., (x>4)={(5, 1) (5, 2), (5, 3), (5, 4); (5, 5), (5,6), (6, 1),
(6,2), (6, 3), (6, 4), (6, ), (6, 6)},
R, (x>4 \x<3)=¢, R, , (x>4 Ay<<3)={(5,1), (6, 1),
(5,2, (6, D), o o
gdje smo ispod slova R istakli po kojim se nepoznatim rjesa-
va formula. ) o
Uotimo sada formulu x=y i postavimo pitanja:
Koliko iznose skupovi R, (x=y), .Rx (x=y) gde x,y
€{1,2,3,4}? U prvom slucaju vazi jednakost
Rx,y (x:y)z{(h 1)) (2> 2): (3> 3): (4a 4)} )
U drugom sluaju se trazi da se formula x=y rijesi po %,
zamisljajudi da je y dato (iz polaznog skupa). U stvari, to
zna¢i da treba po x rjedavati sljedece formule
x=1, x=2, x=3, x=4.
Svaka od tih formula ima jedinstveno rjeSenje, odnosno
skupovi rje§enja su redom
{1} 25 33 4 o
¢ime se daje odgovor na postavljeno pitanje. M.ed‘utm}, iz-
bjegavaju¢i navodenje pojedinih skupova rjeSenja, mozcmo
i ovako reci: .
Skup rjesenja po x formule x=y je jednollan §k{4p {y}, g.
R, (x=y)={y}. Napomenimo jo§ da se, u sluCaju trazenia
rjeSenja po x formule x=y, promjenljiva y, koja se, znafl,
smatra poznatom, naziva i parametar (,,nepoznata poznata )
Na kraju, podrazumijevajudi da promjenljiv; X, ¥, 2 U pri-
padaju skupu {1, 2}, navodimo i ove primjere:
(1) Ry, (x=yAy=2)={(1,1,1), (2,2, 2)}. Nepoznate su
X5 Yy 2.
(2) R, (x=y Ay=2)={(2,% 2)}. Tu je z parametar.
(3) R, (x=y Ay=z). Znati, x je nepoznata, a y i z su para-
metri. U ovom slu¢aju formula je po x moguca ako i samo
ako vazi jednakost y=z. U potvrdnom slucaju rjeSenje je
jedinstveno — to je y.
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) Reyew b=y Ay=2)= {1, 1, L, 1), (1, I, 1

X,3, 2,1 ‘_ _ ) ) > 5 5 ] 2 >
g2, 2,2,1), (2,2,2,2), gdje je ma koje rjeenje uzeto ka)o
ce"c.vorka (x ., 2, u). Promjenljiva u ne ucestvuje, pa je njena
vrijednost proizvoljna (1 ili 2).

Naszavne' napomene. Do sada izloZeno gradivo matematicke logike
mogl_o bi se oznaliti kao minimum najvaznijih &injenica koje
SV?k’l dak mora dobro savladati. Inace, podrazumijevamo da tom
minimumu pripadaju i opste Cinjenice o osnovnim logickim ope-
racijama i kvgntorima — kojima se iskazuju definicije tih opera-
clja, upoznaju njihove istinitosne tablice, upoznaju znadenja
kva‘ntora, kao i jednostavniji primjeri zapisa formula sa njima
Najzad, smatramo da tom minimumu mora pripadati i dubljé
upoznavaﬁie sa raznim Cinjenicama u vezi sa implikacijom
medu *ojima su i razna jezicka izraZzavanja implikacije p = ;
(kao i ekvivalencije p & ¢). !
U vezi sa ukazanim minimumom, navodimo i izvjesne na-
staviie napomene. Prethodno nekoliko rije¢i uopste u vezi sa
1;}aganjem gradiva matemati¢ke logike i gradiva algebre i geomet-
rije.

Upu_tno_ je da se gradivo iz matemati¢ke logike tako izlaze da se
ta_vkym} izlaganjem ujedno vrsi obnavljanje i utvrdivanje znacajnih
(v‘,m]emca 'OSDO\'”H()ékOISkC matematike. Ovo je vaZnije tim prije
§t0, s obzirom na program matematike, broj odgovarajucih asova
ni'e tiko veliki. Medutim, s druge strane, istina je da je u tom
prog -amu tek mali dio dacima potpuno nepoznat. U skladu sa
reCenim, ne treba Stedjeti na vremenu posvec¢enom takvoj logici
sa dosta elementarne algebre i geometrije. U stvari, pod pretpo-
stavkom da se na takav natin izlozi i znatan dio algebre i geo-
metrije, preostali dio gradiva moze se obraditi brZe i kraée nje-
govanjem deduktivne metode, odnosno razja$njavanjem §ta i
kako iz Cega proizlazi.

quenimo dasu udZbenik i zbirka tako gradeni da dopustaju
opisanu realizaciju. Na ovom mjestu istaknimo i to da je u udz-
be_nlku, kona¢no, potpunosti radi, dokazan veliki broj teorema
ali nije neophodno da u nastavi budu sve dokazane. ’
Evo i nekoliko posebnijih napomena.

() Dovoljno paZnje posvetiti izgradnji matemati¢kologitkog
jezika, kaze se i sintaksi. Tako, isti¢udi znatajne vrste mate-
mqtiékih znakova podrobno objasniti pojam izraza, kao i
pojam formule. Dobar dio savremene matematike bitno se
Koristi, moZe se redi, ¢ak i pociva na slitnim pojmovima.
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Pomenimo, primjera radi, matematicku lingvistiku, teoriju
algoritama, programiranje, itd. Drukéije re¢eno, pojmovi kao
slovo, rijeé (zapis) nemaju u matematici jedino pomocnu
ulogu, ve¢ &esto veoma znafajnu. Otuda je dobro da dak
navikne da radi sa izrazima i formulama kao sa matematic-
kim objektima, sli¢tno kao §to je, recimo, navikao da radi
sa brojevima.

Uporedo sa savladivanjem matematitkologitkog jezika, od-
nosno sintakse, dobro je dosta painje posvetiti rumacenju
(interpretaciji) tog jezika. Tako, u vezi sa izrazima treba
upoznati razne primjere operacija, a u vezi sa formulama
primjere relacija. Dalje, znake A, V teba povezivati sa
skupovnim operacijama, a znak => sa pojmovima: pretpos-
tavka, posljedica.

Korisno je da se mnogi zadaci iskazu kao zadaci oblika
rijeiti formulu. Na takav nalin se prirodno objedinjuju pri-
vidno nesli¢ni problemi. U vezi s tim, naglasimo da je
znatajno da se istaknu tri prethodno navedene moguénosti
za skup rjeenja R (F) — formule F (R(F) mozZe biti ili
prazan ili neprazan, a u drugom slucaju, ili jednoélan ili
viSe¢lan). Dobro je da daci upoznaju zavisnosti skupova
rjeSenja izvjesnih formula F, G, kao i od njih sklopljenih
formula: FAG, FV G, T1F, F = G. Najzad, znaCajno je
da daci naviknu na rjeavanje sistema od ma koliko formula
sa ma koliko nepcznatih. Zadatke takve vrste navodili smo
u prethodnom izlaganju.

U vezi sa rje$avanjem formula, istaknimo i sljedece. U,
matematici se problemi, odnosno odgovaraju¢e formule-
Cesto rjeSavaju na sljede¢i nacin. U prvom koraku zakljui,
¢ujemo da rjeSenja mogu biti jedino izvjcsm elemert
odnosno da su ti elementi jedini kandidati (moguc¢nici) za
rjedenje. U drugom koraku provjeravanjem svih kandidata,
odredujemo rjeSenje. Recimo, ako treba odrediti u kojem
mnogouglu broj svih njegovih dijagonala iznosi 9, onda,
na osnovu formule za broj dijagonala, zadatak se svodi na
tjeSavanje ove formule po 7 (n je traZeni broj stranica mno-
gougla):

__n(n—S):9 AnEN.

Iz date formule, kao posljedica, slijedi formula n (n—3)=18,
a odatle, slijedi da je z &inilec broja 18, odnosno broja2 - 3 - 3.
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Dakle:
nec{l,2,3, 2-3, 3-3, 2-3-3}.

Dosli smo do konaéno mnogo kandidata za rjefenje. Provje-
rom lako zaklju¢ujemo da je broj 6 (tj. 2-3) jedinstveno
rjeSenje.

U vezi sa idejom kandidata, pomenimo da je podesno postavljati
i rjeSavati zadatke ovakvog oblika:
Rijesiti formulu (po x)

xC AN (x)

gdje je A neki konacan skup, a ¢ (x) je formula po x. U stvari,
elementi skupa A4 su jedini kandidati za rjeSenja.

(v) Posebnu paznju posvetiti implikaciji. Kao prvo, isticati
probleme oblika:

Da i je 1o i to posijedica toga i toga; Da li je to i to dovoljan uslov
zatoiroisl?

U vezi sa raznim jezi¢kim oblicima implikacije, &ini se,
najvaznije je da dak dobro ovlada prevodenjem ma kojeg
datog oblika na glavni oblik implikacije, odnosno oblik:

Ako p, onda q.

Neki zakoni naSeg miSljenja. Naredni korak u ovladavanju
matematickom logikom jeste upoznavanje sa najvaznijim zako-
nima naseg misljenja. Tu mislimo na zakone osnovnih logi¢kih
operacija: konjunkeije, disjunkcije, implikacije, ekvivalencije i
negacije, odnosno na zaurologije, kao i na izvjesne jednostavnije
zakone za kvantore. Naravno, dobro je da se u nastavi matematike
tezi Sto veCem isticanju logitkih zakona koji se koriste, jer tako
se olakSava shvatanje izlaganih &injenica. Medutim, s druge strane,
1 u upotrebi matemati¢ke logike mora postojati izvjesna mjera.
S tim u vezi, na ovom mjestu ¢emo ukratko izloZiti logi¢ke za-
kone koje, po naSem misljenju, treba isticati i koristiti u na-
stavi. U stvari, rije¢ je o onim logi¢kim zakonima koji su izloZeni
i koriS¢eni u nasem udZbeniku i zbirci zadataka.

Kao prvo, navedimo dvije tautologije:

pVTIp (Zakon iskljuCenja treceg)

“171p © p (Zakon dvojne negacije)
Drugu skupinu ¢ine tautologije:
(=DAg=>M=2p=r (e AgeN=>0p o),
odnosno zakoni tranzitionosti (prenosnosti) za implikaciju i ekvi-
valenciju. Kao $to nam je dobro poznato, ti se zakoni testo ko-
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riste. U vezi s tim, vidjeti, recime, u udZzbeniku stranice 51,
69, 102, 103, 108, 109, 110, 112, itd; 159—180 u rjeSavanju jed-
nacina i sistema jednalina, itd.
U treu skupinu ubrajamo tautologije:
(p= ¢ < (T1g—> TIp) (Zakon kontrapozicije)
(Tp=>0ATI))=0p (Zakon svodenja na protivrjecnost)

Prema prvoj tautologiji, radi dokaza implikacije p = g, mozZe se

dokazati njena kontrapozicija, odnosno formula Tlg= "p. Radi
objasnjenja imena druge tautologije, pretpostavimo .da je p ma
koja recenica (formula) koju treba dokazati. S tim ciljem podimo

od pretpostavke ~1p, odnosno pretpostavke da ne vazi p. Zami-

slimo, dalje, da smo iz te pretpostavke izveli dva suprotna za-
kljucka: izvjesnu re¢enicu (formulu) , a, takode, 1 njenu negaciju
] . Prirodno je pomisliti da ukoliko smo dosli do/lmphkacue
T1p = (r A T17), odnosno uvijerili se da. nije moguée da que
—p, treba oéekivati da vazi p. U stvari, ngvedena tautologija,
upravo, to i izrazava. Pomenimo jo3 da se opisana met‘oda _redz@—
110 ad absurdum &esto Koristi radi dokazivanje izvjesne implikacije
A = B. Tada se, umjesto 71 (4 = B) —§tou prethodnor_n Odf
govara ~]p, uzima A A 7B, tj. polazi se od pretpost_avkl A1
—1B, pa sc potom traga za dvjema suprotnim posljedicama R,
TR, itd. Zasto se 7] (4 = B) moZe zamijeniti sa 4 A ~|B?
Razlog je jednostavan: formula
1A=>B)=A4ANTIB

je tautologija.
U ud¥beniku i zbirci obje opisane metode kori$éene su Cesto
(vidjeti, recimo, u udzbeniku stranice 42, 56, 66, 79, 99—100,
106, itd.).
Cetvrta skupina su razne tautologije, kao

PAPS D PAGEIAD PA (V) S (PADV (DAY

odnosno uopite oblika 4 & B, gdje su 4, B formule koje od
znakova logi¢kih operacija sadrze A, V, 7], ali nei =, odnosno
. Tu dolaze i dvije de Morganove tautologije:

TApe 1PV TIe eV e TIPATIg
Tautologije navedenog oblika 4 & B su u uskpj vezi_sa odgov?\_-_
rajuéim skupovnim identitetima. Naime, svakoj takvoj tautolovgm
odgovara po jedan skupovni identitet Ciji dokaz upravo potiva
na odnosnoj tautologiji. Tako je u udibeniku,_ na t_emel]u tauto-
logije pA (gVr) = (pAg@V(pAr), dokazan identitet

PN (QUR)=PNQUPNR)
17



gdje su P, O, R ma koji skupovi (stranica 54). Ovom prilikom:

dokazujemo jednakost

(#) PuQY=FP'NQ,

gdje su P, Q podskupovi datog skupa S. Dokaz vodimo po ova--
kvoj zamisli. U vezi sa formulom (#), obrazujemo niz njoj ekvi--

valentnih formula, trudedéi se da se u tom nizu pojavi izvjesna
formula za koju znamo da je taCna, jer tada je, svakako, tadna i

formula (). U stvari, ta uporisna formula, kao $to ¢emo vidjeti,.

je jedna tautologija. Evo jednog takvog dokaza:
(x) & (Vx) (x€ (PUQ) @ xcP'NnQ)
(Koristec¢i se definicijom jednakosti skupova)
& (V) (I EEPLO) e x=P N
(Jer x4’ & T1x&= 4, gdje je 4 skup PuU Q)
S (W) (M xEPVacQ S xcP AxeQ)
(Koristedi se ekvivalencijom oblika
xEAUB & xcAVxEB, xcANB & xcAAxEB)
& (V) (1 EPVIEQ) © 71 (xeP)VTI(xEQ))
W)V e PN

(Formule x& P, x& Q smo redom oznacili sa p, ¢)

Formula —71(pVg) < “IpA T1g je tautologija. Znaci, polazna:

formula () je ekvivalentna sa taénom formulom!®. Odatle slijedi
da je i formula (%) ta¢na'®. Kraj dokaza.

12) U tom koraku smo iskoristili zakon tranzitivnosti ekvivalenlcije.

18) Taj korak zakljudivanja poctiva na ovoj tautologiji: (BA (A< B)) = 4

prema kojoj ako je formula A ekvivalentna sa formulom B, koja je tatna,s-

onda je ta¢na i formula 4.
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Najzad, u posljednju, petu skupinu po naSem miSljenju za sa-
vladivanje obaveznih logic¢kih zakona, uvrstimo ove zakone za
kvantore:
(V) A e (314, 1 (3Ex) A (Vx)14

koji su u udzbeniku razmotreni na 53 stranici. Tim zakonima
se negiraju formule koje sadrZe kvantore. S tim u vezi, navodimo
sljede¢u tablicu u kojoj se, pored raznih formula F navode i
njihove negacije | F (u stvari, formule ekvivalentne sa negacijom)
— vidjeti zadatak 49, tatke Razni zadaci, 1 zbirke:

FlpAg rVa (Vx) A4 (3x) 4 p=4q

TF|TpVTIe TIpATle @14 (YoT14 pATIg
(¥x) (4= B)
(@x) (4N T18B)
Zasto je, na primjer, formula (3x) (4 A 71B) negacija formule
(Vx) (4 = B)?
Evo jednog dokaza:
T Vx) (A= B)e 3x)"1(4A=B)
(Koristedi se ekvivalencijom oblika 7] (Vx) P & (3x) 71 P)

& (@)1 (14V B)
(Koristec¢i se ekvivalencijom oblika (4 = B) < 714V B kojom
se, mo¥e se tako re¢i, implikacija prevodi na disjunkciju i negaciju.
Korisno je zapamtiti tu vezu.)
& (Gx) (14 ATIB) Jer T(PVQ) = TIPATIQ)
= @x) (AANT1B) (Jer 1714 4)
Dakle, na osnovu tranzitivnosti ekvivalencije, slijedi ~] (Vx)
(A = B) & (3Ix) (A A\ 1B). Kraj.

Rije¢ — dvije o dokazima. U stvaranju matematike od pre-
vashodnog je znadaja bogatstvo matematiCke maste, odnosno
stvaralatko nadahnucde. S druge strane, u skladu sa prirodom
matematike, od ne mnogo manjeg znacaja je logicko sredivanje
dobijenih dostignuca, odnosno s tim u vezi, njihovo dokazivanje.
Na ovom mjestu ukratko!® izlazemo izvjesne Cinjenice o doka-
zima formula oblika A > B, A& B 1 oblika A = B.

19) Qpsirnije o dokazima vidjeti, recimo, u knjizi S. Prefi¢: Savremeni pri-
stup nastavi matematike, Nauc¢na knjiga, Beograd, 1975. godine.
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Zamislimo da je F necka formula (recenica) koju treba dokazati.
Jedna, u tu svrhu opsta, zamisao je dokazati da iz —|F slijede
neka dva suprotna zakljuéka R, “|R, odnosno koristiti se idejom
svodenja'® na protivurjetnost, o ¢emu smo govorili u proslom
izlaganju. Druga, takode, opSta zamisao je traZiti ekvivalencijski
lanac oblika

Fededs...o4,

tako da na kraju lanca bude izvjesna formula 4,, koja je tatna,
odnosno, krade reteno, dokazati ekvivalentnost date formule sa
nekom tatnom formulom. U pro§lom izlaganju smo upoznali
izvjesne takve primjerel®.
Pretpostavimo sada da je formula koju treba dokazati oblika im-
plikacije 4 = B. Pored prethodno navedenih opstih ideja, u tom
cilju moguce je postupiti, recimo, i ovako:
() Poci od pretpostavke A, pa izvesti implikacijski lanac
A=P =P,=...=2 P,

tako da formula P,, odnosno kraj lanca bude formula B.
(1) Dokazati kontrapoziciju date formule, tj. formulu —B
=1 4.
Kako se mozZe dokazivati formula koja ima oblik ekvivalencije
A ¢ B? Jedan nain je po¢i od formule 4 pa obrazovati ekvi-
valencijski lanac

A=P &P, ..o P,

2

tako da na kraju lanca bude formula B. Sli¢no, mogudée je poéi
od B i tragati za lancem oblika

B0 & 0e... .00

tako da kraj lanca bude formula 4. Recimo, u proslom izlaganju,
na takav nacin, dokazali smo formulu

1 (V%) (4= B) & @) (AAT1B)

Ekvivalencija 4 < B je, kao §to znamo, dvojna konjunkcija:
(A4 = B) A(B = A), pa otuda se dokazivanje ekvivalencije moze
ra$Claniti na dokazivanje dviju implikacije 4 =B i B = A.
Podesno je te dokaze zvati = — dokaz, odnosno, < — dokaz
(vidjeti u udzbeniku, recimo, stranice 65, 102, 106, 129). Naravno,
u dokazivanju svake od implikacija 4 = B, B = A4, moZemo
postupiti na neki od natina dokazivanja implikacija.

18 U stvari, puniji naziv bi bio: metoda svodenja suprotnog na protivrjeé-
nost.

1) U stvari, uvijek je moguce dokaze voditi na takav natin, odnosno koristiti
se nacCelom: istinito je sve $to je sa istinom ekvivalentno.

20

Na kraju, nekoliko rije¢i o dokazima jednakosnih formula, od-
nosno, formula oblika 4 = B, gdje su A, B izvjesni brojevni
izrazi. Jedan nalin, u skladu sa izloZenim ops$tim idejama, je
dokazivanje da je formula 4 = B ekvivalentna sa nekom tadnom
formulom. Recimo, jedan takav dokaz formule
(1) (a+b)+(b+c)*+(c+a)*=(a+b+c)2+a?+b2+c?
(a, b, ¢ su realni brojevi)
glasi
(a+b8)2+(b+c)2+(c+a)2=(a+b+c)2+a2+b2+c?
& a?+-2ab+b2+b24-2bc+c2+c2+2cata?=a?+b%+c2+2ab
+2ac+2bc+a?+b2+c?
(Kori$éenjem poznatih obrazaca za (a+b)% (a+b+c)?)
& 2a24+-2b21-2¢2-1 2ab-+2ac-+2bc=2a%+2b%+2c2+-2ab+2ac
+2bc
(Svodenje)
< 0=0
Polazna formula je ekvivalentna sa tatnom formulom 0=0Q,
dime se zavrava dokaz.
U drugom nacinu dokazivanja jednakosne formule 4=23B, sli¢no
prethodno opisanom za ekvivalencijske formule, pode se od A4,
pa se dokaze jednakosni lanac oblika
A=li=h=...=h
gdje je I, upravo izraz B. Slicno moze se poci od B, pa dokazivati
jednakosni lanac oblika
B=Ji=Jy=...=J),
gdje je J, upravo izraz 4. Dva opisana nacina obicno se nazivaju:
deokazi ,,slijeva nadesno’®, odnosno ,,zdesna nalijevo” (vidjeti u
udZbeniku, recimo stranice 126. 130). Radi dokaza formule oblika
A=B, moze se i ovako postupiti:
() Poci od 4 i od B, pa dokazati dvije jednakosti oblika
A=R, B=R
tj. dokazati da su 4, B jednaki istom izrazu R. Recimo,
jedan takav dokaz formule (1) glasi:
(a+B)24(b+0)2+(c+a)? =a?+2ab+ b2+ b2 2bc+cP+c?
+2ca-+a?
=2q2--2b%242¢2 - 2ab+2ac—+2bc
(a +b+c)2+a?+-b24-c? =a?-+b2+c?+-2ab+2ac+2bc+-a®
+bz+cz
=2a2%+42b%+2c2+42ab-|-2ac-|2bc
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Zakljucak: (a+b)2+4(b+c)2+(c+a)?=(a+b+c)?
—+a?+p24-c2
(i1) Dokazati formulu 4—B=0.

(72) Dokazati formulu oblika CA=CB, gdje je C neki izraz za

koji znamo da je razli¢it od 0 (vidjeti 130 stranicu udzbenika).
U stvari, ima veoma mnogo nacina koji se mogu koristiti radi
dokazivanja izvjesne jednakosne fermule 4=B. Cini se da je
najopstiji opis tih nacina sljedeéi:
Radi dokaza formule A= B, dovoljno je dokazati neku drugu formulu
F, ali takou da iz nje slijedi formula A=B. Recimo, formula F,
prema dosada$njem izlaganju, mozZe glasiti:

A—B=0, ili A=RAB=R, ili CA=CB (gdje C+#£0) i sl
Na kraju izlaganja istaknimo da u tacki 7. nastavljamo sa razma-
tranjem gradiva matematicke logike. To gradivo je namijenjeno
produbljivanju i prodirivanju do sada izlozenog materijala, za
koji smatramo da, svakako, treba da bude prisutan u Skolskoj
praksi.

3. FUNKCIJE, OPERACIJE I RELACIJE

1. Pojam funkcije (preslikavanja) spada u najvaznije matematicke
pojmove uopste. Ako su A4, B neki dati neprazni skupovi, tada
preslikavanje skupa A4 u skup B, oznadeno, recimo, sa f, kao

A

§to znamo, je svakiV dogovor, propis, zakon kojim se svakom ele-
1 U udZbeniku smo na 35. stranici naveli i tzv. skupovnu definiciju presli-
kavanja — kao skup izvjesnih uredenih dvojki. Taje definicija stroza, ali, s
druge strane, vi$e formalna. U stvari, istini za volju, u matematici se, prirodno,
pojavljuju i funkcije koje nije mogucée obuhvatiti skupom nekih dvojki. Cak
ima funkcija kod kojih se ni likovi ni odgovarajuce slike ne mogu okupiti u
jedan skup. Jedna takva funkcija je odredena rije¢ima kardinalan broj. Naime,
u teoriji skupova svakom skupu S pridruZuje se njegov kardinaini broj card
S. Tako je card vrlo prirodno preslikavanje, kod kojeg nije moguce govoriti
ni o skupu svih likova (to bi, u protivnom, bio ,,skup svih skupova’), a ni
o skupu slika.
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-mentu x skupa A4, tav. liku, dodjeljuje po tacno jed%n elgment v,
tzv. slika, skupa B. Slika elementa » obi¢no se oznatava i sa f(x),

tj. y=f(x). U vezi sa svakom funkcijom se, znaci, pojavljuju dva
skupa A, B; prvi nazivamo polazni skup g}h domen), a drugl
dolazni skup (ili kodomen). Za samu funkciju f se onda moze
re¢i da predstavlja prelaz (sa 4 u B).

U vezi sa pojmom preslikavanje, isticemo sljcde¢e nastavne na-

‘pomene:

(i) Neobi¢no je znacajno da dagi upoznaju vise raznoraznih
primjera preslikavanja. Tako treba za ./"-l,v B i f, odnosno za
»polaz”, s,dolaz” i ,,prela;” uzimati $to raznovrsnije mo-
guénosti. Recimo, uzimanjem da su A, B skupovi jednaki
skupu R — realnih brojeva i da je f odredeno formu%o‘rr%
oblika f(x)=ax+b, gdje su a, b konstante, tre.ba obnow'tl i
utvrditi ¢injenice o linearnim funkcijama, k(_))e. su dacm‘l_a
.odranije ve¢ poznate. Ista¢i da su to uiedpo i primjeri fpnkcqa
odredenih jednom formulom, ali da ima 1 fur'l.kcua.ko;e
nisu takve. Treba ista¢i razne primjere funkcija koje se
-prirodno pojavljuju u fizici (zavisnost puta od vremena u
sludaju jednolikog kretanja i sl.) i geometriji (zavisnost
dijagonale kvadrata od njegove stranice, povrsine lfvadrata,
‘takode od stranice i sl.). Posebno istaCi razne primjere pre-
slikavanja u geometriji, koja se opisuju r.i-jeélma simetrija
prema talki, prema pravoj rawni, translacija, rotacija i sl.

Dalje, upoznati i primjere poput 0vVog:

; abcd e)
(1 2314)

-gdje su likovi navedeni u prvoj vrsti, a odnosne slike u drugoj.
Uzimati i ovakve slucajeve:
Likovi su neki izrazi, a slike su vrijednosti kqje im odgovaraju.
Likovi su neke jednadine, a slike su, recimo, slovo M =
ukoliko je jednadina moguca, odnosno slovo N ukoliko je
nemoguca.
U vezi sa daljim primjerima preslikavanja, vidjeti zadatke u
zbirci (tacka 9).

{(i1) Pored upoznavanja sa $to raznovrsnijim pr@mjerima za polaz,
dolaz i prelaz, smatramo da je vrlo znadajno da daci dobro

ovladaju funkcijskom oznakom f(x). S tim u vezi, podesno je
zadavati zadatke poput ovog:
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Neka je f : R—>R, (. f je preslikavanje skupa R u isti skup}
odredeno formulom e PR X B B0 SRup

f(x%)=2+3x.

Odrediti f(0), f(1), f(=2), f(f(1)), F2F(1)+3), fla), F(b)
fl=2), f(=2)+/ @), ff@)+/(—0) 1 sl. ‘
Igla mnogo razloga zbog kojih je znatajno ovladavanje funk-
gljskom oznakom f(x). Jedan, veoma prirodan razlog je
§to se tako, u stvari, ¢ini vaZan korak ka upoznavanju sa

G
fod

o

ol

B

Qperagijom slaganje preslikavanja — u savremenoj matematici
1ed_n0) od. najvaznijih operacija uop$te. Naime, ako su 4, B,
C izvjesni skupovi i f : B—~C, g : A->B preslikavanje skupa.
Bu s_kup C, odnosno skupa 4 u skup B, tada proizvod (slog)
preshlgavanja f sa preslikavanjem g, oznaka f-g, jeste presli—
kava_m]e skupa 4 u skup C, kojim se liku x (&lanu skupa A4)
dodjeljuje slika f(g(x)) (¢lan skupa C).

U vezi sa slaganjem preslikavanja, navodimo sljedeée nastavne

napomene:

(z) Korisno je tom operacijom Cesto se koristiti u geometriji.
To znati da valja obrazovati slogove raznih geometrijskih
p.reslik-a_lvanja (transformacija), kao to su rotacije, translacije,
simetrije prema tacki, prema pravoj i druge. Na primjer,
veoma je zanimljivo slaganje dvije osne simetrije u slucaju
kada se ose sijeku. Rezultat je rotacija oko presjecne tacke.
U vezi sa tim vidjeti u udzbeniku str. 151.

(i) Sll.léajewj slaganja geometrijskih transformacija spadaju medu
na;vaij.l)e, pa i najzanimljivije. Medutim, u vezi s tim,
vreba 'Jedna opasnost. Naime, da bi ulenik shvatao takva.
slagan;'a}, neophodno je da je prethodno dobro savladao
operaciju slaganja u slucaju raznih jednostavnijih primjera
preslikavanja. Recimo, dobro je uvjezbavati zadatke poput
ovog.

24

Odrediti fog gdje
(@) f, g su preslikavanja skupa R u samog sebe odredena
formulama f(x)=3x-+1, glx)=x+2.

®) f:{abodi>{p,qr} g: {1,234 5} >{a, b, ¢, d}

abcd 12345
f: ( ): = .
pqgqr bacda
(i) Znactajno je da sc ukaZe na &injenicu da je slaganje presli-
kavanja asocijativha operacija, ali ne i komutativna.

2. Sada ukratko razmotrimo pojam dvoji¢ne (binarne) operacije.
Taj se pojam, u na$e vrijeme, smatra centralnim pojmom algebre.
U sluéaju dvojiéne operacije sa nekim elementima x, ¥, & .. .
uvijek se od dva elementa, prelazi na tre¢i element, recimo z.
Oznadivsi jo§ operaciju sa #, moZemo pisati

Xxy=2.

Podesno je da se x, v, & redom zovu: prvi ¢lan, drugi Clan i re-
zultat (ishod) operacije.? U vezi s tim, izgleda da je podesno u
sludaju oduzimanja i dijeljenja napustati dobro nam poznat
sloven nalin izraZavanja (umanjenik, umanjilac i sl.) i koristiti
se navedenim op$tim nainom. Recimo, takvim izrazavanjem
mozZemo postaviti ovakav zadatak: Odrediti drugi ¢lan razlike,
ako prvi ¢lan iznosi 10, a sama razlika je 2.

U vezi sa pojmom dvoji¢ne operacije, navodimo sljedece nastavne
napomene:

() Dobro je da utenici upoznaju raznovrsne primjere operacija.
Tako, treba uodavati operacije skupa R (ili nekog njegovog
podskupa N, Z, Q), odredene formulama sliénim ovim:
xry=x2-4y2, yox=a+y+xy, xAy=max (x, y) itd

2) U matematici je ¢est sludaj razmatranja operacija sa elementima nekog
skupa. U takvom slu¢aju, operaciju moZemo definisati kao ma koje presli-
kavanje skupa S? u skup S, gdje smo sa S oznacili skup, a sa S* skup njegovih
uredenih dvojki (a, b). Drugim rije¢ima, operacija skupa S je funkcija dvije
promjenljive, jer tako se obi¢no nazivaju funkcije &iji su likovi uredene dvojke.
Recimo, neka je S skup R — realnih brojeva i f— funkcija dvije promjenljive
odredena formulom

() S, 3)=2x+3y.

Ta se funkeija, u skladu sa reéenim, moZe zvati i operacija. Istina, u takvom:
sluéaju umjesto (=), radije se pise xfy=2x- 3x, ukoliko smo slovo f upotrije-
bili za oznaku operacije.

Pomenimo jo§ da se u matematici koriste i operacije kod kojih od govarajuce
elemente nije moguée okupiti u neki skup. Recimo, za ma kakva dva skupa
A, B govori se o njihovoj uniji 4 U B. Tu je nemoguce reéi da je unija pre-
slikavanje skupa S? u S, jer, u protivnom, S bi bio skup svih skupova.
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Dalje, koristiti se tablicama (tj. Cayleyeve tabli-

ce) radi zadavanja operacija. Recimo, navedena labec
tablica defini$e jednu operaciju skupa {a, b, c}. T e
Uputno je razmatrati i operacije za koje bise blace
moglo reci da su ,,malo viSe apstraktne’. Takva je, 5 ! b &g

na primjer, operacija dopisivanje, uoCena u skupu
izvjesnih rijedi. U sli¢nu vrstu dolazi i slaganje preslikavanja.

U vezi sa uofenom operacijom, zadavati razna pitanja.
Tako se dak navikava na to da je operacija predmet posma-
tranja. Recimo, u vezi sa operacijom #, odredenom prethod-
nom tablicom, mogu se postaviti razni zahtjevi, poput
ovih:
a) Izradunati (a=b)#(cx(b+a)) i tok raCunanja pratiti na

odgovaraju¢im drvetima.
b) Rijesiti po x formule

axx=>b, xxb=c, x#x=a, X x=c.
<) Rijesiti po x, u formulu xxy=a.
d) Da li je operacija = komutativna, odnosno asocijativna i sl.
U vezi sa pitanjem asocijativnosti, voditi racuna da ispiti-
vanje — da li je neka operacija = datog skupa S asocijativna —
znali ispitivanje da li jednakost oblika

(xsy)xz=x%(y%z)

vazi za sve elemente x, y, z skupa S. Recimo, ako § ukupno
ima tri elementa, tada ispitivanje asocijativnosti zahtijeva
provjeravanje 3 -3 -3, tj. 27 jednakosti navedenog oblika.

U savremenoj algebri operacije se, po pravilu, ne uocavaju
odvojeno od skupova (na kojima su definisane). Drugim
rije¢ima, uoCavaju se cjeline koje Cine izvjestan skup § i
izvijesne njegove operacije. Takva sc cjclina zove algebarska
struktura. Recimo, ako je S dati skup i # njegova binarna
operacija (tj. vazi implikacija x, yES = xxy &S, za sve
elemente x, y skupa §), tada cjelinu, ¢iji su sastavni dijelovi
S i #, nazivamo grupoid — oznaka (S, =). U zavisnosti od
pravilnosti, zakonitosti koje posjedujc operacija =, grupoid
moze biti:
komutativan, asocijativan, grupa i sl.

Dobro jc da, barem u vilo skromnom obimu, daci upoznaju
pojam grupoida uopste, kao i pojam grupe (vidjeti str. 49.
udzbenika).

Oduzimanje nije unutra$nja operacija skupa N, odnosno,
drugim rije¢ima, skup N nije zarvoren u odnosu na oduzima-
nje, jer moze se dogoditi da razlika ava prirodna broja ne

bude prirodan broj. U stvari, x—y; gdje su x, y prirodni
brojevi, takode je prirodan broj ako i samo ako x>y. Iz tog
razloga kaze sc i ovako: oduzimanije je uslovna operacija
skupa N. Znactajno je da daci upoznaju razne primjere
uslovnih operacija. Evo nekih primjera.®’

xs«y—_——y— (x, y su realni brojevi; uslov glasi x#0)
x

x*y:l (x, y su prirodni brojevi; uslov glasi x| y)
@

wiy=>1Y (4, y su realni brojevi; uslov glasi x#y)
x—y

xényzfc—_zl——Ji (x, y su cijeli brojevi; uslov glasi: x, y su

iste parnosti)
3. Na kraju navodimo nekoliko nastavnih napomena u vezi sa
dvoji¢nim (binarnim) relacijama:
() I u ovom sluCaju uputno je upoznati raznovrsne primjere
relacija. Evo nekih primjera:
(@) U skupu N uociti relacije =, <, >, |, <, dalje uociti
relacije odredene pomocu neke formule kao:
def
xpy & x+y<10
def )
xpy & xy=12 i sl
(6) U skupu {a, b, ¢, d} uoiti relaciju o zadanu, recimo

tablicom:
ple b & 4
al LT T L
b T LT L
c| LT T L
a| T LT 4L
(¢) U skupu izvjesnih skupova uogiti relaciju C (inkluzija,

ukljugivanje).

3) Neka je S skup tataka 4, B, C, . .. jedne ravaniiu vezi sa ma kojom troj-
kom taé]aka (A,p B, C) uodimo AABC. Jednakost f(4, B, )= AABGC,
moze se tako reci, definide jednu troji¢nu (ternaynu)' operaciju. Istina, to je
nesto uopitenija operacija od do sada pominjamk'x., er rezultat operacije )'e.
AABC, odnosno nije element skupa S. Ta operacija je uslovna. Uslov glasi:

tatke A, B, C ne pripadaju nijednoj pravoj.
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(1)

(i)

(iv)

(d) U skupu, ¢iji su elementi
Is2; {1 2}s {1 {15 23},
uociti relaciju i napraviti njenu tablicu.

U vezi sa uocavanjem raznih relacija, pomenimo da je korisno
relacije prikazivati grafovima.

U vezi sa uolenim relacijama, postavljati razna pitanja.
Recimo, ako je p relacija djeljivost, uocena u skupu {1, 2, 3, 6},
moZzemo postavljati zahtjeve poput ovih:

(a) Izracunati 2p3, 3p6, 2p3=3p2, ~1(206) i sl.

(b) Rijediti po x formule 2px, xp2, xpx, xp6 i sl.

(c) Dalije relacija p: refleksivna, simetri¢na, antisimetriéna,
tranzitivna?

Upoznati razne znaCajne primjere relacija ekvivalencije
(s tim u vezi i odgovarajuc¢ih klasa), kao i primjere relacija
poretka. Tako, uocavati jednakost, paralelnost, sli¢nost,
podudarnost, ekvivalentnost (jednaéina), biti isto godiste,
biti uCenik iste Skole, biti ista vrsta rije¢i, itd. Recimo,
korisno je radi uvjezbavanja uslova (R), (S), (T), (A4S)
postavljati zahtjeve poput ovih:

(a) Odrediti sve relacije skupa {a, 5}, koje su: 1° refleksivne,
2° refleksivne i simetritne.

(b) Obrazovati tablicu relacije ekvivalencije skupa {1, 2, 3,
4,5, 6,7} ako su poznate klase ekvivalencije:

{1, 5}, {2,3,4}, {6, 7}
Istaci da relacija << (biti manji) nije relacija poretka skupa R,
ali da takve jesu <, >. Kao rclacije poretka, upoznati i
relacije C (inkluzija), | (djeljivost u skupu N, ali, pazite,
ne i u skupu Z).

Posvetiti paznju i jednakosti, kao posebno znadajnoj relaciji,
isticuci da je ta relacija refleksivna, simerriéna i iranzitiona
(tj. relacija ekvivalencije) i saglasna sa ma kojom matematié-
kom operacijom #, §to znaci da uvijek vaZi implikacija oblika
x=X \y=Y=xiy=X=Y(,Jednakosti se smijuzvjezdovati”)’
Iz tih svojstava jednakosti, kao logi¢na posljedica slijedi

® U stvari, jednakost je saglasna i sa ma kojom relacijom (vidjeti str. 58.
udzbenika). Medutim, ¢ini se, dio tvrdenja u vezi sa tim za dake je neto
sloZeniji, pa saglasnost jednakosti sa relacijom ne treba previse isticati i
obradivati.
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zakon zamjene jednakosti: U bilo kom igrazu dogvoljeno je

neki dio A zawijeniti drugim izrazom B, koji je jednak A.

Na primjer, u vezi sa tim, vazi implikacija
A=B=>(x+Ay+z=(x+B)y+=.

Jedan dokaz, izloZen korak po korak, glasi:

(1) x=x (Refleksivnost jednakosti)
(2) A=B (Pretpostavka)
(3) x+A=x-+B (Sabiranjem jednakosti (1), 2,

§to je dozvoljeno, jer je _jed-
nakost saglasna sa sabiranjem)
4) y=y (Refleksivnost)

e+ Ay=(x+B)y (MnoZenjem jedn_akosti‘ (3‘),
() ety =( i (4), §to je dozvoljeno, jer je
jednakost saglasna sa mnoZze-
njem)

(6) 2=z (Refleksivnost)
(7) (x+A)y+z=(x+B)y+z (Sabiranjem (5) i (6)

Kraj.

Veoma je zna¢ajno da se u¢enici naviknu na takva dokaz1vvan)‘a,
jer tako se, u stvari, na jednostavnom gradivu obug?va)u
strogom (odnosno potpuno obrazlozenom) rnaterps_mckqm
dokazivanju. Drukéije reeno, poucno je .da udenici umiju
da dokazuju razne logicke posljedice, tj. razne teoreme,
polazeti od navedenih svojstava jednakosti kao polaznih,
odnosno, kao aksioma.

U vezi sa (R), (8), (T) svojstvima jednakosti zanimljivi su,
recimo, i ovakvi zadaci:

a c
(a) Koja od jednakosti
b=e, a=e, d=a, c=d
jeste posljedica datih je- .

e d

dnakosti
;(;:) b:a, e=a, d=c

(b) Dokazati da jednakost a=c nije posljedica jednakosti (*).
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4. GEOMETRIJA

Gecmetrija kao grana matematike. Ako bi nas neko zapitao
§ta je, zapravo, geometrija, ne bismo mnogo pogrijesili kad bismo
kratko odgovorili: nauka o prostoru. BliZe, mogli bismo reéi da
se u geometriji izucavaju osobine tijela, povriina, linija koje se
odnose na njihov poloZaj, oblik, veli¢inu. Pri tome se ne uzimaju
u obzir razne fizicke osobine tijela, kao: vrsta materijala od kojih
su gradena, boja, temperatura, itd., kao ni kretanje tih tijela
u vremenu. Drugim rijeCima, vr8i se izvjesna apstrakcija kojom
se od figure stvarnog fizickog prostora dolazi do geometrijske
figure.

Valja odmah napomenuti da navedeni opis gcometrije ne moZe
biti zadovoljavajudi, i to iz vise razloga. Prvo, ako imamo u vidu
da se, sa savremenog stanovi$ta, svaka matematic¢ka teorija bavi
izvjesnim skupovima objekata, zarim, izvjesnim relacijama i
operacijama s tim objcktima, nije, na prvi pogled, jasno da
moZemo, prema opisanom predmetu geometrije, i ovu svrstati
medu matematicke teorije. Medutim, ipak je tako, jer se i geo-
metrija bavi, zapravo, raznim skupovima objekata — to su tadke,
prave, ravni i opstije geometrijske figure, izvjesnim relacijama
medu tim objektima, kao $to su pripadanje, paralelnost, po-
dudarnost, itd.

Druga bitna odlika svake matematicke teorije, pa i geometrije,
jeste deduktivnost. To znadi, pri njenoj izgradnji polazi se od
izvijesnih osnovnih geometrijskih objekata i relacija koje se ne
defini$u. Svojstva tih pojmova opisuju se izvjesnim stavovima
koji se ne dokazuju, ¢ija se istinitost pretpostavlja, tzv. aksiomama.
Zatim se, raznim logickim zaklju¢ivanjima postupno izvode
ostala tvrdenja geometrije — teoreme, a raznim definicijama
uvode se novi, sloZeniji pojmovi. Vazno je istaéi da se ideja
deduktivnosti prvo i sre¢e u geometriji, da bi tek mnogo kasnije
prodrla i u ostale oblasti matematike.

Po kakvom principu se biraju polazni pojmovi, odnosno polazni
stavovi? U sustini, ovaj izbor je proizvoljan, ni¢im nije unaprijed
odreden. Kod matematicara koji su se bavili zasnivanjem geo-
metrije ne postoji jedinstveno gledi§te pri izboru polaznih poj-
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mova i aksioma. To su obi¢no najjednostavniji pojn}ovi i razne

osnovne &injenice o njima. Opisno govoredi, geometnj}l mozemo

zamisliti kao zgradu sa vie ulaza: pitanje i.(? na Kkoja ,,\Cr_ata”

je podesno uéi da bi se $to bolje i p}‘eglec‘lm]‘e _upoznala Citava

zgrada. O raznim pristupima zasnivanju pojedinih .g:eometrljskﬁ}

pojmova kasnije ¢e biti viSe rijeci, kada_ b_udemo bhze_ razrgatrah

taj problem. Iako je, kako smo pomenuli, izbor polaznih pojmova

i stavova proizvoljan, mora se voditi rauna da osnovii pojmovi

i stavovi ¢ine neprotivrjetan sistem. To _znaéi (_iavs<.3 iz r_mh ne

mogu izvesti dva suprotna zakljucka, 1. zak}yuca oblika {1,

ne A. Sem toga, izabrani sistem pojmova i aksxgma t?’eb%’l Qa je

dovoljan da se pomocu njega izgradi geometrija kO]}l zehmo.

Ako se nijedan osnovni pojam ne moZe definisati pomocu o§ta1111,

kaze se da su ti pojmovi nezavisni. SliCno vazi i za gksmmf?:

one su nezavisne ukoliko se nijedna od njih ne moZe izvesti 1z

ostalih aksioma.

Pri izlaganju geometrije obitno se ne postuje u .potpunost.i uslo_v
nezavisnosti; iz metodskih razloga, uzima se vise polaznih poj-
mova i stavova nego $to je neophodno da bi izlaganje bilo pre-
glednije i jednostavnije.

Geometrija izgradena na opisani nacin, pr_edstavlja izvjesnu,
dosta apstraktnu, sliku realnog svijeta. Medutim, PO saviemenom
shvatanju, korisno je poCi jo$ jedan korak daI]g. Umjpsto oq
osnovnih pojmova, moZe se poci samo od 1'ijec‘:1_, termina kq}x
oznatavaju te pojmove. Drugim rije¢ima, termini se hsﬁvaj'u
svog pojmovnog sadrzaja. Posto izvodenja u geometriji polivaju
samo na aksiomama i logi¢kim zakonima, u tom slucCaju se moze,
takode, izgraditi sistem logi¢kih posljedica — teorema, koje su
tada liSene svog sadrZaja. Kakva je korist od toga? U stvari,
videstruka. Davanjem raznih odredenih znaCenja ge'ometmsklm
terminima, pod uslovom da, pritom, aksiome posta;g.taéne Te-
genice, dobijaju se razli¢iti ,,primjerci” izgradene teorije, kaiq se
i razliciti modeli. S tim u vezi, vidjeti, na primjer, u udzbeniku
na str. 63, zadatak 3. Vidjeti i zadatke 1.8, 1.9. tatke 17, odn.
18. u Zbirci. U pomenutom primjeru u knjizi, rijeci tacka, prava,
ravan tumade se kao izvjesni podesno izabrani skupovi, uz uslov
da za njih vaze aksiome pripadanja. Tako se dolaz% do ;edt}og
modela aksioma pripadanja (iskljuéujuci jedino zaht;ev,' sqdrzar}
u aksiomi 2, da postoje bar Zetiri tacke koje ne Pripada]u ]e.anJ
ravni). Navedimo jo jedan primjer interp{"e:cacue prve akgmme
pripadanja: Kroz svake dvije tatke prolazi )edn:a i samo jedna
prava. Neka rije¢ tatka znadi par (x, ¥) realnih brOJeVa_, rijeC prava
— jednaginu ax+-by-+c=0, a retenica tatka (x,y) pripada pravoj

31



axq‘Lby+c=0 neka zna¢i da brojevi x,y zadovoljavaju tu jed-
nacinu. Pri ovakvoj interpretaciji tafaka i pravih, uz odredena
tumacenja drugih termina, vaZe i ostale aksiome koje se odnose
na t;éke ravni; navedeni model je, zapravo, analitidka geome‘grija
ravni.

Navedeni 'postqpak javlja se, na primjer, i u algebri; izrazu a=p
mogu se davati razna znacenja, to moze biti zbir dva prirodna
p1'0)a (% se tumadi ka-o sabiranje, a, b kao prirodni brojevi), pro-
izvod dva realna broja, slog dva preslikavanja, itd.

]zjlsno je da mogucnost razli¢itih realizacija, raznovrsnih tumade-
nja, geometrije §iri oblast njene primjene u raznim oblastima
matematike.

$ druge strane, ako se pojmovi lide svog prvobitnog sadr7aja, i u
1zb_9ru aksioma se mogu postaviti slobodniji zahtjevi, tj. zah;ievi
koji ne moraju biti potpuno u skladu sa nagim oéiglednim pro-
stornim predstavama. Tako se moze, na primjer, izgraditi geo-
metrija u kojoj se svake dvije prave neke ravni sijeku u nekoj
'taékl., svake dvije ravni sijeku po nckoj pravoj, tj. nema paralelnih
Prawh i paralelnih ravni (projektivna geometrija) ; zatim, gcometri-
ja u kojoj se kroz ma koju ta¢ku van neke prave, u ravnilodredenoj
tom pravom i tom tatkom, moZe povuci ¢ak beskonatno mnogo
‘pravih kojg ne sijeku tu pravu (geometrija Lobagevskog); zatim
se mogu izgraditi razne visedimenzione geometrije, konadne
geometrije (sa konalrim brojem tacaka) itd. Takvo gleditc na
geometriju pokazalo se veoma plodonosnim. Broj raznih ,,geo-
metrija”’, u danadnje vrijeme, prili¢no je velik, a mnoge oci’ njih
povezane su i sa raznim drugim matemati¢kim, pa i ne samo
mgtematiékim teorijama gdje nalaze primjenu. Tako su, na
primjer, razne kona¢ne geometrije nasle primjenu u kombinatorici
i raznim algebarskim strukturama, dalje, geometrija etvoro-
%émenz1onalnog prostora nadla je primjenu u teoriji relativnosti,
itd.

Moramo, medutim, naglasiti da je put razvoja geometrije od
Cisto emprijske nauke do njenog dana$njeg oblika, bio veoma dug
i slozen. U_ jednom letimi¢nom pregledu ukaza¢emo na najvaznije
etape u njenom razvoju.

Krfn.tak osvrt na istoriju geometrije. Radanjem starih civili-
zacija M.esopotamije, Egipta, javila se i potreba za prikupljanjem,
sredivanjem raznih iskustvenih Cinjenica u vezi sa mjerenjem
ze.mlje (otud i rije¢ geometrija, koja na grékom znadi zemljo-
mjerstvo), astronomskim posmatranjima, gradevinskim radovima.
Tako je nastala prva geometrija. Vremenom, uvidale su se razne

32

opste pravilnosti koje vladaju medu tim Cinjenicama, kao i mo-
guénost da se, polaze¢i od izvjesnih tacnih tvrdenja, pravilnim
rasudivanjem, izvedu razna druga tvrdenja. Drugim rije¢ima, u
geometriji se postepeno radala ideja o deduktivnoj metodi. Taj
stepen razvoja geometrije pada, kao §to nam je poznato, u vrijeme
cvjetanja stare gréke kulture?, uglavnom u vrijeme izmedu VI
i II vijeka prije nove ere.

Medutim, i pored relativno visokog stepena strogosti, geometrija
stare Gréke &vrsto se drzala svoga korijena: pojmovi koji se u
njoj javljaju jo§ uvijek su &vrsto vezani jedino za realni, fizicki
prostor, §to je i sasvim prirodno ako se ima u vidu tadanji razvoj
nauke opste, a posebno logike.

Propascu stare Gréke dolazi do velikog zastoja u razvoju naune
misli, pa i matematike. Ovaj zastoj trajao je, sa malim izuzecima,
¢itav srednji vijek; stoga nije ni ¢udno da je Euklidova knjiga
Elementi do 18. vijeka bila gotovo jedini udzbenik geometrije.
Poslije opseznih geometrijskih istrazivanja u drugoj polovini I8.
i tokom 19. vijeka, polako se lome stege koje su geometriju dotad
drzale iskljutivo p-ikovanu za stvarni prostor. Radovi Lobalev-
skog, Bolyara, Gausa, ukazali su na nove puteve kojima se moZe
1éi u geometriji. Kako znamo, Lobacevski je razvio geometriju
u kojoj je, umjesto Euklidovog petog postulata, uzeo za aksiomu
njegovu negaciju. Razvijajuci sistem posljedica takve geometrije,
nije uspio da nade nikakvu protivrjecnost. To ga je ohrabrivalo
u uvierenju da je na dobrom putuy, ali je i sam uvidao da to nije
dovoljno, — mo%da, neka posljedica aksioma, koja nije obuhvacena
njegovim razmatranjem, krije u sebi protivrjecnost. Lobacevski
nije dozivio pravu potvrdu svojih ideja; tek po njegovoj smrti,
nadeni su logicki ispravni dokazi o neprotivrjeCnosti njegove
teorije — sagradeni su razni njeni modeli. Ovi modeli suizg -adeni,
doduse, sredstvima euklidske geometrije, pa je tako pitanje ne-
protivrje¢nosti geometrije Lobacevskog svedeno na pitanje ne-
protivrjenosti euklidske geometrije®. Medu takvim modelima,
dobro su poznati, na primjer, Klejn-Beltramijev model, model
Poenkarea (Poincaré) i mnogi drugi. U Poincaréovom modelu,
recimo, rijed ravan interpretira se kao otvorena poluravan euklid-
‘skog prostora (tj. poluravan bez potetne prave), rije prava kao
polukruZnica u toj ravni sa centrom na (izostavljenoj) pocetnoj
polupravoj te ravni. Rije¢ taCka interpretira se kao tacka te polu-

1) Nekoliko rijedi o tome moZe se na¢i u udzbeniku, str. 82.
?) NeprotivrjeZnost euklidske geometrije svedena je na pitanje neprotivrjet-
nosti aritmetike.
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ravni. Pripadanje tatke pravoj interpretira se kao pripadanje tacke
polukruZnici, a presjek pravih — kao presjek polukruznica, itd.
Nije teSko uvidjeti da pri takvoj interpretaciji vaze sve aksiome
geometrije LobaCevskog, koje se odnose na ravan. Tako je veé i
sa slike jasno da ne vazi eukli-
dska aksioma paralelnosti:
kroz tatku A van prave p

prolazi beskona¢no mnngo
pravih koje nesijeku pravu p. .

A

Osim rjeSenja problema petog postulata, koje je imalo dalekosesnih
posljedica na razvoj matematike uopite, u pro§lom vijeku je
izvrSeno kritiCko preispitivanje svih polaznih pojmova i stavova
euklidske geometrije. Tako je, izmedu ostalog, zapazeno da pojam
neprekidnosti prave, kruznice i uopste geometrijske linijc treba
da se temelji na nekim dodatnim aksiomama (Pas, 1882); pri-
mijeceno je, na primjer, da se na osnovu Euklidovih aksioma ne
mogu dokazati ¢ak ni tako na izgled jednostavne Cinjenice kao
§to je stav o presjeku prave i kruznice: prava sijee kruZnicu
ako je njeno odstojanje od centra manje od polupreénika kruznice.
Radi logitkog sredivanja i upotpunjavanja sistema aksioma
geometrije, istrazivanja su vrili matematicari Peano (G. Peano),
Pas (M. Pasch), Pieri (M. Pieri), Klajn (F. Klein) i mnogi drugi.
Vrhunac toga poduhvata, moZe se tako reéi, je ¢uveno djelo
»Osnovi geometrije’” D. Hilberta iz 1899. godine. U tom djclu
geometrija dostiZe stupanj razvoja koji, otprilike, ima i danas.
Moramo primijetiti da je na tako nagli razvoj geometrije krajem
19 vijeka, imao velikog uticaja i razvoj matematike uopite; teorija
skupova, teorija grupa, matematicka logika, otprilike, u isto vrijeme
dozivljavaju buran procvat i, pritom, neobi¢no mnogo uti¢u jedna
na drugu.

O raznim pristupima geometriji. Ve¢ smo ranije pomenuli
da postoji vie ,,puteva” koji vode u geometriju, odnosno, u
izboru osnovnih pojmova vlada odredena sloboda. Opisujemo
sada nckoliko moguéih pristupa geometriji.

Podimo od Hilbertovih osnovnih pojmova, kao najpoznatijihe
Osnovni objekti u njegovoj aksiomatici su tatke, prave, ravni, a
osnovne relacije su pripadanje, izmedu i podudarnost (duZi i
uglova). Hilbertove aksiome podijeljene su na nekoliko skupina,
to su aksiome pripadanja, rasporeda, podudarnosti, paralelnosti i
neprekidnosti. Istaknimo da Hilbert metritka svojstva euklidskog
prostora uvodi preko pojma podudarnosti. Zanimljivo je da se,
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pri raznim pristupima geometriji, raskrsnica javlja, upravo, na
putu zasnivanja metritkih svojstava prostora. Porc_d H}lbertovo_g
pristupa, isti¢u se, uglavnom, jo§ dva: pristup u kojem je kretgm]e
osnovni pojam (ne mehanicko kretan)c_:, vec odredepo Preshka—
vanje, koje sc uzima za osnovni pojam) i pristup u ko;erp je rasto-
janje osnovni pojam (tj. odredeno p1‘es_11}<avan]e,3) koje svakom
paru tataka pridruzuje tatno jedan pozitivan realan broj). I.\Tue
teSko uvidjeti da navedena tri pristupa d_ovode do._lstog pojma
euklidskog prostora: polazeé¢i od bilo kojeg od .nuh, mogu se
definisati ostala dva i dokazati sva njihova svo;stva._Pplazem,
na primjer, od podudarnosti, moZe se def iniﬁat.i kretarye i rasto-
janje (tako je, na primjer, utinjeno u nasoj k.n]xzﬂ.. A}(O je kretanje
osnovni pojam, tada se podudarnost duZi degnuse: ABz.CD
ako postoji kretanje koje preslikava duz AB_na dug CD, a rastojanje
je, u tom slu¢aju, jedna invarijanta kretanja. Najzad, alfo.se _pode
od pojma rastojanja, tj. duZine ii_u_ii, moze se lako definisati po-
dudarnost: AB=CD & AB=CD, a, takode, 1 kretanje, kgo
preslikavanje koje prevodi tacke 4 i B u tacke C i D, takve c!a je
AB=CD. Medu geometrima kod kojih je kretanje .osn.ovni pojam,
istitemo Peana i Pieria, a medu onima kod kojlh je rastojanje
osnovni pojam, istiéemo Kagana (V. F. _Kagan) i erkhof:a (Q.
D. Birkhof). Svaki od navedenih pristupa ima odraza iu Hdzbem—
cima srednjoskolske geometrije. Pomenimo r_]_eke pozr}atl]evmedu
njima: F. Sur (F. Schur), Osnovi geomeirije (pa n]emackox_‘x}),
1909, gdje je kretanje osnovni pojam; A. P. K1se;1;ey, Geometrija,
gdje je podudarnost osnovni pojam; E. E Mmz i F. L. Dauns
(E. E. Moise i F. L. Downs), Geometrija i A. V. P_og\)relov,
Elementarna geometrija, gdje je rastojan_jc ostovii pojam.

Aksiomatika, sa rastojanjem kao polaznim pojmom, 1ma 1:22{11h
prednosti u odnosu na Hilbertovu aksiomatmu. .Na primjer,
prelaz od pojma podudarnosti duzi ka pojmu mjerenja duzi,
odnosno, uvodenja rastojanja prili¢no je? sloZen, dok je ob-rata’r%
put, od pojma rastojanja ka podudarnosti, vrlo !e<'i_nostayan i lal_\,
dalje, polaze¢i od relacije izmedu i odgo.vara]uc_ﬂ_lv Hllbestm{]h
aksioma, raspored tacaka na pravoj uvodi se pr111gn0_ s!oz'emm
sistemom stavova, dok se, koriste¢i se pojmom rastojanja 1 njego-

3) Ovdje je, u stvari, sadrZana ideja metri¢kog prostora, jer se pretpostavlja
da to preslikavanje zadovoljava uslove:

(1) ¢(4,B)>0,za A#B, o (4, A)=0

(2) ¢(4,B)=p (B, 4)

(3) (4, O)+p(C,B)> o (4, B), L

gdje ¢ (4, B) oznalava rastojanje tataka A i B. Ovi uslovi nisu nita drugo
nego aksiome metri¢kog prostora.
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vim svojstvima, raspored talaka na pravoj definiSe vrlo lako.
Iz navedenih razloga, pristup geometriji preko rastojanja izgleda
dosta prihvatljiv i ima mnoge pristalice. Medutim, ovaj prividno
lak pristup geometriji ima ,,manu”: od samog poéetka geometrije
koristi se teorija realnih brojeva, pa su teskoce, koje nastaju u
izgradivanju geometrije kod Hilberta, potisnute, zapravo, na
drugo podrucje — teoriju realnih brojeva.

Pomenimo jo§ dva pristupa geometriji koji sc sudtinski razlikuju
od svih navedenih. Rije¢ je o zasnivanju geometrije na osnovu
pojma simetrije, koji je izgradio savremeni njemadki matematidar
Bahman (F. Bachmann) i o zasnivanju geometrije preko vektor-
skog prostora, koje je vezano za ime poznatog matematitara Vejla
(H. Weyl).

Geometrija u naSem udZbeniku. Gradivo geometrije u nagem
udzbeniku podijeljeno je na nekoliko cjelina, koje bi se mogle
ovako opisati: Vazniji skupovi tataka, Podudarnost trouglova i
razne posljedice, Izometrije, Transformacija sli¢nosti, Obim i
povrsina mnogougla i kruga. Nadin nageg izlaganja je, moze se
tako reci, delimi¢no aksiomatski. To, otprilike, znati ovo: gdje god
je to bilo podesno, gradivo je izloZeno aksiomatski, polazeéi od
izvjesne skupine polaznih stavova. Razlog tome je vrle jedno-
stavan: potpuno strogo deduktivno izlaganje je uopste veoma
sloZzen proces i stoga &esto nedostupno uceniku ovog uzrasta.
Mjestimi€no je dokazivanje potpuno strogo, ali u mnogim pri-
likama koristili smo se i oligledno$¢u slike kao ,,pomocénim
sredstvom’. Mnogi stavovi, koji imaju tezak dokaz, a pritom
iskazuju razne, naizgled, jednostavne &injenice, navedeni su bez
dokaza. Takav je, na primjer, stav da mnogougaona linija neke
ravni dijeli skup preostalih ta¢aka te ravni na dvije oblasti (unu-
tradnju i spoljasnju oblast), zatim stavovi o presjeku dvije kruZnice,
o presjeku kruZznice i prave i sl. Aksiome su u knjizi podijeljene
na nekoliko cjelina, koje bi se mogle ovako opisati: aksiome
pripadanja, paralelnosti, rasporeda, podudarnosti. U vezi sa
mjerenjem duZi, pomenute su i aksiome neprekidnosti. Aksiome
podudarnosti, podijeljene su, dalje, na tri skupine, koje &ine
aksiome o podudarnosti duzi, uglova, trouglova.

Poslije ovih opstih napomena, prelazimo na detaljnije raz-
matranje pojedinih geometrijskih sadrZaja.

(2) Vainiii skupovi tataka. U naSem izlaganju polazimo od’
izvjesnog nepraznog skupa koji zovemo prostor, a njegove
elemente zovemo tacke. Razni neprazni podskupovi tacaka
zovu se i geometrijske figure. Medu njima se isti¢u prava,
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ravan, du¥, poluprava, ugao, mnogougao, kruznica. U ovom
dijelu razmatraju se pitanja koja se odnqse, ‘ugla\_rnom, na
pripadanje, paralelnost, raspored (tataka) i mjerenje (duZi i
uglova). . o

Aksiome pripadanja, kojih ima pet; 1_skazu]u ']edn(?.stavx.le
ginjenice o odnosu tataka, pravih i ravni, a nekoliko njihovih
posljedica je potpuno strogo dokazano. Smatramo da je vrlo
korisno da ucenik savlada dobro ove doka;e .zbog njihove
pregledne logitke strukture. Tako je, na primjer, u dokazu
teoreme 0 presjeku dvije prave konécen'zakon kont.rapgzxcue_,
u dokazu prvog dijela tecreme o ravni odredenoj tackom 1
pravom zakon tranzitivnosti implikacije, a u drugom c.h;glp
zakon svodenja na protivrjeCnost. Da bismo se u to uvijerili,
zadrsimo se na ovoj teoremi i analizirajmo njen do}<az.
Prvi dio dokaza moZemo zapisati i u obliku produzene

implikacije:

A&p (Pretpostavka),
—A¢ p i na p postoje dvije tatke (Aksjoma 2 i zakon
BiC P=PAT)
~s, Tacke A4, B, C nisu kolinearne  (Definicija
kolinearnosti)

—, Postoji ravan 7 koja sadrZi tacke
- A’ B>]C (Aksioma 3)

= Postoji ravan 7 koja sadrzi tacke )
A ipravu p (Aksioma 4).

U drugom dijelu stava treba dokazati da postovj'z' najz)z's“ef
jedna ravan koja sadrii pravu p i talku A.. Oznatimo ovaj
iskaz sa P. Pretpostavimo da vaZzi ne P, t).vda postoje bar
dvije ravni, = i ', koje sadrZe pravu p 1 tac_:ku A. vOda\ide
zaklju¢ujemo da postoje bar dv1j‘e ravni koje sac%rze taqke
A, Bi C. Ovo je suprotno aksiomi 3, dakle, =" Drugim
rije¢ima, ako aksiomu 3 ozna¢imo O, navedeni dokaz gslan;g
se na poznati logicki zakon reductio ad absurdum koji glasi

(P=0QAT1Q)=P.

Uopéte, kad god smo u prilici da dokazujemo neko tvrdenje
oblika: postoji samo jedan objekt takav i takav, postupamo
sli¢no, pretpostavljamo da postoje bar.d\{e'l takva objekta
i tu pretpostavku dovodimo do kontradikcije.

. —_ . K
Napomenimo da se u geometriji Cesto de$ava da za ne
skup tacaka /? postoji tatno jedna figura 7, takva da PCT.
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Tada kaZemo da skup /? odreduje figuru . Tako, prema
prethodno razmatranom stavu, prava p i tacka A4 o,dreduju
ravan . Sli¢no, dvije razli¢ite tatke 4 i B odreduju pravu
kojoj pripadaju, tri nekolinearne tacke 4, B, C odreduju
ravan kojoj pripadaju. Pravu odredenu tatkama A i B
ozna¢avamo i prava AB, sli¢no, ravan odredenu taékam;
A, B, C oznalavamo i ravan ABC.

Zanimvlji_vo je da tome moZemo dati i drugo tumadenje
U sluc?{a']u prave, mozZemo smatrati da je rije¢ o uslov:loi
operaciji kojom se svakom paru (A4, B) razli¢itih tataka pri-
drugq]e jedna prava, kao rezultat ove operacije. Tu je uslov
razlicitost tacaka 4 1 B. Sli¢no, u slucaju ravni, svakoj trojci
(A4, B, C) nekolinearnih tacaka pridruZuje se tacno iedila
ravan, u oznaci ABC. Eto, dakle, primjera uslovne ternarne
operacije (uslov je nekolinearnost tadaka). O sli¢nim uslovnim
operacijama bilo je ve¢ ranije rijeci.

U tacki koja se odnosi na paralelnost navode se teoreme ¢iji
su dokazi ne$to sloZeniji. Smatramo da nije neophodno da
uéfenici savladaju sve te dokaze. VaZno je i neophodno da
svi uéer}igi dobro shvate formulacije teorema i njihov sn;isao
i poneki jednostavniji dokaz. Na primjer, svaki ucenik treb;
f:ia zna dgbxjo, da je paralelnost pravih relacija ekvivalencije
i da mu je jasno $ta to znadi. Medutim, u vezi sa dokazom
stava o tranzitivnosti paralelnosti pravih, primijetimo ovo
Ako prave pripadaju jednoj ravni, tranzitivnost se vrlo lak(;
dokgzg]e svodenjem na Kontradikciju sa aksiomom paralel-
nosti, i moZe ga svaki ucenik savladati. Medutim, za prave u
prostoru, dokaz je prilino sloZen, pa smatramo da nije
neopl;x_o@np da ga prosjeCan ucenik savlada. Ipak je naveden
u knjizi, jer smo imali u vidu i one ulenike koji se vide
zanimaju za matematiku.

Rasp.(?recsi taCaka na pravoj uveden je u nasoj knjizi pomocu
relacije izmedu kao osnovnog pojma. Kako znamo, to je
po!:az'na relacija i u Hilbertovoj aksiomatici. AksiZ)me u
knjizi su, medutim, prilagodene uzrastu uéenika? — sadrZe
mnogo.'wlée informacija nego $to je neophodno, da bi tako
izlaganje postalo jednostavnije i da bi se brze postigao cilj:
to su definicije duZi, poluprave, poluravni. .

Na osnovu aksiome 8 moze se jednostavno dokazati da iz-
medu dvije razli¢ te tatke neke prave ima beskonaéno mnogo
tadika te prave. Evo tog dokaza. Ako su A i B dvije razlicite
tatke, po aksiomi 8

postoji tatka C izme- A D c E B

du tadaka 4 i B. - )

Dalje, po istoj aksiomi, postoji tatka D izmedu tataka A
i C, pa, zatim, tatka E izmedu tadaka C i B, i tako dalje,
mo¥emo nastaviti to ,zgu$njavanje”, dodajuci sve nove i
nove tacke izmedu dvije stare. Da li je tim dokaz zavrien?
Prividno, izgleda da smo dokazali da izmedu taaka 4 1 B
ima proizvoljno mnogo tataka, ali nije tako, jer tacka D jeste
szmedu A i C, a da li je izmedu 4 i B? Sli¢no pitanje moze
se postaviti i za tatku E i sve ostale tatke dobijene prethodnim
rasudivanjem. Odgovor je, ipak, potvrdan, to nam, zapravo,
obezhjeduje drugi dio aksiome 8, jer, prema njemu, vazi
implikacija A—C—B i A—D—C=A—D—B. Navedena
formula iskazuje, u izvjesnom smislu, tranzitivnost relacije
izmedu.

Aksiome 9 i 10 iskazuju znalajna svojstva prave, odnosno
ravni. Iz aksiome 9 proizilazi da svaka tatka A prave definiSe
jednu relaciju ckvivalencije skupa preostalih tataka prave
koja ima taéno dvije klase. Tu relaciju moZemo opisati rije-

&ima- biti sa iste strane tacke A, ili formulski, ako tu realciju
def

oznadimo ~,: P~,0 & A—P—0 ili A—Q—P. Relacija
~ 4 e, zapravo,osnova za def iniciju poluprave sa pofetnom ta-
&kom A. To je unija skupa {4} i jedne od klasa relacije ~ 4.
Potpuno je analogna situacija u vezi sa aksiomom 10 i defi-

nicijom poluravni.

Zadrzimo se, dalje, na definiciji ugla. U nasoj knjizi je to,
opisno receno, dio ravni ograni¢en ugaonom linijom. Postoje,
medutim, u matemati¢koj literaturi razliditi pristupi tom
pojmu, ne samo u nacinu definisanja ve¢ i u znaCenju rijeci
ugao. Navodimo nekoliko karakteristi¢nih pristupa. PoCetkom
19. vijeka (tacaije 1812) Bezu (E. Bézout) definise ugao kao
veli¢inu okretaja kojom se dovodi jedan krak u polozaj
drugog. Godine 1867. Hankel defini$e ugao kao lik koji
obrazuju dva poluzraka, koja polaze iz jedne tatke, a sli¢na
definicija nalazi s¢ i kod Hilberta. Bertran (L. Bertrand),
1774, definic ugao kao dio ravni ,koji je zajednicki polu-

%) Sli¢ne se aksiome rasporeda nalaze u knjizi
X izi A. V. P
geometrija (na ruskom), Moskva, 1974. : ogorelov, Blementarns i
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Veroneze (G. Veronese) predlaZe da se ugao definis

skup_poh'lp “avih u ravni koje su ,,izmedu” %viie ;Zlﬁ;?axg
sa ;a;ednx(?klm pocetkom. Navodimo i jednu knjigu na nagem
jeziku, to je Elementarna geometrija M. Radojcica (Beograd
19§1), gdje se ugao, takode, defini§e kao dio ravni. U naa“zoz
knjizi prihvatili smo taj pristup. . }

Prv.a od navedenih definicija je u vezi sa mehanitkim kre-
tanjem, pa nije u skladu sa danasnjim shvatanjem geometrije
Pgml]enmo, medutim, da se i danas moZe ponegdje cl.]m
sl'lcna definicija, ne, doduse, u vezi sa mehani¢kim okreta-
njem, \_rec’: u vezi sa proslikavanjem Koje zovemo rotacija
Takav je pristup, recimo, u poznatoj knjizi Sokea (Gusravé
Choqqet, L’Enseignement de la Geometrie, 1964) preve-
denol. i na ruski jezik. Ta definicija ima odredenih p;ednosti
na primjer, u vezi sa sabiranjem uglova, ali zahtijeva u osnovi’
druggl.cu.l pristup geometriji, tj. prethodno uvodenje izo-
metrijskih preslikavanja. )

Definicije Hankela i Hilberta odnose se na ono $to mi zo-
vemo ugaona linija, pa se svakom uglu pridruZuje jo§ ugaona
povrs, a to je ono §to
mi zovemo konveksan
ugao. U tom slucaju

ne ostoje U, blact?
_postoje  ugaone ugao oblast

povrsi  ,,vele od Ugaona u

povrsi opruzenog  linija sae

ugla.’T.al;va je, na primjer, definicija ugla i ugaone povrii
u vet c1t1ran0)-vknuzi Pogorclovljevoj. Definicije Bertrana
i Veronezea sline su definiciji- koju smo mi p-ihvatili (uz
)ed}’lu primjedbu: u definiciji Veronezea stoji skup polupra-
vnih, doksckod nas radi, zapravo, o uniji tih polupravnih
S)dn.ovsn.o o skppu. svih tagaka tih polup-a nih). ,Vana” na§é
i sllcn.lh c.ieflmcua ugla javlja se pri njihovom sabiranju
kad taj z.buj »prede” pun ugao. Stoga smo i progirili pojan;
ug!a (vidjeti o tome u nasoj knjizi, na str. 80), tako prosiren
pojam ugla sastoji se u stvari iz dva dijela, izvjesnog broja
punih uglova i jednog ,starog” ugla.

U q§f1nlsan)u Ipnogougla, takode, ne postoji jedinstveno
glediste: por}ggd)e se govori 0 mnogougaonoj liniji i mnogo-
uglu (kao uniji mnogougaone linije i njenc unutra$nje oblasti)
a ponegdje o mnogouglu (kao liniji) i mnogougaonoj povréif
Ml‘sm'q se opredijelili za prvo gledidte, radi analogije sa
definicijom ugla. Drugi je razlog taj §to se &esto govori

o konveksnom mnogouglu, a taj pojam ima smisla ukoliko
je mnogougao izvjestan dio ravni. DoduSe, mogli bismo
govoriti i o konvcksnoj mnogougaonoj povrsi, $to pred-
stavlja samo malo sloZenije izraZavanje. Prigovor nasoj
definiciji mnogougla moZe biti ovakav: ne postoji mogucnost
uopitavanja naSeg mnogougla na prostorni mnogougao. Ali
i tu je rjeSenje sli¢no: moZe se govoriti 0 prostornoj mnogo-
ugaonoj liniji.

Pri uporedivanju duzi i uglova, polazimo od podudarnosti
duzi i podudarnosti uglova kao osnovnih pojmova. Pret-
postavljamo da su to relacije ekvivalencije saglasne sa sabi-
ranjem duZi, odnosno, uglova. Zbog ra-edenog svojstva,.
podudarnost duZi i uglova ima mnogo zajedniCkog sa, na
primjer, jednako$¢u brojeva. Stoga je uobicajeno, u slucaju
podudarnosti duZi i uglova, umjesto rijeci podudarno,
upotrebljavati rije¢ jednako (ovu jednakost ne smijemo brkati
sa skupovnom jednakoscu, jer dva skupa su jednaka (5,sku-
povno’®) ako sadrZe iste elemente.

U vezi sa pojmom mjere duZi, tj. njene duZine, vaino je
ista¢i da je tu rije¢ o izvjesnom preslikavanju skupa svih
duzi u skup pozitivnih realnih brojeva i da su, pritom,
ispunjeni uslovi:

(1) postoji duz ¢&ija je duZina jednaka 1;

(2) podudarne duzi imaju jednake duZine;

(3) duZina zbira dvije duzi jednaka je zbiru njihovih duzina.
Duz &ija je mjera 1 naziva se jedini¢na duz.

Razmjera dvije duzi uvedena je u nafem izlaganju kao koli¢-
nik njihovih duzina u izvjesnom sistemu mjerenja. Pri tome
je istaknuto da ovaj broj ne zavisi od izabranog sistema
mijerenja, §to je neobitno vaZna Cinjenica, jer, inace, ovako
definisana razmjera ne bi bila korektna.

Primijetimo i ovo. Kao $to smo u knjizi definisali mjeru
duzi, uporedivanjem proizvoljne duZi AB sa izvjesnom duzi
PQ izabranom za jedininu, tako moZemo uporedivati i
ma koje dvije duzi PB i CD, tj. dokazati da postoji tatno
jedan pozitivan realan broj r koji pokazuje ,,koliko puta”
se duz CD sadrzi u duzi AB, i to zapisujemo ovako AB=rCD.
S tim u vezi, istaknimo i ovu znaCajnu ekvivalenciju: za
ma koje dui AB i CD vaii:

’i@:r & AB=rCD.
CD
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Mjerenje uglova uvodi se analogno mjerenju duzi, pa se,
na tome nec¢emo posebno zadrzavati.

{it) Podudarnost trouglova i razne posljedice. U Hilberto-
vom spisku aksioma podudarnosti, sem aksioma koje se
odnose na podudarnost duZi, odnosno uglova, nalazi se
jo§ samo jedna aksioma koja povezuje podudarnost duZi i
uglova. MoZemo je ovako iskazati:

Za ma koja dva trougla AABC i NA'B'C’ vazi
AB=A'B'NAC=A'C' N\ <4=<A'= <B=<B'.

Koriste¢i se samo ovom aksiomom, pored ranije navedenih
aksioma podudarnosti duzi i uglova, mogli bismo dokazati
sve stavove o podudarnosti troug'ova. Da bismo skratili
izlaganje, mi smo, u stvari, ove stavove uzeli za polazne,
da bismo time stavili ve¢i naglasak na njihovu pimjenu.
Ideja da se stavovi podudarnosti uzmu za aksiome nije nova:
sI'Cno je porstup'jeno u veé ranije pomenutom udZoeniku
geometrije za srednje $kole u SAD, Moiza i Daunsa.
Osvrnimo se, sada, sa nekoliko redenica, na problem geo-
metrijskih konstrukcija®. MoZe se govoriti o geometrijskim
konstrukcijama u ravni i u prostoru; mi se ovdje zadrzavamo
samo na Konstrukcijama u ravni, kojima odgovara crtanje
pomocu Sestara i lenjira. Pri konstrukcijama u ravni, sma-
tramo da su ispunjeni sljedeéi uslovi:

1) Za svake dvije konstruisane tatke 4, B moZe se konstrui-

sati prava AB;

2) Za svaku konstruisanu tatku O i konstruisanu duz® r
moz: se konstruisati kruZaica k(O,7r);

3) Ako se dvije konstruisane prave sijeku, njihov presjek
se moz2 konstruisati;

4) Ako se dvije konstruisane kruZnice sijeku, njihov presjek
se moze konstruisati;

5) Ako se konstruisana prava i konstruisana kruznica sijeku,
njihov presjek se moZe konstruisati.

Navedene konstrukcije pravih, kruZnica i njihovih presjecnih
tacaka zovu se elementarne konstrukcije. Dogovorno, svaka
konstrukcija u ravni sastoji se od izvjesnog kona¢nog broja

5) U vezi sa geometrijskim konstrukcijama i raznim pitanjima koja se na njih
‘odnose, vidjeti detaljnije, na primer, u knjizi B. J. Argunov, M. B. Balk,
Elementarna geometrija (na ruskom), Moskva, 1966.

%) Smatra se da je duZ konstruisana ako su konstruisane njene krajnje talke.
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elementarnih konstrukcija, kojima se, pc?laze'm oc} datih
elemenata za koje smatramo da su konstruisani, moze kon-

struisati traZena figura.

Teme Uglovi na transverzali i Ne]fi .odnosi stro'mz'ca z _uglova
trougla obradene su na nacin uob1cazen u takvxmlprlhkama,
pa se na tome necemo posebno zadrZavati; ukazaemo samo
na nekoliko vaZnijih mjesta. Teoreme o uglovima uz trans-
verzalu date su u obliku ekvivalencijez odnosno mozemo
ih tumagiti kao razne potrebne i d_ovoljn? uslpve za para-
lelnost dvije prave, stoga su od vehk'e vaZnosti u primjeni.
Preporu¢ujemo da se dobro prorade i dokazi o_v1h teorema.
Narotito je zanimljiv dokaz teoreme 0 saglasnim ugloxfx.ma.
Naglasimo da se dokaz implikacije a:ﬁ:\fz b temelji na
stavu o spolja§njem i nesusjednom unutrasnjem uglu_ tro-
ugla, dok se implikacija a || b=o0=f l?rcnq qs}at}}a na aksiomu
paralelnosti. Stavide, moZe se _dokazatl dajojje1 .ekV1vale{1t111:1:1,
tj. ako se pretpostavi da vazi a_ll b:?az@, ?kswrpa paralel-
nosti moze sc dokazati (uz koriscenje os:tahh ved uvedenih
aksioma). Evo jednog dokaza tog t'vrden)a pomocu mc_tode
raductio ad absurdum. Predpostavimo da ne vaZzi aksioma
paralelnosti, tj. da postoje
tatka M i prave a, bi bf
takve da bxb'=M, b || a, i
b' || a. Neka je p ma koja
prava koja sadrZi tatku M
i sije¢e pravu A. Tada je
(vidjeti sliku) B=a, i @':oc,
odakle je 3=B". Ovo je su-
protno aksiomi 19, dalfle,
aksioma paralelnosti vaZi.

U talki Neki odnosi stranica it uglova tfougla, navedeni su,
kratko, stavovi o presjeku prave i kruin}ce, odnoan stavovi
o presjeku dvije kruznice. Kako smo vec napomenuli, dokazi
stavova o postojanju presjeka osla}'l)a}u se na.aksmme.fxe—
prekidnosti, pa su, stoga, izostavljeni; medutim, neobl_cno
je vazno za primjenu da ucenik dobrp sav.lada sve si.uéageve
koji se tu javljaju, a pregledno su dati u vidu crteza i odgo-
varajuc¢ih formula.

U vezi sa dokazom teoreme o uglovima _j?dnalfokrlz}kog tro-
ugla, primijetimo da se ona moZe dokazati i koristeCi s¢ samo
stavovima SSS i USU, dakle, kao neposredna posljedica
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aksioma podudarnosti trouglova. Evo takvog dokaza (uz
oznake na str. 108. u knjizi):

AB=AC
& AB=AC/NAC=AB N\ BC=CB
= NABC~/\ACB (Po stavu SSS)
& IB=CA LC= B ABC=CB (Po stavu USU)
& gB=<4C

Predimo sada na razmatranje o vektorima. Istaknimo glavna
mjesta. Prvo je data definicija vektora kao usmjerene dugi’
zatim je definisana jednakost dva vektora i istaknuta su njen?®
osnovna svojstva, pri ¢emu je najznacajnije da je to relacij?
ekvivalencije. Iza toga jc dcfinisano sabiranje vektora i
dokazani su osnovni zakoni sabiranja vektora, odakle pro-
izilazi da skup svih vektora u odnosu na sabiranje ¢ini ko-
mutativou grupu. Najzad, definisano je mnoZenje vektora
rcalnim brojem i istaknuti su zakoni koje zadovoljava ova
operacija. Podsjecamo da se navedena svojstva sabiranja
vektora i mnoZenja vektora brojem uzimaju za aksiome
jedne algebarske strukture koja se zove vektorski ili linearni
prostor nad poljem realnih brojeva. Ovo je neobi¢no vazna
algebarska struktura; napominjemo da se na osnovu nje,
kao polazne, uz odredene dopunc, moZe izgraditi &itava
euklidska geometrija. Kao §to smo ve¢ pomenuli, u vezi
sa raznim pristupima geometriji, tim putem u izgradnji
euklidske geometrije po$ao je i ¢uveni matemati¢ar H.
Vejl u svom djelu ,,Prostor, vrijeme, materija” iz 1918.
Kako je takav ,,put u geometriju” neobi¢no jednostavan i
moze se reci, vrlo elegantan, nasao je mnoge zagovornike i
medu autorima udZbenika geometrije. Iako su aksiome
kojima se tako izgraduje geometrija vrlo jednostavne, —
to su ve¢ pomenute aksiome vektorskog prostora, zatim
aksiome skalarnog proizvoda i tzv. aksiome dimenzije —
takvom nacinu izgradnje geometrije moze se staviti prigovor
zbog odsustva ociglednih predstava vezanih za stvarni
prostor, koje karakteri$u, na primjer, Hilbertovu aksiomatiku.
Medu najistaknutijim sljedbenicima Weylove ideje, nalazi
se veliki savremeni francuski matemati¢ar Zan Djedone
(Jean Dieudonné). koji u knjizi ,,Linearna algebra i ele-
mentarna geometrija” (Pariz, 1964) ovu potonju izlaze
isklju€ivo kao vrstu linearne algebre, zalazuéi se, pritom,
za takav pristup geometriji u srednjoj $koli. Valja napome-

nuti da je ova efektno napisana knjigavi.zazvalfa razli?ite burne
reakcije medu matematiéarhna,.naroc.:xto onim Kkoji se bave
srednjogkolskom matematikorp ida Jes svakako, utxcala}‘nz}
njeno preispitivanje koje traje, moze se slobodno reci, 1
danas. Smatramo da je neobi¢no korisno za sx'akovg nastav-
nika matematike da bude upoznat sa Egkwmﬂnacmom iz-
laganja geometrije, bez obzira na nacin kojim trenutno

realizuje nastavu.

Vratimo se sada naem izlaganju o vektorima, i istaknimo
ukratko glavne Cinjenice koje bi svaki ucenik trebalo da zna.

Prvo, uceniku mora biti potpuno jasna definicija jednakosti
—

—
vektora, tj. njen smisao: dva vektosa AB i CD_ §uv)ednaka
ukoliko su duzi AB i CD jednake i paral.elne ijo3 .ako su
?jednako usmjerene”, smatraju¢i ovdje dz} je pojam }i:dnake
usmjerenosti vizuelno jasan. Drugo, neobitino je vazno d'a
udenik dobro zapamti da je jednakost vektora rela}cl)a ek'x_u-
valencije i da mu je jasno Sta su tu klase ekvivalencije.

(Primijetimo ovdje da se u literaturi &esto rijeC vekto_r %{01:1st1
samo za &itavu klasu ekvivalencije, dok se pf))edlm ¢lan
klase zove samo usmjerena duz.) Dalje, u.ceruk‘ treba d_a
dobro ovlada tchnikom rada sa vektorirpa.x, s tim u vezi,
da proradi odgovarajuce zat_iatke u zhirci. Sem.sabuap]a
,po pravilu trougla”, ucenik treba da‘savlada i t(?hllﬂf\;l
sabiranja i oduzimanja vektora ,,p0 pravilu 'paralvelogtama s
kao i ekvivalentnost ova dva pravila. Dakle, ucenik treba

— = e
da zna ovo: ako su AB i AC dva vektora sa zajednickim

—_ —> —> . . ;
poletkom 4, tada je AB-+AC=AD, gdje je D Sitvrto t—)grne-
paralelograma, §to ga razapinju vektori AB i AC, i

.;I_E —A—E:B—a U vezi sa sabiranjem vektora, uéenik treba
da uoti da su istaknuta &
svojstva upravo aksiome

komutativae grupe. Ovo

je znatajno stoga §to j<e

grupa vektora, tako rect,

prvi primjer grupe raz- o \
li¢ite od brojevnih grupa .
(Z, +), (Q, +) i sl, koje ve¢ dobro poznaje.

D
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(i17) Izometrijske transformacije. U tatkama koje se odnose
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na ovo gradivo data je prvo opita definicija izometrije, zatim
su redom definisanc osna i centralna simetrija, transiacija i
rotacija, svojim KkarakteristiCnim svojstvima, i dokazano je
da su to izometrijske transformacije. Zatim su uodene razne
veze 1zg1edu tih izometrija, kao i moguénost da se svaka
izometrija predstavi kao proizvod izvjesnih simetrija. Najzad

sl_ata je definicija podudarnosti ma kakvih geometriiski};
figura. Objasnimo sa nckoliko reenica naSu koncepciju

Prvo, dokazivanje svojstava uvedenih transformacija prijé
svega, dokazivanje da one ,,¢uvaju” podudarnost’ duii.
t.emeljl se na stavovima podudarnosti trouglova. Drugo’
simetrija, translacija i rotacija definisane su nezavisno jedn;
od druge, preko njihovih, tako reci, prirodnih karakteristi¢nih
osob'ina, a tek su, zatim, istaknute veze medu njima. Istakni-
mo i qu;e le veze: svaka translacija ravni je proizvod dvije
osne simetrije te ravni sa paralelnim osama, a svaka rotacija
ravni je proizvod dvije osne simetrije te ravni sa osama koje
se sx].t?ku‘ u centru rotacije. Napominjemo da se ta svojstva
rotacije i translacije mogu uzeti i za njihove definicije, a
mogude je, dalje, i same simetrije definisati kao izometrije
sa 127j_e_snim fiksnim tatkama. U takvom pristupu moze se
1zg"e§d1t1 teorija izometrija bez kori$¢enja stavova o podudar-
nosti trouglova. Mi, u naSem izlaganju, nismo prihvarili
tale_.l koncepciju, smatrajuci da je, sa metodskog stanoviita,

manje podesna, jer su tada definicije pojedinih izometrija,
¢ini nam se, u izvjesnoj mjeri vjeStacke. Prema nagoj koncep-

cyi, pojmovi podudarnosti i izometrije ,uporedo rastu”

da bi se na odredenim mjestima, da tako kaZemo, preplitali

i povezivali.

A sad nekoliko nastavnih napomena. Smatramo da svaki

uCenik mora dobro da savlada osnovne karakteristike svih

navedenih preslikavanja, njihove zajedni¢ke odlike, kao i

pgsebnosti koje sadrzi svako od njih. Zatim, treba da poznaje
n;lhove_medusobne veze, kao i veze centralnih simetrija sa

traqslacuama.i osobine proizvoda centralnih simetrija uopste.

S tim u vezi, vidjeti u zbirci zadatke: 15—19 (tacka 36),

z%dat-kf: 8 —17 (tatka 37), 101 11 (tacka 38). S druge strane,

ucenici treba da znaju da primijene pojedine izometrije u
raznim konstruktivnim zadacima. To su u zbirci, na primjer,.
zadaci - _(taéka 36), 4—7 (tatka 37), 4—6 (tacka 39). U

vezi sa primjenama izometrija, pored stavova o uglovima sa

paralelnim i sa normalnim kracima, isti¢emo stav o uglu

izmedu tetive i tangente kruZnice i konstruktivne zadatke
koji se rje$avaju pomoc¢u njega. Skrecemo, medutim, paznju
da ne treba pretjerivati u broju i vrstama konstruktivnib
zadataka uopste, smatramo da je korisnije da uéenik dobro
savlada i shvati razne opéte ¢injenice, da bolje sagleda cjeline,
nego da se izgubi u rje$avanju konstruktivnih zadataka.

(v) Transformacija sli¢nosti. U ovoj cjelini je prvo izvedena

Talesova teorema koja je tu od osnovnog zna¢ija. Primjecu-

jemo da se njen dokaz zasniva na zakonu distributivnosti

mnozenja vektora brojem prema sabiranju, tj. na zakonu
-

- — -
k (u-+v)=ku+ kv, koji smo, u tacki o vektorima, naveli bez
dokaza. Primijetimo da se navedena formula moZe izvesti
iz Talesove teoreme, one su, dakle, ekvivalentne. N eposredan
dokaz bilo koji od njih nije nimalo jednostavan, pa smo ga
izostavili. Poslije Talesove teoreme, data jc op3ta definicija
transformacije sli¢nosti, zatim homotetije i, najzad, dokazan
je stav da je svaka transformacija sli¢nosti proizvod jedne
izometrije i jedne homotetije. Iza toga je data definicija slic-
nosti trouglova i njihove primjene.
Ist'temo da je, u vezi sa navedenim gradivom, vazno da ule-
nik uo&i i shvati osobine transformacije sli¢nosti, zatim da
upozna sli€aost kao relaciju ekvivalencije medu figurama.
S tim ciljem, korisno je, recimo, postavljati ucenicima i
ovakva pitanja: §ta &ini klasu ekvivalencije neke kruZiice
(odgovor: sve kruZnice ravni) i nekog jednakostrani¢..0g
troug'a (odgovor: svi takvi trouglovi), neke duZi, nekog
pravougaonika, proizvoljnog trougla, itd? WNajzad, korisno
je da se udenik naudi koristiti metodom sli¢nih slika u rje-
Savanju konstruktivnih zadataka.

(v) Obim i povrSina mnogougla i kruZnice. U vezi sa

obradom teme o povriini mnogugla, smatramo da je korisno
da uéenici prethodno upoznaju ideju razlaganja mnoguglova,
kao i razlozivu jednakost. Stoga preporucujemo da se obrade
zadaci 1—10 (tacka 49) u zbirci. Podto je gradivo ove cjeli-
ne udenicima, uglavnom, ve¢ poznato, neemo se na njemu
duze zadrzavati. Istic¢emo samo da je neobi¢no vazno da
utenik shvati ideju mjerenja mnoguglova, tj. odredivanja
njihove povrdine. Stoga istitemo i ovdje da je odredivanje
povriine mnogougla preslikavanje skupa mnogouglova u
skup pozitivnih realnih brojeva, koje zadovoljava sljedece

uslove:
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(1) Postoji mnogougao Cija je povr$ina [

(2) Podudarni mnogouglovi imaju jednake povrine;

_(3) Ako je ‘r'nnognugalo M razloZen na mnogouglove M,
i M,, povrdina mnogougla M jednaka je zbiru povifina
mnogouglova M; i M,.

Poged toga, uéenilg mora da shvati ideju povezivanja duzina
izvjesnih duZi koje odreduju mnogougao i povriine tog
mnogougla, preko odgovaraju¢ih formula.

5. ALGEBRA BROJEVA

Uvod. U naslovu stoji algebra brojeva, jer, zapravo, gradivo
I razreda srednje Skole koje se odnosi na algebru (razne vrste
brojeva, djeljivost prirodnih brojeva, osnovne algebarske pravil-
nosti, polinomi, jednaCine, sistemi jednadina i drugo), moZe se
shvatiti kao gradivo, slobodnije reéeno, o zgradi brojeva, odnosno
algebri brojeva. Dajemo podrobnije objagnjenje. Jedna od odlika
savremene matematike jeste da se u njoj veoma &esto razmatraju
tzv. matematicke strukture. To su cjeline koje se sastoje iz izvjesnog
skupa §, nekih njegovih operacija i nekih njegovih relacija. Recimo,

(N> JF)) (N, +» ')3 (Na + % )

su pr‘imjeri takvih struktura. Prvu gradi skup prirodnih brojeva
i sabiranje, a drugu uz njih jo§ i mnoZenje prirodnih brojeva.
U prve dvije strukture nije uo¢ena i neka relacija — takva struk-
tura se naziva algedarska struktura, kaZe se krade i algebra. Do
sada smo ve¢ pominjali grupoide i grupe kao primjere algebarskih
struktura.

U skladu sa izloZenim, navedeno gradivo algebre I razreda moze se
shvatiti kao istraZivanje strukture

(Ra 5 s s :)
pdnosn_o algebre brojeval. Moze se, recimo, prigovoriti: Kako
izlaganje o jednalinama ne uzimati kao poscbnu cjelinu, veé

) I}tina, u Yezi sa brojevima, istraZuju se i relacije | (djeljivost u skupovima
NiZ), kgo i relacije <, <, >, >, pa bi puniji naziv bio matemati¢ka struk-
tura bn:o;cva. Ipak, Cini se, naziv algebra brojeva potpuno je prikladan
Pomenimo jo$ da u I razredu daci upoznaju jo§ jednu algebru — iskazmnu
algebru, koju gradi skup {T, 1} uodnosu na pet operacija 7\, V=, &, .
Zanimljivo je ovo poredenje tih algebri:

Pojmovima iskazna formula, tautologija iskazne algebre odgovaraju pojmovi
polinoma (opétije, racionalnih izraza) i identiteta.
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jedino kao dio istrazivanja algebre brojeva? Pa, savremena algebra
se izlaye i razvija razmatranjem raznih algebarskih struktura.
S tim u vezi, u svakoj strukturi moze se postaviti pitanje rjesa-
vanja jednacina. Uostalom, ranije smo u vezi sa nekom datom
tablicom operacije uocavali jedna¢ine poput x # a=b, x * x=¢,
isl
Nastanak algebre brojeva. Razvojni put algebre brojeva moZe
se predoditi crtezom

(N; -+, )A>(ZJ g~y )9(Q: +5 =5 :)‘_>(R: +5 =5 :>
Polazna struktura je (N, -+, -) koja posjeduje pravilnosti izrazene
formulama:

(%) x+y=y+x XY=y x
(x+y)+z=x+(y+2) (x-y)-z=x" (32
x- 1=x

x'(y+z)=x-y+x-2

(%, v, z ma Koji prirodni broj)
ali ima i znadajan nedostatak: sabiranje nema obratnu operaciju,
1j. postoje jedna¢ine po x oblika a+x=b, gdje ab € N, koje u
skupu N nisu moguce. Radi otklanjanja tog nedostatka, struktura
(N, +, ) se ,,nadograduje”, profiruje u strukturu (Z, +, —, *);
koja je gradena tako da i u njoj ostanu sacuvane pravilnosti (%),
a u vezi sa oduzimanjem pojavljuju se jo§ ove dvije pravilnosti:
() x+0=x, x+(—x)=0

(x ma koji cio broj)
Oduzimanje se, inale, definiSe ovako:
x—y & x+(—y)
Nova struktura (Z, 4+, —, ), takode, ima jedan znaCajan nedo-
statak — u vezi sa dijeljenjem. Iz tog razloga obavljamo prosi-
renje
(23 +5 —s )_‘> (Q) 45 =5 :>

Nova struktura zadovoljava pravilnosti (), (##) 1 jo§ pride ovu:

1
(;;) x#O@x'—;—=1

Dijeljenje se, pritom, ovako defini3e:

1
Xy defy. (Ako y#0)
y .
Zagto se u gradenju brojeva ne zadrZavamo na strukturi (O, +
—, *, 2)? Razlog je u tome 3to sa takvim brojevima ne mozZemo,
na nadin kako uobitajeno postupamo, obaviti mjerenje duZi,
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mjerenje povrsi, tijela i sl. Tako, ako se stranica kvadrata uzme
kao jedini¢na duZ, tada bi duZina njegove dijagonale bio broj
¢iji kvadrat iznosi 2. Ali, takvog broja u skupu Q nema (vidjeti
str. 99. udzbenika).

U vezi sa izloZenim, navodimo sljedeée nastavne napomene:

() Ucenici su postupno upoznavali brojeve ve¢ od prvog razreda
osnovne Skole. Mnoge ¢injenice iz algebre brojeva su im
dobro poznate. Pa ipak, poznato je da udenici grijese u radu
sa brojevima. Otuda, po na§em miSljenju, na samom podetku
$kolske godine treba obnoviti i utvrdiri razna pravila racu-
nanja. S tim u vezi, u zbirci se nalazi odeljak Ponovimo o
brojevima i u njemu su izloZeni razni zadaci prikladni za
uvjezbavanje ,,raCunice”. Kratko reCeno, ulenici moraju
dobro ovladati osnovnim ratunskim operacijama: pogre$no
je smatrati da modernizacija nastave matematike smanjuje
znacaj raCunice — §to se, nazalost, ponegje ¢uje. Medutim,
skre¢emo paznju da i u obnavljanju i utvrdivanju radunice
treba biti sistemati¢an i strpljiv. Recimo, treba izbjegavati
glomazne racunske zadatke, ali, s druge strane, treba dobro
uvjezbati zadatke oblika:

IzraCunati a = b, gdje se # jedna od operacija -+, —, -, : i
gdje su a, b, na primjer, ¢lanovi skupa

1; —2; —L; 6,32
2

i sl. Drugim rije¢ima, ucenici treba da urade veliki broj
izraCunavanja oblika: broj, operacija, broj, pri Cemu rijed
broj treba zamjenjivati raznovrsnim primjerima.

(%) Uporedo sa obnavljanjem i utvrdivanjem radunice, Korisno
je da ucenici dobro usvoje opisani razvojni put algebre bro-
jeva. Pored ostalog, treba da dobro upamte pravilnosti (),
(#), (J%), jer su one, u stvari, logi¢ka osnova algebre bro-
jeva.

Jednakost a=bgr. Djeljivost. U aritmetici, odnosno strukturi
prirodnih brojeva, od najveceg znacaja je relacija djeljivost (znak |),

a sa njom u vezi, jednakost a=bg-+r, odncsno ovo tvrdenje:

Za svaka dva prirodna broja a, b jedinstveno postoje dva cijela broja

g, v koji zadovoljavaju wuslove a=bg-+r, ¢=0, 0<r<b.

Brojevi ¢, r se redom nazivaju koli¢nik, odnosno ostatak dijeljenja

broja a brojem 4. Recimo, moguce je Koristiti se ovim oznakama:

g=Q (a, b), r=R (a,b).
Primjeri: Q (5, 3)=1, R (5,3)=2, Q(3,5=0, R(3,5)=3.
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Kao $to znamo, u sluéaju R (a, b)=0, kaZemo da je b djelilac
broja a, oznaka: b | a. Drugim rije¢ima:

bla= (JFqEN)a=bg.
Navedene &injenice, ukljuéujué¢i Euklidov algoritam, kao i vraz—
matranje raznih brojevnih sistema (osnove 10, 2,5 1 sl:) u udzbe-
niku, kao i zbirci nalaze se u tatkama 24. i 25. Istina, oznake
O (a, b), R (a,b) nalaze se jedino u zbirci.
U vezi sa izlozenim, navodimo sljedele nastavne napomene:

(7) Zna¢ajno je da ucenici dobro shvate istaknuto tvidenje ©
koli¢niku i ostatku. S tim u
vezi, znalajno je da umiju 25 3 23 5
odredivati QO (a, b), R (a, b) R
za ma koja dva prirodna Q
broja. Drukgije receno, Q i
R valja shvatiti i kao dvije
operacije. Mogu se, skladno Q
tome, zadavatii ovakvi zada-
ci: Kojibroj odgovara drvetu

(i) U vezi sa jednakos¢u a = bQ (a,b) + R (a, b), dobro je
da ulenici naviknu na ovakva izrazavanja. _
Ako je b dati broj, tada svi prirodni brojevi, koji pri.dijgljen]u
sa b daju ostatak 7, imaju oblik gb-}-r, gdje je ¢ neki prirodan
broj ili 0.

Tako, u vezi sa brojem 3, svaki prirodan broj a je ili oblika 3k,

ili oblika 3k--1, ili oblika 3242, gdje® k& Z A\ k>0. Sli¢no
vazi opstije i za sve cijele brojeve.
Ovladavajuéi takvom moguénodéu izrazavanja, trebalo bi
otekivati da je ulericima blisko tvrdenje poput ovog:
Ako je kvadrat nekog cijelog broja djeljiv sa 3, tada je i taj
broj djeljiv sa 3.

(#1i) U vezi sa relacijom djeljivost, prirodno se pojavljuje relacija
kongruencije po modulu m (oznaka = mod m), o_bradena. u
talki 24. zbirke. Broj m je ma koji prirodan broj. R_elacx)z_l
= mod m je veoma bliska obitnoj jednakost':i. Naime, i
ona je refleksivna, simetrina, tranzitivna,”kqo i saglasna sa
sabiranjem, mnoZenjem i oduzimanjem cijelih brojeva. Te}
okolnost dopu$ta da se sa tom relacijom moZe postupati
sli¢no kao sa jednako$éu. Odredenije receno, ako je

I(a;b,--->c>+:—'s')

#) Razlog je §to pri dijeljenju sa 3 odnosni ostatak mozZe biti ili 0, ili 1, ili 2.
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ma 'kou 1z.raz_.gr.aden pomocu operacijskih znakova +, —
i1 ?rorn.)ejnlumh a, b, . .., ¢, koje oznadavaju cijele brojeve’
tada je taj izraz, po modulu m, kongruentan sa izrazom koj;
nastaje iz njega ukoliko se jedan njegov dio (podizraz) A4
zamijeni izrazom B, uz uslov da je 4 = B (mod m). Druk-
él;e_receno, vazi zakon zamjene (bilo ¢ega kongruentnim)
Recimo, ta¢na je implikacija ‘

A = B (mod m) = x+yA = x+yB (mod m)

a dokaz je posve slitan dokazu sli¢ne implikacii .
jednakosti. plikacije za sludaj

Dobro _ie (ali, _znaéi, to ne smatramo obaveznim) ako uéenici
savladajl_l tc_:hmku upotrebe kongruencije, pa im, s tim u vezi
budu bliski zadaci poput ovog: |

Da 1i je broj 583 - 210—324 - 7504-834 - 59 djeljiv sa 3?
U zbu:cx, pri kraju tacke 24, vise zadataka je posveceno tak-
vim pltanllma.

(tv) Takqde, smatramo znacajnim da ucenici ovladaju i raznim
druggm postupcima i tvrdenjima iz aritmetike, kao $to su:
Euk.hdm.r algf)ritam, rastavljanje na proste &inioce, odredi—.
vanje najmanjeg zajednickog sadrZioca i najveéeg zajedni¢kog
d)_elloca_l, osnovne Cinjenice u vezi sa raznim brojevnim siste-
mima 1 sli¢no.

Pra_viln(_)sti algebre brojeva. Algebra brojeva obiluje pravil-
nostima i, §to je veoma zanimljivo, sve se one mogu izvesti
kao_ logitke posljedice iz njih nekoliko, uzetih kao polazne, kao
aksiome. Iednu takvu skupinu ¢ine formule (#), (sx), ( *), na-
vedene u izlaganju o nastanku algebre brojeva. Evo tih Iﬂ(‘)?n’lula'

X+y=y+x X y=y-x
(x+y)+z=x+(y+2) (x9):z=x-(y-2)
x+0=x X l=x
x4+-(—x%)=0 $A0 = x- 1

X
x-(y+)=xy+x-z
Oduzimanje i dijeljenje se, kao $to znamo, uvode definicijama

def

x—y = x+(—y); LEL S

(Ako y #0)
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Uz navedenc aksiome treba prikljuditi jo§ aksiomu 0#1 i tako se

dolazi do spiska aksioma algebarske strukture, koja se naziva

polje (vidjeti str. 100 udzbenika). Pored navedenih aksioma, kori-

stimo se i ovakvim definicijama:

2=1-+1, 3=2+1, 4=3+1,..., 20=19+1,...,

pomocu kojih se ma koji prirodan broj izrazava kao zbir jedinica.

Kakve sve logitke posljedice, odnosno teoreme slijede iz navedenih

aksioma polja? U mnostvu svih teorema, uodi¢emo ove tri zna-

¢ajne skupine:

1° ,,KADAK” — teoreme,

2° teoreme U vezi sa razlikom,

3° teoreme u vezi sa dijeljenjem.

Imenom KADAXK-teoreme oznaavamo svc one teoreme koje

slijede iz komutativnog i asocijativnog zakona sabiranja i mnoZenja,

te distributivnog zakona mnoZzenja prema sabiranju. Otuda smo

i napravili naziv KADAK (dvije komutativnosti, dvije asocija-

tivnosti, jedna distributivnost). Te teoreme smo razmatrali u

tadki 22. udzbenika.

Kao prvo, istaknimo posledice asocijativnog zakona. Onc se mogu

opisati rije¢ima (str. 84 udzbenika).

U slufaju asocijatione operacije, dozvoljeno je kod izraza (sagra-

denog pomocu znaka te operacije) zagrade brisati, pa th zatim —

ali bez mijenjanja redoslijeda clanova, ponovo, po volji, posiaviti.

Tako se dolazi do izraza jednakog polaznom. -

Na primjer, taéne su jednakosti: .

(@+8)+(c+d)=(a+G+)+ds at+@+(c+ad)=(et+b)+)+d

(@8 (- d=@ ) d a @ (cd)=ab):c)d

gdje su a, b, ¢, d ma koji realni brojevi. Recimo, jedan dokaz prve

jednakosti glasi

(a+b)+c+d)=(a+b)+o)+d (Jer x+(y+a)=(E1y)+5
gdje su x, y, & redom a-+b, ¢, d

=(a+@+c)+d (Jer (x+y)+z=x+(+2);

) gde su x, y, # redom a, b, ¢
Dokaz jednakosti (a - b) * (¢ - d)=(a - (b ¢)) - d moZe se napravit
direktno pomocu tog dokaza: dovoljno je znak -+ zamijeniti
znakom -. U stvari, podrobnije re¢eno, preslikavanjem

(a b ¢ d +)
a b ¢ d -
53



navedeni dokaz se prevodi u dokaz jednakosti (a-d)-(c- d)
=(a-(b-¢))-d. Na str. 84. smo naveli sli¢no zapazanje. Ovdje
isti¢emo da je posrijedi ne$to veoma znadajno i da se u vezi s
tim ztv. ideja prenosa (iz jednog dokaza nekakvim preslikavanjem
osnovnih znakova gradi se drugi dokaz, odnosno izvodi nova
Cinjenica) pojavljuje kao jedna od najvaznijih istrazivackih ideja
u matematici.

U vezi sa asocijativnim zakonom, pomenimo da sve jednakosti
»»tablice” sabiranja prirodnih brojeva, kao

24-2=4, 3+4+5=8, 17+5=22
i druge, jesu njegove posljedice. Tako, koristeéi se definicijom

2=141, 4=((1+1)+1)+1, prvu jednakost moZemo napisati u
obliku

A +D+A+D=(+D+1)+1
i otigledno je da se obje strane razlikuju jedino u rasporedu

zagrada®. Takode, i razna svojstva stepenovanja (prirodnim iz-
loZiocem), kao

x% - x2=x%, x%- xB=y8 (x3)2=4F i sl.,
slijede iz asocijativnog zakona (mno¥enja). Recimo, u skladu sa
definicijama
xi=x-x, =(x-x) - x, x*=((x%) %) x,..
prva jednakost se moZe preobratiti u jednakost
(%) (o 2)=((x" %) %) x

Cija se lijeva i desna strana razlikuju jedino u rasporedu zagrada.

">

Opaska. Napravite jedan direktan dokaz te jednakosti na te-
melju asocijativnog zakona. Sta se dobija kad se na taj dokaz
primijeni preslikavanje? '

T+

G+

Na osnovu asocijativnog i komutativnog zakona, naravno, moze
se dokazati jo§ mnogo novih teorema. Dobar uvid u takva tvr-
denja se moze opisati ovako (str. 84 udZbenika).

U slucaju operacije koja je i komutationa i asocijariona, u izrazu,
izgradenom pomocu znaka te operacije, dozvoljeno je zagrade
obrisati, Clanove izraza po wolji rasmjestiti, pa potom, zagrade
po wvolji, postaviti. Tako se dolazi do izraza jednakog polaznom.

*)Vige u vezi sa pitanjima ,,tablice” sabiranja i mnoZenja prirodnih brojeva
vidjeti u knjizi S. Pre§i¢: Savrement pristup nastavi matematike, Naudna knji-
ga, Beograd, 1975.
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Jedna primjena te opSte teoreme je slie_dec’.e svojs_tvcz1 stegel}a
(xy)* = x"y", gdje su x, y ma koji realn_l bgo;e\.n, an prirodan : ;‘12) :
Najzad, ukoliko se koristimo_ komutativnim i asocijativnim z o
nom sabiranja, kao i distributivnim zak.onc?}'n.mnoien)z} prema sa 1d
ranju, dolazimo do raznih novih Zamml).mh tvrdenja. Jedno o
sredidnjih je teorema o mnoZenju dva zhira:

Proizvod dva sbira jednak je gbiru svih proizvoda po jednog sabirka
procg zbira sa po jednim sabirkom drugog zbira. . N
Pomuocu te teoreme se lako izvode, na pr’imjer, obrasci za (a+b)*1
(a+b)® i sl. (vidjeti str. 86 u udzbeniku). o '
U vezi sa teoremom o mnozenju dva zbira, poslebno isti¢emo slje-
deée tvrdenje — tzv. teoremu o Sredivanju 12raza:

Za svaki izraz I (-, "), sagraden od .OPETLICZ']:.?kl.]:L zna_kova + 1 %
nekih promjenljivih i znakova konstant, postojr rjemu jednak izraz

blika
‘ My+Myt ... +M,

j onomi. Monomi su, kao §to nam je poznato,
igz?"aez?ukggvaéz&; ’S%Z?i sl., odnosno izrazi ‘koji od _opergcivj_sklh
znakova mogu sadrzati jedino znak mnoign)a. Drugim rijecima,
svaki izraz I(-+,-) jednak je zbiru nekih monoma. Inace, to
tvrdenje se dokazuje primjenom teoreme 0 mnozenju dva zbira.
Recimo, jedan takav dokaz jednakosti
(x+a) (x+b) (x +o)=x3+x¥a+b+c)+x (ab-+bc+ca)+abe
glasi
(x+a) (x+b) (x+c) =(xx-|-xb+ax-+ab) (x+c)

=xxx-+xxc +xbx+xbet+ axx+axc+abx+ abc

— x84 x2 (a+b+c)+x (ab+be+ca)+abe ‘
Slobodnije re¢eno, dokaz se izvodi ,,izmnoavanjem” i sredi-
vanjem polaznog izraza. ' . )
U vezi sa teoremom o sredivanju izraza I (+; ), istaknimo dvije
op§te stvari.
Pevo, to tvrdenje, odnosno niegovoi qu%te{ljc za izrage o‘ghka
I(+,, —),jeosnovno uradu sa t.akV1m izrazima, t);-p911x}?‘ngm§1.
Drugim rije¢ima, ,,raunica’ polinoma pociva na Cinjenic aje
svak(ij izraz. I (+, -, —) dovodljiv na zbir nekih monoma.
Drugo, tvrdenje o sredivanju izraza I (4, -) pociva na ovim aksi-
omama:

komutativnom zakonu za + i -, asocijativnom zakonu za -+ 1 -
distributivnom zakonu + prema -+
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Iz tog razloga potpuno sli¢no tvrdenje vazi za izraze I (%, o),

gdje su =%, » dvije operacije (nekog skupa), ali takve da su obje
komutativne i asocijativne i da je o distributivna prema * (§to
znali vaZenje jednakosti xo(y# 2)—(x0y) % (xoZ) za sve
elemente x, ¥, & odnosnog skupa). Jedan takav primjer su izrazi
kao

AN (BUQC), (AuB)N(BUCO), (AnB)uU(BNC),
odnosno izrazi koji sadrze skupovne operacije U, N. Svaki takay
izraz je dovodljiv na oblik

AUAd,u ... U4,
gdje su 4., . . ., A, izrazi koji ne sadr¥e znak U . Medutim, takvi
izrazi su dovodljivi i na oblik
B, N Byn...NnB
gdje su By, ..., B, izrazi koji ne sadrie znak . To je otuda
§to je svaka od skupovnih operacija U, r distributivna jedna
prema drugoj. Nesto sli¢no i iz potpuno sli¢nih razloga vazi i
za logitke operacije A, V. Svaka iskazna formula oblika F (A
V') ekvivalentna je sa jednom formulom oblika
ANV ANV ...V A, (4, .. ., Ay ne sadrze znak V)
kao i sa nekom formulom oblika
BiAB A ... AB; (B - . . 5 By ne sadre znak A)
Navodimo primjer za ilustraciju. Uodimo formulu F:
(V) ANrVs) Ve
po slovima p, ¢, 7, s, z. Radi dovodenja na \/ -oblik, tj. oblik
ANV A,V ...V Ay, uodimo ove ekvivalencije
FS ANV @AS)VEANV @A) V.

(Na formulu (pV ¢) A(rVs) smo primijenili distributivnost
operacije A prema operaciji V. Slobodnije refeno, 55PO~
mnoZili” smo ,,zbir” p\/ g ,,zbirom” r\/s.)
SEANVEAIVEANIV(gAS)VE
¢ime se formula F dovedi na V -oblik. Radi dobijanja A -oblika,
uocimo ove ekvivalencije:
FSp-gtr-s) ¢
(Privremeno smo, radi bolje preglednosti, znak A zamijenili
sa -, a znak V sa . Sada éemo jednostavno obaviti .,iz-
mnoZavanje” i sredivanje, pa na kraju se vratiti starim ozna-
kama.)
<:;‘«p'q't—1—r's't
SEVaVHAFrVsVa).
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i ie trazeni A -oblik date formule F.
Znadi, (pVqVOArVsVie) je t1azef§1 A -0 ate form
S tim,zgz\)zréa?vamo pregled ,,KADAK” — teorema 1 pr elazimo na
razmatranje teorema u vezi sa razlikom. Mefiu tim teoremama
osnovnu ulogu ima teorema o0 SUprolnom broju (vidjeti str. 122
dzbenika):
’ : — (—x)=2x, —(x+y)=(—0)+(=)
Pomodu te teoreme, kao i definicije razlike
w—yZa+ ()
rieposredno se raspravljaju pitanj_a\ sabirani'a i oduzimanja cijelih
brojeva. Tako se lako dokazuju jednakosti
i druge koje se navode na str. 123 u_débemka.v o ;
1U vefi sa r;zlikom (i, u stvari, mnpien)em), znadajna je teorema o
znaku proizvoda (str. 124 udzbenika):
x0=0, (—x)y=—xy, & (—y)=—(w)s (=x)( —3)= %,
j i g ja pitanj senja cijelih
kojom se, izmedu ostalog, raspravlja pitanje mnozen
bréjeva. Koriste¢i se teoremama 0 suprotnom brO)l.l io zrllaku
proizvoda, lako izvodimo distributivni zakon mmnoZenja prema

j (y—z) = x-y—x- 3, a dalje
duzimanju, odnosno formulu x v(3.1 2) = XY —X B !
?teoremu ; munosenju dva zbira u slutaju kada je neki sabirak oblika
—x, —y i sl. Recimo, tatna je formula
(—x+y—z)(a—b)=—ax—%—bx—{—ay——by—az—}—bz)
U stvari, na osnovu takvih jednakqsti, _neposredn_o se zakl;.ucu;)e
da reorema o sredivanju izraza Vazii za 1zraze .ob,l,lka I (+5 I; i
$to je, prema ranije retenom, 0snova ,,rau‘:umce2 polmon;a. zi
sebno, lako se izvode formule kao (a—b)zzg —2ab—}—b . a
b2=(a—b) (a+b) i druge (vidjeti str. 125 udzbenika).
U vezi sa dijeljenjem, glavnu ulogu ima tzv. osnovno tvrdenje 0
razlomcima (str. 127 udZbenika):

ety AR g

2 _° o ad=bc (Ako b, d#0)
b d

a c_adtbe a_ ¢ _ad=be  (ayop, d20)

b d  bd b d b

a ¢c_@ac a c_a (Ako b, d#0, odnosno
b d b-d b d b

b, d, c#0)
57



na kome, u stvari, po¢iva rad sa racionalnim izrazima (tacka
34). U vezi sa tim tvrdenjem, istaknimo da je ono uslovno, odnosno
implikacijsko . ako su imenioci razliditi od 0, onda vasi jednakost . . .
U vezi sa dosad izloZenim pravilnostima algebre brojeva, kao i
rada sa polinomima i racionalnim izrazima, navodime sljedete
nastavne napomene:

(7) U razmatranju zakonitosti algebre brojeva imali smo kao

polazne aksiome polja i dalje njihove posljedice razvrstane u:
KADAK —teoreme, teoreme u vezi sa razlikom i teoreme
u vezi sa dijeljenjem.
Nije neophodno da ucenici savladaju dokaze svih tih tvr-
denja, ali neophodno je da naude i razumiju sve te teoreme,
kao i da shvate da su one logic¢ke posljedice aksioma polja.
S tim u vezi, zna¢ajno je da shvate da je ,,ratunica” sa cije-
lim brojevima i razlomcima takode posljedica aksioma
polja.

(#) Uporedo sa savladivanjem ukazanih pravilnosti algebre
brojeva, dobro je da se ulenici postupno uvjezbavaju u
rastavljanju izraza. Recimo, sa takvim problemima se treba
baviti ve¢ od 22. tacke. Naravno, pitanju rastavljanja poli-
noma, kao i radu sa racionalnim izrazima, valja posvetiti
posebnu paznju (tacka 34).

(i) U vezi sa rastavljanjem polinoma — koje daci obi¢no ne
nauce najbolje, pomenimo i ovo. U uenju rastavljanja ne
treba se koristiti glomaznim zadacima, a, takode, nije po-
desno podinjati sa savladivanjem nekoliko formula i postu-
paka. Recimo, dobro je da se na jednom posebnom casu
dosta paznje posveti razlici kvadrata, odnosno formuli

a?—b2=(a—>b) (a+b)
Tako, da bi u¢enici potpuno navikli na oblik razlike kvadrata,
uputno je zadavati niz zadataka oblika:
Rastaviti izraze a®?—b2, b2—a?, a?—x?, a®—4, a®—3, 4a%—1,
2a>—1, 1—x?, 1 —4x?%, (x+y)2—(x—y)2, x®*—22, 40?8 —c2,
2x—y)2—(x—y+2)?, itd.
Takode, treba zadavati i ovakve zadatke:
Napisati deset razlika kvadrata, odnosno izraza oblika P?—Q?2,
gdje su P, Q neki izrazi. Druk¢ije reeno, razliku kvadrata
(ili, na primjer, formulu (a+b6)2=a%+2ab-+5b% koja se po
redoslijedu izlaganja pojavljuje prije obrasca za razliku kvad-
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rata) treba obraditi opS$irno i podrpbno. Na takav nacin
¢e se savladivanje ostalih formula i post_upaka u vezi sa
rastavljanjem postati lak3e i zahtijevaCe, §to je dosta znacajno,
manje vremena.

Linearne jednaéine i sistemi. Cegto se .d?gada‘ da se rjeSavanje
nekog praktitkog problema prevodi na rjeSavanje qdredene for-
mule algebre brojeva. U prvom ram"ed}l srcfi_n)e skoler, u tom
smislu, razmatra serjeSavanje linearn}h jednacina, 1‘<Vao i sistema
takvih jednat¢ina. Radi rjeSavanja takY.lh formula, obi¢no se qvako
postupa: U skupu linearnih jednafcma po nepoznatoj ko_]a“se
trazi (odnosno sistema linearnih _)ednacma po odgc:\)/ara)uam
nepoznatim) uocava se relacija ekvivalentnost formula?.

F,~F, Formula Fy & F, je tacf:na ﬁz? sve
vrijednosti svojih promjenljivih)
Ta definicija je ekvivalentna sa ovom
F,~F, ako R (F))=R (Fy) ) ' )
gdje smo sa R (.. .) oznatili skup rjeSenja. Re.lacua‘N je rve':lff\cua
ekvivalencije. Zamislimo da je F formula koju treba rijesiti. U
rje$avanju uporedo sa tom formulom, ugéavamo i razne drug; iz
njene klase ekvivalencije. Tacnije, u vezi sa formulom F pravimo
lanac ekvivalencija (govorimo, i rjeSavajuci lanac):
F~F,~Fy~ ... ~F,
&ja krajnja formula Fj pripada vrsti tzv. riie§e_nivh fgrr'nula. U
stvari, rjeSavanje formula se i sastoji iz g_raden]a rjeSavajuceg lanca
koji se zavr$ava formulom rijeSenog obhka.f\ko je rijec o formu-
lama po x, tada u slucaju linearnih jednacina u rjesenjc dolaze
ovakve jednadine:
x=a (a je ma koji realan broj),
0=0 (ili x=xisl), 0=1(ili 0-x=1 isl)

U skladu sa tim, linearna jednacina ili moZe in.mavti j.edm.syver.lo.
rjedenje, ili biti identitet (svaki broj je njeno riedenje), ili biti
nemoguéa (slucaj ekvivalentnosti sa jednatinom O - x=1‘).
Prije opisivanja sistema linearnih jednacina rijeé’e_nog o}alvxka, .pgd-
sjetimo da se u traganju za formulom Ek — lfzra.}em r)esavq)uce,%
lanca, koriste razna svojstva jednakosti (vidjeti str. 1V60 11_16
udzbenika), odnosno Gausov postupak (str. 170) u slucaju line-
arnih sistema.

") Primijetite da je ta definicija opSta, odnosi se ne samo na linearne )edna;tlix:g,
odnosno njihove sisteme, ve¢ i na ma koje formule po odnosnim nepozu .
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Neka je sada isi i ih j Ci j i

Heka é] ' F neki sistem linearnih ]edna_cma Po x, y, broj samih
j Cina nije bl'garvl. U skladu sa opstim moguénostima koje
postoje za skup rjeSenja, imamo sljedeée slucajeve oznadene sa

(D (2), 3).

Sluc”a]’ (.1): S]eup R (F) rjelenja je prazan skup. Tada je sistem ne-
moguc i ekvivalentan je sa jednatinom 0 = 1 (tj. 0 - x40 - y=1)
Evo takvog primjera. Uo&imo sistem F po x, v: x+y=3 /\x—j;
=1 A2x+y= P> gdje je p poznat realan broj (odnosno parametar)
Jedan gausovski rjeSavajudi lanac izgleda ovako: .

x+y=3 x+y=3 x+y=3 x+y=3
F & x—y=1 & —2y=—2 & y=1 = y=1
P ??y:p —¥ =p—6  y=b=p D=5-0
rvu jednalinu mnoZimo sa — 1, pa Drugu jednaci
sa — 2 i proizvode dodajemo drugoj Fili J_ s
odnosno trecoj jednacini. nesk 316160;21 11 protzved dodali

l'ako smo stig_li do sistema koji je jednostavan za rjefavanje
Jedna njegova jednatina ne sadrzi nepoznate. Dalje, 1'asudujern(;
oyako: ]edna}mst 0=5--p daje potreban i dovoljan uslov da je
sistem moguc. Naime, ukoliko je p#35, sistem F nije mogué, a
ukoliko je p, zaista, jednak 5, imamo: ’
Fe x+y=3 2 %=2

y=1 y=1
Koyi§éena je tautologija
oblika A=A AT, gdje je T jedna-
kost 0=0.
pa je dvojka (2,1) jedinstveno rjeSenje sistema F.

U. vezi sa slutajem (1) navedimo i ovu opstu &injenicu: Izvije-
stan sistem linearnih jednatina (ma koliko jednad¢ina sa ma koliko
nepozgatlh) nemoguc je ako i samo ako Gausovim postupkom iz
toga sistema proizilazi jedna¢ina 0=1. Da bi ovo opite i veoma
znatajno tvrdenje bilo jasno shvacéeno, isti¢emo da rjeéavénie
Gausovim postukom — znadi kori§éenje ovih opstih formula
odnosno pravilnosti algebre brojeva: |

©) :‘.1:0 & k A=0 (gdje k+#0), tj. dozvoljeno je jednu jedna-
Cinu sistema pomnoziti sa &, ako k#0)

() A=0AB=04=0AB+r14A=0

Por_ed tih fqrmulg, koriste se, u stvari, jedino jo§ razna opsta
svojstva konjunkcije, kao:

BADAT S PAQAT), PAIE GADs ..
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prema kojima redoslijed jednatina u nekom sistemu nije uopste
bitan, a dalje i ekvivalencije

PAT ©p, PALS L

prema kojima prilikom rjeSavanja sistema linearnih jedna®ina
identi®ki ispunjenc jednaCine moZemo izostavljati, odnosno si-
stem je nemoguc¢ ako je to slucaj sa jednom njegovom jednadinom:.
Slucaj (2): Skup R (F) nije prazan i ima talno jedan Cclan.
U takvom sludaju je ekvivalentan sa nekim sistemom
oblika x=a A\ y=>b, odnosno tako izgleda odgovarajuc¢i sistem
rijeSenog oblika. Recimo, u prethodno razmatranom primjeru,
u takvom smislu se pojavio sistem x = 2Ay=1.

Stuéaj (3): Skup R (F) nije prazan 1 ima vise od jednog elementa.
Kao prvo, istaknimo da u takvom slucaju sistem F ima beskonacno
mnogo rjedenja. To je bitna odlika linearnih jednacina i njihovih
sistema: &¢im imaju dva rjeSenja, imaju ih i beskonacno mnogo®.
U slugaju (3) postoje razni podslucajevi. Medutim, za sve njih
jedno je zajednitko:

Izvjesne nepoznate mogu imati proizvoljne vrijednosti, a ostale
se izraZavaju pomocu njih.

Prve su slobodne, a druge veszane nepoznate. MozZe se dogoditi
da su sve nepoznate slobodne, tj. da je sistem zadovoljen za bilo
koje vrijednosti svojih nepoznatih. U takvom sludaju, sistem je
ekvivalentan sa jednadinom 0=0. Navodimo primjere za ilustra-
ciju. Uotimo date sisteme po napisanim nepoznatim:

. 0-x+0-y=0 . x+y=1 y=1—x
Fy Bl gl Eyx 0—0 odnosno 0—0

odnosno y=1—x,

x=2—y+z
. x=3+5y L ki . ]
Fy: z=2+3y Fy: 78:}1-1—3’ g (a je parametar)

Sistem F, (po x, y) je zadovoljen za sve vrijednosti x, ¥, odnosno,
obje njegove nepoznate x, y su slobodne. Sistem F, se svodi na

8) Recimo, neka su x5, x; dva razliCita rjeSenja jednadine po x: ax=>. Tada
je i broj, x,+k (xg—%x1)s gdje je & ma koji realan broj, takode, rjefenje, jer:
a [%, 4k (xg—21)] = ax, +akx—akx, = ax,+ kaxs—kax, =b-+kb—kb=0b

bez obzira §ta je k. Sli¢no, ako su-dvojke (x1, ¥1)s (%95 ¥2) TicSenja nekog si-
stema linearnih jednadina F (x, y), tada je njegovo rjesenje i dvojka (X3, ¥3)s
pri ¢emu
Ky =2%1+k (Xr—%1)> Vs =y1+k(ye—p0)-
a & je ma koji realan broj.
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jednu jednacinu po x, ¥, odnosno jednalinu x-+y=1. Nepoznatu
x moZemo uzeti kao slobodnu, a y izraziti pomocu nje: y=1—x.
Rjesenja su dvojke (p, 1 —p), gdje je p ma koji realan broj. U
slu¢aju sistema F, i druga nepoznata, odnosno y se moze uzeti
kao slobodna, a x racunati po formuli x = 1—y. To dovodi do
zaklju¢ka da su sva rjeSenja sistema F, izraziva i u obliku (1—gq,
9), gdje je ¢ ma koji realan broj. Sistem F; po x, y, 2 ima slobodnu
nepoznatu y. Njegova rjeSenja se odreduju formulama

x=3-+5p, y=p, 2=2+3p,

gdje je p ma koji realan broj. Sistem F, je mogu¢ ako i samo ako
je a=0. U potvrdnom sludaju, rjeSenja su Cetvorke (x, y, 2, u)
odredene formulama

x=2—p+q, y=p, 3=¢, u=1+p—gq,
gdje su p, ¢ ma koji realni brojevi. Dakle, nepoznate y i z su slo-
bodne, a nepoznate x i # vezane.
Dosadasnjim izlaganjem o linearnim sistemima gotovo da smo
razmotrili op$ti slucaj, odnosno sistem od ma koliko jednacina
sa ma koliko nepoznatih. U stvari, op$ti slucaj nije tako tezak za
razmatranje i za tu svrhu se ne moraju Koristiti ni matrice ni
determinante. Evo opstih ¢injenica u vezi sa ma kojim linearnim
sistemom F:

Gausovim postupkom primijenjenim konacno puta, dari sistem F
moZe se prevesti na sistem F, koji ima dvije skupine jednacina.
Jednu skupinu &ini jedna jednalina oblika 0=x i ta jednalina®
ne sadr#i nepoznare. Drugu skupinu Cini nekoliko jednalina popur
proe dvije jednacine sistema F,, odnosno takvim jednacinama se
izvjesne nepoznate (tzv. vezane) izrafavaju pomolu ostalih® (od-
nosno slobodmih nepoznauih). Tada je uslov A=0 potreban i dovo-
ljan da sistem F ima rjeSenja. U potvrdnom sluaju dorjeSenja se

jednadina bez nepoznatih, na primjer,
0=5A0=6A0=0.

1 1
MnoZenjem prve sa e a druge sa s dobijamo ove jednadine:

0=1A0=1A0=0, §to je ekvivalentno sa 0=1A0=0, odnosno sa 0=1.
Uopste, vise jednadina

0=a, N0=0,A ...AO0=a;
koje ne sadrZe nepoznate moZe se svesti na jednu takvu jednacinu.

?) Naravno, dogada se da nijedna nepoznata nije slobodna. Tada postoje
dvije moguénosti: sistem ima jedinstveno rjefenje ili je nemogué¢, prema
tome, da li jeste A=0 ili nije.
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dolazi tako §to se slobodne nepoznate biraju po .voljz', a ostale se
odreduju pomocu njih koristect se jednaéina7na.sz§rema.F1.
Primjedba. Kao §to nam je poznato, hn_earm sistemi se mogu
rjedavati i tzv. metodom zamjene. Sta je log'¢ka podloga te metode,
odnosno njeno logicko obrazloZenje? To pitanje smo razvr_notnh
u zbirci (tatka 42, zadaci 17 i 44). Metoda zamjene pociva na
logi¢kom zakonu ovakvog oblika®: .

x=AAo(x) & x=ANe(A4) (Zakon zamjenc za .).edr_lakoist)
prema kojem sistem dvije formule x=24, ¢(x) — od lv<'o]1h je prva
rijesena po x, a druga je ma koja formu}a koja gadr_gl x (a moZe
da sadrzi i neke druge, odnosno ma koje prorr.l)enl;we), ekviva-
lentan je sa novim sistemom koji ¢ine @ ({1_) (tj. formu}a nfasta{a
iz o(x) poslije obavljene zamjene _prom]ertluve x sa A) i fou'r_n.l9 )2{
zamjene, tj. formula x—=A. Recimo, tatne su ekvivalencije™:

x=3 Ax+y=5& x=3A3+y=5;

x=y Axi+y>5 & x=y Ay*+y> 5,

g=xt+yNa>1 & g=xty ANx+y>1 o
Kraée reteno, ako obavimo zamjenjivanje, onda je polazm si-
stemn ekvivalentan sa novodobijenom formulom, ukoliko uz nju
priklju¢imo i formulu zamjene.
Na kraju, navodimo ove nastavie napomene:

(1) Neobi¢no je vazno da dak navikne na to da se .moievposta—
viti pitanje rjeSavanja sistema od ma koliko jednacina sa
ma koliko nepoznatih. . -
Recimo, dacima bi trebalo da budu bliski ovakvi zadaci:

a) Rijesiti po x sistem 2x=3 A\ 6x=9 N8x=12;
b) Rijesiti po x sistem 3x=7 A\ 4x=a, gdje je a parametar;
¢) Rijesiti po x, y jednacinu x+y=35;
d) Rijesiti po y jednadinu x-+y=>5 (x je parametar)
e) Rijesiti po x, y, & jednaginu x—y-+2=3;
) Rijesiti po x, y, &, u sistem
u=2+y—z
x=3—y+z2

8) Dokaz je krajnje jednostavan. Sll'obodniie' reteno, pustimo da x ytece”
preko realnih brojeva. Postoje dvije moguénosti: :
(@) x je upravo jedanko A, (ii) x se razlikuje od 4. e e
U prvom sludaju, navedena ekvivalencija se svodi na ovu, ofiglec n<1>_ al
ekvivalenciju 4 = AAe (A) & AN (4). U drugom slucaju pojavijue s
tadna ekvivalencija vida 1 < 1. Kraj dokaza. o ‘ .

%) Primijetite da se zakon zamjene ne mora primjenjivati jedino na jednadine.
Na kraju, ¢ (¥) moZe biti proizvoljna formula.
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(i) Nije neophodno da se u rjeSavanju sistema strogo drZimo
Gausovog postupka, ili prethodno podrobno objaidnjenog
metoda zamjene. Sistem mozemo rjeSavati i, slobodnije
re¢eno, nekakvim dosjetkama, kao sabiranjem jednacina,
oduzimanjem i sl. Medutim, bitno je ako nekom takvom
metodom dodemo do vrijednosti za nepoznate, da tu ne
stanemo, odnosno da ne smatramo da je posao zavren,
§to se, nazalost, ponckad de$ava. U stvari, dobijene vrijed-
nosti valja shvatiti samo kao jedine kandidate za rjeSenja!
Recimo, uo¢imo sistem po x, y:

x+y=5
x—y=3
2x+3x=a

gdje je a parametar. Sabiranjem prve dvije jednaine do-
bijamo 2x=8, odakle je x=4. Zamjenom u prvu jednadinu,
ona postaje 4-+y=>5, odakle je y=1. Dakle, iz datog sistema
slijede jednakosti x=4, y=1, pa je dvojka (4, 1) jedini kan-
didat za rjeSenje (i nista vise). Neophodno je uraditi provijeru.
Zamjenom umjesto x, y, redom 4, 1 iz datog sistema, nastaju
jednakosti:

4+1=5A4—1=3A2-443 1=a,

tji. 5=5A3=3All=a. Znali, da smo rjeSavali sistem
x+y=5Ax—y=3, dvojka (4,1) bi, zaista, bila rjeSenje.
Medutim, dati sistem ima tri jednadine, pa moramo uvaziti
i trecu, koja je postala 11=a. Na osnovu toga, dati sistem je
mogu¢ ako i samo ako e=11, i u potvrdnom sluéaju dvojka
(4, 1) je njegovo jedinstveno rjeSenje.

(1z1) Vrlo je znacajno da se linearne jednaline, kao i njihovi
sistemi, koriste za rjeSavanje raznovrsnih problema prakse.

Uredenost polja realnih brojeva. Nejednadine, Do sada
smo razmatrali pravilnosti realnih brojeva u vezi sa sabiranjem,
mnoZenjem, oduzimanjem i dijeljenjem. Realni brojevi se odli-
kuju pravilnostima i u vezi sa poretkom, odnosno relacijom <C.
U razmatranju tih pravilnosti, moZe se po¢i od ovih aksioma (sa
polaznim pojmovima pozitivan, negativan):

(@) (Afx) ([l x<0 ili x=0 ili x>0),
(Us) (x>0=—x<0) A (x<<0=>—x>0),
(Us) (x>0Ay>0)=>(x+y>0A% - y>0)
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i definicija

def ‘ def . ;def .
x>y & x—y>0, xZ2y &S x>V V=Y, X<y & Y>X%

def
ALy & y=2X.
Te aksiome zajedno sa ranije navedenim aksiomama pol;ai poznate
su kao aksiome uredenog polja. Krace reéeno:_Realr}l brojevi
¢ine uredeno poljet?.) Na osnovu navedenih aksmma_lzvode_ se
razne teoreme u vezi sa relacijama <<, >, <, = kao i u vezi s.a
odnosima tih relacija sa operacijama —+, —> % & (Vld](?tl str.
186, 187, 199 i 190 udzbenika). U mnogim dokazima Kkorisno je
upotrijebiti tunkciju signum (znak):
1, ako x>0
sgn x= { 0, ako x=0
—1, ako x<0

nate

koja, pored ostalog, posjeduje ovu pravilnost:
sgn (xy)=sgn x - sgny
Recimo, radi dokaza formule
2<0 = (x<y & 25>2Y),
dosta je uporediti sgn (y—=x) 1 sgn (sy —zx) pod pretpost
da =z<0. Zaista,
sgn (zy —2x)=sgn z(y —x)=sgn & * sgn (y*x)f —sgn (y—x),
jer iz <0 slijedi sgn z=—1. Otuda zakljuCujemo
sgn (zy —2x)=sgn (x—¥);
na osnovu Cega imamo: x<{y & 3y <&¥.
Pored funkcije sgn x, istiemo i funkciju o
|x] — apsolutna vrijednost broja x, koja se ovako definise
x, ako x>0
|x|= ’ 0, ako x=0.
l———x, ako x<0

avkom

Na osnovu te definicije, slijedi |x|>0. Evo nekih svojstava tc

funkcije:
(1) |xi=xsgn x. o
(2) Ako su x, y dvije tacke brojevne prave, tada je nuhovo. medu-
sobno rastojanje, oznaceno, recimo, sa d(x, y), odredeno formulom
d(x, y)=|y—xl-
(3) Vazi nejednakost

x4yl <lxl+ 1)

JFTO polje je i potpuno. Naime, svaki neprazan skup realnih brojeva, ogra-

niten sa gornje strane, ima najmanjc takvo og}'anic':enje, odnosno gornju
medu (supremum) — vidjeti str. 190 udZbenika).
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gdje su x, ¥ 2, ma koji realni brojevi. U vezi sa apsolutnom vri-
jednoscu, vidjeti u zbirci zadatke 23. i 24. tatke 44, kao i zadatak
28. tacke 45.
U vezi sa rjeSavanjem linearnih nejednadina i njihovih sistema,
pomenimo da se postupa sli¢no kao u slu¢aju linearnih jedna-
Cina, jer postoje slicnosti izmedu svojstava nejednakosti i jed-
nakosti, s tim §to ekvivalencija oblika
A<B & CA<CB

i slicne vaze tek pod uslovom C>0. Otuda u primjeni te ekvi-
valencije (i njoj sli¢nih, nastalih iz nje zamjenom znaka < znacima
>, <, =») trcba biti obazriv. Na primjer, pogresno je da se
nejednacina oblika

x—1

=

x—2

ovako rjcSava. Pomnozimo datu nejednadinu sa x—2. Dobijamo
x—1

0

e
G, x—1>0, odnosno x>1. Ispravno se rje$ava, recimo, ispiti-
vanjem znakova brojitelja i imenitelja (pomocu dvije brojne
linije) i utvrdivanjem za koje vrijednosti x je dati razlomak po-
zitivan, ili kori§éenjem ekvivalencije oblika

fg~>0 = (A>0AB>0)V (4<<0/, B<0).

Navodimo sljedeée nastavne napomene:

(z) Korisno je da daci upoznaju i shvate da razna, njima odranije
poznata svojstva relacija <<, <, >, = logicki slijede iz tri
aksiome (/,), (%15), (4y) — uz pretpostavku aksiome polja.
Medurim, nije neophodno da naute dokaze svih tih tvrdenja,
§to ne znaci da nije korisno da nauce dokaze nekih od njih.

(2) Neobitno je znatajno da daci razna tvrdenja o nejednakostima
umiju ,,geometrijskim oéima’ da gledaju na brojevnoj pravoj.

(417) Daci treba da budu spremni u rje$avanju linearnih nejed-
nacina i njihovih sistema, i to na dva nalina: ispitivanjem
znakova (na brojevnim pravama) i upotrebom logi¢ko-
matematickog jezika.

(iv) Znacajno je posvetiti paznju i funkcijama sgnx, [x|. Po-
sebno je vazno da daci naviknu na to da [x—y| predstavlja
rastojanje tacaka x, v.
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6. PREGLED ZNACAJNIJIH LOGICKIH ZAKONA

U matematici se, kao i uopste u ma kojoj nauci, uﬂmvoden)iu
zakljutaka koriste razni logicki zal_iqm. Nar_avno, nije 'moguw
navesti sve takve zakone. Ovom prilikom dajemo spisak zgkong
koji se upotrebljavaju veoma Cesto. U tom spisku navodimo 1
znadajnija svojstva jednakosti. Inale, slovima 4, B, ... ozna-

gavamo ma koje formule.

I skupina — u vezi sa &
(1) A=A
(Refleksivnost)
(2) (A=B)=>(B=A4)
(Simetrija)
(3) (A=B A B&C)=>(A4<C0)
(Tranzitivnost)
4) (A;=By A Ap=Bg)= (Ay#Adyé5Bi#By)
(Saglasnost ekvivalencije sa Ay Vs = &)
x je jedan od znakova A, Vs =, &
(5) (AsB)=(T14<71B)
(Saglasnost ekvivalencije sa ") )
Napomena. U skladu sa zakonima (1 — (5). za ekvivalenciju,
sliéno kao za jednakost, vaii tzv. zakon zamjene:

F dio (podformula) moZe sc samijeniti eRvi-

. . .
ma kojoj formuli .
U jo] [ i se na ekvivalentnu

valentnom formulom. Od formule F prelaz
formulu I';.

11 skupina — u vezi sa =
(6) A=
(Refleksivnost)
(1) (A=B )\ B=A4)=(4&B)
(Antisimetrija)
(8) (A=>B AB=C) =(4=C)
(Tranzitivnost)
9) (A=B)=(1B="14)
(Zakon kontrapozicije)
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(10) (Ay=>B, A 43=>B,)=>(A4, A Ay=>B; A\ By)
(A1=B; A As=>By)=(A4,V A;—>B, V By)
(Saglasnost implikacije sa A 1 V)

(11) (A=B)=(T14V B)

(Svodenje implikacije na vV i )

(12) "1/(A=B)=(A N 71B)

(Svodenje negacije implikacije na A 1 71)

111 skupina — u vezisa A\, V, | (,,bulovske tantalogije”)V
(13) ANA=A4, AVA=A
(Zakon idempotencije za A i V)
(14) ANB=BNA, AVB&=BY A
(Zakon komutativnosti za A, V)
(15) (AANBYAC=ANBAC), (AVB)Y CoAV (BYC)
(Zakon asocijativnosti za A, V)
(16) AN(AN B)e=A, AV (A NB)y=A
(Zakon apsorpcije za A, V)
(17) ANBVCO)EAAB)VAAQC),
AV (BAC)Y=(4V B) A A4V o)
(Distributivni zakon A prema V, odnosno V prema A )
(18) WAAB)="T1AV 1B, T(AVB)ST14AA 1B
(De Morganovi zakoni)
(19) 1714=4
(Zakon dvojne negacije)
(20) AV 14
(Zakon iskljucenja treceg)
@ iAdA T4
(Zakon neprotivurjecnosti)

}V skupz;na —u vezisa |, | ;gdjeznak T mozemo shvatiti kao
jedan tacan iskaz, recimo [=1, a znak | kao iskaz [+#1.

QD ANT=Ad AN L |, AVT T, AV L&A,
d=T)aT, @= 10714, (T=4)04, (L=4)=T
(A=T)=4, (A= |))= 14

1\7 T .. S R - .
! Te tautologije podsjeaju na razne skupovie identitete, a one, dalje, na
aksiome tzv. Bulove algebre. ‘
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V skupina — razne tautologije

(23) (Ae=T)=4, (4= 1)=4
(ANT1B=RA 1R)=(A=B), (ANT14)=>B
(A=(B=0)=(A A B=0), (A=(B&C)a(ANB=A4 A C)
(A=B)e(A4A N BoA)

VI skupina — u vezisa V, 1
(24) (¥x)A=@x) 14, T1@x)A= (V)14

VII skupina — znatajnija svojstva jednakosti
(25) x=x, x=y=y==x, (x=y N\y=2)>>x=2.
TJednakost je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.
(26) Zakoni jednakosne zamjene
Neka je I(x) ma koji izraz koji sadri x (a moZda i neke druge
promjenljive). Tada vagi implikacija

(@) x=A=(x)=1(4),
tj. u izrazu se ne$to smije zamijeniti jednakim. Sli¢no, ako je
o(x) formula koja sadrzi x (a moZda i neke druge promjenljive),
tada vazi implikacija

(i) x=A=>(p(x)=o(A).

Formule (i), (i) nazivamo zakoni jednakosne zamjene za izraz,
odnosno formulu. Radi razlikovanja sa narednim svojstvom
jednakosti, za te zakone zamjene kazemo da su implikacijskog
oblika. Formulu

(i) x=A N gplx)ox=A N o(A4)
nazivamo zakon zamjene za jednakost? (komjunktivnog oblika).

7. NEKOLIKO ZADATAKA RIJESENIH STROGIM KO-
RISCENJEM LOGICKOMATEMATICKOG JEZIKA*

U razmatranju matemati¢kih problema uopste, od najveceg zna-
taja je matematitka intuicija, odnosno, misaoni sadrzaj koji
odgovara matematickoj simbolici. Bavljenjem matematikom se
ta intuicija postupno gradi, $iri, obogacuje. Nesto sli¢no vrijedi
i za svaku drugu misaonu djelatnost. U svakoj od njih, od odlu-
&ujudeg je znataja odnosni misaoni sadrzaj, 0dnosno, s tim u vezi,

%) Zanimljivo je da su formule (i), (#7) ekvivalentne. To slijedi otuda $to je
formula (p = (¢ & ) & (p Agésp A1) tautologija.

*) Ouvaj tekst je namijenjen onima koji se vie zanimaju za matematicku logiku
i njenu primjeni.
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Cesto se i tz!ko kgie, nadahnuce. Medutim, izmedu matematike
i drugih misaonih djelatnosti postoji i jedna krupna razlika.

Naime, u matematici je od veoma velikog zna¢aja matematicki

;e;1}<, od mnogo veceg nego §to je, recimo, sludaj sa pjesnistvom.
B.hze,v ,ma.tematiéki zapisi, s jedne strane, ne odlikuju se nepre-
cizno§cu i nedovoljnom odredeno$c¢u, kakav je slucaj sa obiénim
jezikom, a, s druge strane, ti zapisi su dovoljni za izrazavanje
matemati¢kih misli?.

u C!%IJ.CII:I iglaganju, ukazujemo kako se savremeni logi¢komate-
matqul jezik moZe pogodno upotrijebiti u razmatranju raznin
pitanja. InaCe, u zbirci se nalaze razni takvi primjeri (vidjeti
recimo, zadatalf 19 taCke 41; zadatke 17. i 44. tacke 42; dalje:
Z;;ézﬁg 22, i341’:.5; 33. zadatak talke 43; kao i gotovo sve zadatke

Primjer 1. UoCimo konjunkcije
a) x=1A1=2, b) x=1A2=2

sa nepoznatom x. Prvu konjunkciju ne zadovoljava nijedan broj x,
jer njen C!%‘Ll\g‘l ¢lan 1=2 je neta¢an (nezavisno od toga 3ta je x).
Drugim rije¢ima, ta konjunkcija je ekvivalentna sa |, jer uopéfe
A 1< 1. Kod konjunkcije b* drugi ¢lan 2=2 je tadan, pa, na
osnovu zakona. PAT &p, zakljuujemo da je ona ekvivalentna
sa x=1I. Znaci, broj 1 je jedinstveno rjeSenje konjunkcije b).
Uocimo sada konjunkciju
x=1 Aa=2;

smatrajuci da. je x nepoznata, a da je a dat broj (tj. a je parametar).
vSta je sada rjeSenje po x? U stvari, tu se pojavljuje problem rje-
Savanja beskona¢no mnogo konjunkcija koje nastaju iz date,
kat}a se za a uzmu sve moguce realne vrijednosti. Za a postoje
dvije moguénosti

1° a jeste 2, 2° a nije jednako 2.

U prvom slucaju, konjunkcija x=1 A a=2 postaje x=1 A 2=2,
odno.sno.le i broj 1 je njeno jedinstveno rje$enje, a u drugom
sluéa;q je data konjunkcija nemogula. Kraée redeno: Uslov
a=2 je potreban i dovoljan da komjunkcija po x: x=1)a=2
bude mogug‘a. U potvrdnom sluéaju, konjunkcija se svodi na Elan
x=1 1 broj 1 je njeno jedinstveno rjeSenje. Slicno, konjunkcija po
x: x=a\b=c, gdje su a, b, ¢ parametri je moguéa ako b=c,

n Blago@are_éi .tak_voi povezanosti matematike sa njenim, odnosno logitko-
matemati¢kim _)cz.lk_om omoguceno je, na primjer, da nas u rje§avanju mnogih
problema zamjenjuju masine.

70

i u potvrdnom slutaju se svodi na x=a, tj. a je jedinstveno rje-

Senje. Konjunkcija po x:
0-x=0Aa=5

je moguca ako a=>5 i u takvom slu¢aju je svaki broj njeno rje-
$enje. Uopéte, neka je
Fx) N

konjunkcija po x, gdje je F(x) formula koja sadrzi x (a mozda i
neke druge promjenljive), a ¢ je formula koja ne sadrzi x. Ta
konjunkcija je nemoguca u slu¢aju kad ne vazi @, a ako vaZi ¢,
svodi se na prvi ¢lan F(x).

Evo primjera sliénih razmatranim: Rijediti po x konjunkcije
a) 2x=3A1=2, b) x+1=xA2=2, c) x&{1,2} N1=1,

d) xc{a, 2} Na=3, ) x|6A\a>1, f) 2x+3>TNa<2,

g) ax=bAb=a, h) ax=bAa#0, i) ax=bAa=0.

Primjer 2. Razmatramo razne primjere koji su u vezi sa ovakvim
zakonom zamjene za jednakost

x=A A p(x)x=A N\ p(A).
Taj zakon je logi¢ka osnova metode zamjene rjeSavanja sistema
linearnih jednatina (vidjeti zadatke 17. 1 44. tacke 42). Medutim,
ima i raznih drugih slucajeva njegove podesne primjene. Recimo,

konjunkcija po x
x=1Ax<3

je, prema njemu, ekvivalentna sa konjunkcijom x=1A1<3;

a ova sa x=1, jer jc 1<3 tatna formula. Znati, 1 je jedinstveno

rjeSenje date konjunkcije. Sli¢no, vaZe ekvivalencije:

x=1Ax=2x=1A\1=2, x=a Ax=bSx=al a=bh,

x=1 Axt=ax=1Na=1, x=2 AxF#aSx=2\2%#a,

prema kojima, na primjer, vazi tvrdenje:

Uslov a=b je potreban i dovoljan da je moguca konjunkcija po x:

x=aAx=b. U potvrdnom sluCaju a je jedinstveno rjesenje.

Kao naredni primjer, uolimo sistem po x, ¥:
xt+y=1Ax—y>3.

Radi dobijanja rjeSenja, uocimo ekvivalencijski lanac

xty=1Ax—y>3 Sx=1-yAx—y>3

ex=1-yA(l—y)—y>3
(Primenjujemo zakon zamjene za jednakost)

sx=1—-yAy<—1
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Zna(”.:i, rjeSenja su uredene dvojke (x,y), gdje je ¥ ma koji broj

I?Iian’ll' vod _lf a .z_afak0 odabran y vrijednost za x iznosi 1 — ,
a sli¢an nacin rijeSite ove konjunkcije po x, y (a je parametar%, :

a) xy=1Ax—y=3, b) x+y=1Ax—y#3, '

©) x+y=1Ax—y<3, d) x=1+aAy=2+aAx+y>3

e) xty=1l4+aAx—y=1—aAx>a. '

Takode, rijeSiti po x, y, = ovaj sistem:

x+y+e=1Ax—y—2=3A2x+y—5>0.

Primjer 3. Jednadina x%=4 i sSeni
ksl x2=4 ima dva rjeSenja: 2 i —
taéna je ekvivalencija jesenat 2 & =2, OdHosA0,

L xt=dx=2\ x=—2.
Rijesimo sada konjunkciju (po x):
(*)' . x:=4 N\ a>x,
gdje je a parametar. Radi toga, uo¢imo ovaj ekvivalencijski lanac
x2=4 Aa>x & (x=2Vx=—2D ANa>x
e @EF=2Aa>x)V (x=—2)a>x)
(Koristeci distributivnost A prema /)
= (x:% Na>2)V (x=—2Aa>-2)
(anstem se zakonom zamjene za jednakost —
oblik u prethodnom primjeru).
Za parametar a su se pojavili i
para ras javili uslovi a>2, a>—2. U i ji-
hovim ispunjenjima, logic¢ki su moguda o,va Cetiri sluggleizl' o
1: )e.s_te a>2, jeste a>—2, 2° jeste a>2, nije a> —2,
3° nije a>2, jeste a>—2, 4° nije a>2, nije a>—2,
$to je po redu ekvivalentno sa
. 1° a>2, 2° |, 3° —2<a<2, 4° a<<-2,
jer je slucaj 2° nemogué. U svak d ti Caj i
e T om od tih sludajeva razmotrimo

Shutaj a<<—2. Tada se ekvivalencija
. =4 Na>x(x=2ANa>2)V (x=—2ANa>—2)
svodi na ekvivalenciju
xi=dpa>x© (x=2A L)V(@x=—2A 1)
& 1LV L
& 1,
pa, u tom slucaju, konjunkcija (%) je nemoguca.

72

Sluéaj —2<a<2. Tada imamo ekvivalencije
P=Apa>x e =2\ )VE=—2A1)

& | Va=—2

o x=—2 (Jer pAT Sp> pV LEP)
pa je —2 jedinstveno rjeSenje.

Slufaj a>2. Na osnovu ekvivalencije
xt=4 pa>x e (x=2A\T)V(x=—2A D)
& x=2Vx=-2,
zakljutujemo da konjunkcija x*=4 \a>x ima upravo dva
rjeSenja: —2 1 2.

Primjer 4. Prilikom rjeSavanja mnogih pitanja u matematici,
prirodno se pojavi razlikovanje izvjesnih slutajeva; slobodnije
reteno, istraziva¢ se nade pred nekom misaonom raskrsnicom.
Razmotrimo najprije rje§avanje po x formule

ax<1,
ojstvima nejednakosti, razliku-

gdje je a parametar. U vezi sa sv
0, 3° a>0. U prvom slucaju

jemo tri sludaja: 1° a<0, 2° a=
imamo ekvivalenciju

1
ax<1l & x>—>
a

2 . U drugom slucaju se data
a

ekvivalencija svodina 0 - x<<1 i ispunjena je za svaki x,
vrijedi ekvivalencija

pa su rjeSenja svi brojevi veéi od
au treem

1
ax<l & x<<—;
a

pa je rjeSenje svaki broj manji od—.

a
Kako se navedeno rasudivanje moZe izraziti strogo formulski?
Nije teSko zakljutiti da jedno takvo izrazavanje glasi:

ax<l @ax<lAT
(Zakon p &S pAT- On se uopste Kkoristi neposredno
prije razlikovanja slucajeva),
e ax<1 A(a<0Va=0V a>0)
(Umjesto T zamijenili smo a<0Va=0 Va>0)
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S (ax<l Aa<0)V (ax<1 Aa=0)V (ax<1 A a>0)
(Distributivnost A prema V)

= (x>—£ Na<O)V (0 - x<I Aa=0)V (x< i/\ a>0)
a a

odakle neposredno slijede ve¢ navedeni zakljuéci.
Evo jo¥ jednog slitnog primjera. Razmotrimo rjeavanje po x
jednacine ax=4. Vaze ekvivalencije:
ax=b&s ax=bAT
& ax=bA(a#0V a=0)
& (ax=bAa#0)V (ax=b A a=0)

& (x b Aa#0)V (ax=b A\ a=0)
a

Na osnovu te ekvivalencije, ako a0, polazna jednadina je ekvi-
valentna sa jednadinom x=-—, pa je broj — njeno jedinstveno
a a

rieSenje. U sluéaju a=0, jednalina je ekvivalentna sa 0 - x=b5
itada:

Uslov =0 je potreban i dovoljan da razmatrana jednacina ima
rjeSenja. U potvrdnom slu¢aju, ona postaje 0 - x=0, pa je svaki
broj njeno rjeSenje.

Primjer 5. Jedan od, za upotrebu Cesto pogodnih, zakona je
sljededi:

pAgsPp (Ako p=q)
tzv. zakon svodenja za konjunkciju. Prema tom zakonu konjunkcija
P A\ g se moZe svesti na svoj Clan p, ukoliko je ¢ posljedica tog
Clana. Logitka podloga je tome $to je formula

(p=9=({ Ng=p)
tautologija. Recimo, tatne su konjunkcije
x=1Ax<26x=1, x>0Ay>0Ax+y>05x>0Ay>0.
(Jer x=1=x<2) (Jer x>0Ay>0=>x1+y>0)
Dogada se da se zakon svodenja koristi i ,zdesna nalijevo”,

tj. da se od p prelazi na p A\ ¢. Razmotrimo, recimo, rje$avanje
po x jednadine

74

Tada imamo

Q

X
(Jer ¥ —1=a+0, odnosno ako vaZi jednakost ,;=1
a

mora biti a#0)

@a'izl/\\a7éo
a

& x=apha#0

%
5 . : i ¥4
Znadi, uslov a#0 je potreban 1 dovoljan da jednalina »

; taju, broj a je jedinstveno rje-
de moguéa. U potvrdnom slucaju, . -
.?:niz. Ev%) jo§ jednog primjera .upotxjc_:be zakona svodenja. Raz
motrimo rjeSavanje po X konjunkcije
x2+x=12AxEN

Jedan rjeSavajuci lanac glasi:

B 21 x=12 AxENAx2<12 "
# eI pmEl (:)(?ej iz xttx=12 slijedi x2<12, buduci

da je x pozitivan)

2 =12 AxENAx<4 . :
<:>EC]e_rF:xo«:2<12@:c<4, buduéi da xEN)

=) x2+x=12/\x€N/\xE{], 2,3}

o wrtx=12AxE{1,2, 3}
(Jer xE{1,2,3}=>xcN)

= x24x=12 A (x=1 Vx=2Vx=3)

&3 (x2+x=12/\x-:1)\/(x2+x=12/\x=2)
V (xz-i—x—-——Z/\x-——-S)

& (x=1A1241=12)V (x:2/\22—§-2:12)
V(x=3/\32—|—3=12)

& (x=1A L)V(E=2A DVE=3AT)

& x=3.

Znadi, 3 je jedinstveno rjeSenje.

Primjer 6. Razmotrimo rje§avanje po x formule
le—1]+]|x—2] =3.
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Radi .
ra&;(rill oilovb{ldan)a od 'znaka apsolutne vrijednosti, razlikujemo
¢ slucajeve u vezi sa znacima izraza x—1, x—2. U :
se pojavljuju tri slucaja®: ’ - Vkupno

) <1, I<x<2, x>=2.
g ?gagi; g:;je;)a é)\kf)aV}tid rjeSavanje date nejednacine u svakom od
. Evo jednog rjesavajuceg lan
trebom formulskog jezika (i logiékihgzakofa)sza sosom s
¥—1+lx—2|>3 & [x—1|+]|x—2| =37 T
S |e—1]+[x—=2|Z3A (<1 Vi<
<2V x2>=2

& (lx—1]tlx—2] >3 A x<1) V)
V(jx—1]+x—2|=3 A 1<x<2)
V(x—1]+x—2|=3Ax>=2)

& [—(r—1D)H(—(x—2)) >3 A x<1]
Vxr—1+(—(x—2)=3 A 1<;<2]
Vx—14x—2=3Ax>2]

S EKOAx<)VIZ3IAI<x<2
V(x=3Ax>2) ‘

S a0V L Vaz=3

et S x<0Vx=3
jeSenja su, dakle, brojevi jiili j i i
e 3.e rojevi manji ili jednaki od 0, kao i brojevi
f)vo nekoliko sliénih primjera. RijeSiti po x datu formulu:
3 li;)i+§x—2=0; b) e —1]+x—2|<1; c) sgn (x—2)+x=0,
(xc;a‘ e(x—1)=2x, gdje je ¢@(x) odredeno definicijom
plx)=x, ako x=1; o(x)=1, ako —1<x<l; @(x)=—=x, ako
oo s x<—1.
a0 §to se iz rjeSavanja nejednacine |x
v .. . _1 + x—2 > idi
sliéno i iz poslednje fusnote, Cesto se koristili zlakonldisirivt;ii’ive—‘
iDo tih slucajeva se moze i ovako doéi:
FTeTATex<IVa=1Va>DAG<2Vx=2Vx>2)
2 @<IAx<2)V (<l Ax=2)V(x<1lAx>2)
V @=1Ax2<2)V(x=1Ax=2)V (x=1Ax>2)
\Y4 (x>11 AXx<2)V(x>1 Ax=2)V (x>1 Ax>2)
Sx<lv LV Lvx=1lv Lv 1Vl /:
exlVi<a<2Vaxs2 R

gdje smo se koristili distributivno$é
- ributivno$éu A prema V\ , odnosno tautologijom ob-

BV PV P5) A1V g2V g5) =
a dalje, ekx’}ivaleécijz\inaq;s)(:(p 1AV (21 AV B1AGIV - V(P3N o)

%<1 Ax<2 & x<1 (Na osnovu zakona svodenja)
x=1Ax=2& | i sli¢no.
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nosti A prema V. Recimo, taj zakon se, prirodno, pojavljuje
tokom rjeSavanja ovakvih formula po x:

- — _ 2
8 Folg, pEEX DB=% g, o252
x— x—2 x—3
U tom rje$avanju koriste se i ekvivalencije oblika

AB>0(A>0AB>0)V(4<0A B<0) i sli¢ne.

Primjer 7. Upoznacemo ukratko jedan nacin rje§avanja sistema
lincarnih nejednadina. Rijec je o tzv. Furije-Mockinovom me-
todu (Fourier i Motzkin). Taj metod se oslanja na ovakve ekvi-

valencije:
x< A\ x<B&x<min (4, B), x>A \ x>B&x>max (4, B).
x<AN\x>BeB<ANB<x<d4,
kao i sli¢ne, u kojima umjesto znaka < stoji <, >, =. Prvim
dvjema ekvivalencijama, moze se tako reli, vrdi se skupljanje

sistema x<A4, x<B, odnosno x>A, x>B u jednu (prostu)
formulu. Posljednja ekvivalencija se moze ovako tumatiti. Ne-

jednatina po x
%A N s> B

je moguéa ako B<4, i u potvrdnom slucaju rjeSenja su svi
brojevi izmedu 4, B.
Uodimo sada ove sisteme nejednalina po X, y:
(1) x+y<1A2x+y<3, (2) x+y<lAx—y—3<0,
(3) 3x—y--5<OAx+y<3 Ax—y+1>0Ax>0Ay>0.
Za prvi vaze ekvivalencije:
€)) Sy<l—xAy<3—2
& y< min (1—x, 3—2x)
pa je rjeSenje ma koja dvojka (%, ), gdje je x proizvoljan broj,
a odnosni y je ma koji broj manji od min (1—x, 3—2x).
Za sistem (2) vaze ekvivalencije:
2) sy<l—x Ay>x—3
o x—3<l—xAx—3<y<l—x
& x<2Ax—3<y<l—x
Znadi, x moze biti ma koji broj manj
broj izmedu brojeva x—3 1 1—x.
Radi rjedavanja sistema (3) uotimo ovaj lanac:

i od 2, a odnosni y ma koji
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(3) ©y>3x—5Ay<3—xA
-3 y<x-+1
(Obavili smo rjeavanje po y) e in=0
S (Y>3 —5SAy>OA(r<3—xAy<x+1)Ax>0
& (y> max (0, 3x—5) A y<< min (3—x, x+1) A x>0
¢ max (0, 3x—5)<min 3—x, x - 1) A x>0
A max (0, 3x—5) <<y < min (3—ux, x-+-1)
S0<3—xANO<x+1A3x—5<3—x
—XA3x—5

A max (0, 3'x—5)<y< min 3—x, x41) Sl A

(KoriScena je ekvivalencija vida

max (4, B)< min (C, D)
& A<CANA<DN\B<CAB<D)

S x<3Nx>—1Ax<2Ax<3Ax>0
A max (0, 3x—5)<y< min 3—x, x+1)

S :@ -0<x§2 /\km?x (0, 3x—5)<y < min (3—x, x+1)

» rjesenja su dvojke (x, y) Ciji je prvi ¢lan bi ji j i
medu 0 i 2, a odnosni drugi ma kéji%roj izr?le?illio Kot broj iz
— max (0, 3x—5) i min (3—x, x41).

\a kraju pomenimo da se na slian nadin rjeSavaju si ii

vise nepoznatih, recimo po x, y, =z. ;?;Hp?ﬁiaéralu e F
. jer, sistem F po

x>0AY>0A2>0A 2<x-+
s Y Ax<< =z
se moze ovako rije3iti: y+zAy<z+x
Fo >0 s<atyAe>a—
[P 5 >a9—
(Rjesavali smo po 2) YA2>y—x A(x>0A\y>0)
©e>max (0, x—y, y—x) Ae<x+y A (x>0 Av>0)

& (max (0, x—y, y—x) <x+y A x>0
A max (0, x—y, y—x) <z <x-+y )

S 0<x+y Ax—y<zxt+yN\y—
y—x<x-+yAx>0
A max (0, x—y, y—x) <z <x-+y : Aarz0

SY>—xAy>0Ax>0Ax>0A
NE y>0AJx—yl<
(Jer _vazi jednakost oblika max (0, 4, Jilz4)z=<|3f‘1_|H) Inad
obavili smo rjeSavanje po y) ‘ e

S (>—x Ay>0)A >0 A lx—yl<z<xty
SY>0N>0N [x—y|<z<xty

Dobijena konjunkcija odreduje sva rjeSenja (x, y, 2). Nepoznate

x, ¥ mogu biti ma Koji pozitivni brojevi - o
izmedu brojeva lx—yll,) 4y, jevi, a odnosno & ma koji broj
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3. NEKE NAPOMENE O NASTAVI I OCJENJIVANJU

Na kraju dajemo nekoliko op$tih napomena vezanih za izvodenje
nastave i ocjenjivanje ucenika. Nadamo se da ¢e one biti korisna
dopuna prethodnom izlaganju.

Da bi nastavnik §to uspje$nije ostvario sve zadatke koji se pos-
tavljaju pred nastavu matematike, potrebno je, svakako, mnogo
strpljivog rada i zalaganja, neprekidno preispitivanje metoda
primijenjenih u izvodenju nastave, trazenje puteva i nacina za
njeno poboljiavanje. S tim cilijem dajemo nekoliko napomena o
tome kako smatramo da bi trebalo prilaziti rjieSavanju pojedinih
pitanja nastave.

(1) U izlaganju valja isticati pojedine slegnute, zaokruzene cjeline,
ukazivati na njih, tako da uZenik stekne potpun pregled gradiva
koje je naudio u toku gkolske godine, te da zna kratko, sa nekoliko
recenica da opise cjeline koje je savladao. Tako, na primjer, ucenik
treba da zna ove cjeline: vrste brojeva i njihove zakonitosti,
geometrijske transformacije i sl. Ne bi smjelo da se dogodi da
utenik ¢ak i do automatizma savlada, recimo, operacije sa razlom-
cima, a da na pitanje o tome §ta su racionalni brojevi, ne zna
nista da odgovori. Slikovito, to mozemo ovako opisati. Tzudavanje
matematike ne smije biti mukotrpno probijanje kroz nepreglednu
$umu zadataka, teorema, formula, jer postoji velika opasnost da
ucenik ,,od drveéa ne vidi sumu’’. Stoga treba na odredenim
mjestima stavljati ,,putokaze”, i praviti osvrte koji ¢e davati Siri
pogled, izdaleka, na tu ,,matematicku gumu”. Evo $ta to znaCi.
Na kraju svakog ¢asa na kojem je obradeno novo gradivo, Korisno
je da nastavnik u nekoliko kratkih, jasnih recenica iskaze u saze-
tom obliku glavne poruke koje sadrzi obradeno gradivo, te da
uéenici to zapi$u i zapamte. Ove recenice podesno je srofiti
kroz razgovor i aktivio uledce cijelog odjeljenja. Naravno, udéenje
matematike ne smije dase svede na zapaméivanje samo tih re-
¢enica, one treba da posluze jedino kao podsjetnik najvaznijih
¢injenica, sadrzanih u predenom gradivu. Sli¢no, na kraju obrade
pojedinih veéih cjelina treba praviti kratke osvrte na gradivo
sadrzano u njima. Takvi osvrti treba da sadrze sazeto ponavljanje
najznacajnijih ¢injenica, da ukazu na njihovu medusobnu po-
vezanost, kao i povezanost sa ostalim predenim dijelovima gra-
diva.

(2) Savladivanje raznih matematickih operacija, logickih, skupov-
nih, brojevnih i sl., kao i raznih postupaka uopste, do odredenog
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stepena automatizma, trcba da se sastoji iz nekoliko koraka. U
prvom ucenik treba dobro da razumije o ¢emu je rijec, tj. da ne
uti formule napamet bez udubljivanja u njihov smisao. Ovo se
postiZe kroz razna jednostavna pitanja i primjere. U drugom ko-
raku, ucenik treba da uodi logi¢ku povezanost sa drugim srodnim
C¢injenicama, da usvoji ideju dokaza osnovnih osobina posmatrane
operacije. Tek tada, kad je ucenik dobro savladao prve dvije
etape ulenja, odredenim uvjezbavanjem, izradom veceg broja
podesno izabranih raznovrsnih zadataka, postize se odgovarajuca
brzina i spretnost u primjeni tih operacija, odnosno postupaka.

(3) S ciljem boljeg i lakleg savladivanja pojedinih pojmova i
¢injenica, ucenici treba da se aktivno koriste razliditim sredstvima
izrazavanja, da upoznaju raznovrsne prikaze jednog istog pojma
ili pojave. Tako se, na primjer, izrazi mogu prikazati kao rijedi,
a i kao drveta; funkcije mogu, recimo, da se prikazu na najrazno-
vrsnije natine — dijagramom, grafom, tablicom, formulom, itd.
S tom svrhom mogu se koristiti i razne pojave i primjeri iz svako-
dnevnog Zivota, kao i njihovi razliditi prikazi u obliku tabela,
grafikona, dijagrama i sl. Naravno, i tu ne treba pretjerivati;
navedenim sredstvima izraZavanja treba koristiti se samo do
izvjesne mjere, da se njihova pretjerana upotreba ne bi pretvorila
u nedovoljno plodonosnu igru.

(4) Kao $to smo veé vise puta isticali, u matematickoj nauci
postoje razni pristupi u izboru polaznih pojmova, a, pored toga,
postoje i razlitite, ekvivalentne definicije istog pojma. Ova elas-
ticnost i sloboda mora se, u izvjesnoj meri, odraZavati i u nastavi.
Ucenik ne smije da stekne pogre§an utisak da su u matematici
pojmovi okamenjeni, utvrdeni jednom za svagda; treba da shvati
da su definicije, manje-vi3e, stvar dogovora, koji se, prema po-
trebi, mogu, u odredenim okvirima, mijenjati, prilagodavati
posmatranom problemu. Ovo je neobiéno vaZno za razvijanje
stvaralackih sposobnosti utenika i njihovo osposobljavanje za
razliCita samostalna istraZivanja, traZenje novih puteva u mate-
matici i njenim primjenama.

(5) Organizacija Casa, takode, zasluZuje punu paznju. Izlaganje
novog gradiva ne smije biti dugo i zamorno, ne treba da sadri
zamrSena obja$njavanja, duga izvodenja, veé treba da bude
jasno, pregledno, da bude protkano jednostavnim, zanimljivim
primjerima, jer ¢e samo tako uspjeti da zadr#i ucenikovu paznju.
Pored toga, u izlaganju treba se koristiti raznovrsnim izrazajnim
sredstvima, raznim modelima, slikama, itd. Poslije kraceg izla-
ganja, koje u podesnim prilikama treba da bude prozeto razgo-
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vorom sa ucenicima, uputno je preci na rjeéavar(;je prlmjfara;;l frcl)())e
- ; . ; N
AV ti. Oni treba da su jednostavni,
treba vrlo pazljivo odabra L s
ii imljivi i vaki zadatak treba da sa

vrsni 1 zanimljivi, pritom sva A
jeStenje vezano za novo gra : ba
oruku, neko novo obavjes i ; i

?zbiegavati glomazne zadatke, koji, sem §to su komplikova

zametni, za radunanje, ne doprinose gotovo nimalo produbljivanju
i proSirivanju steCenog znanja.

(6) Pri rjeSavanju zadataka, valja izb_jeg.ava}ti.upot(x)‘ztzlexdzﬁﬁn k;l;\ﬁlli
$ i ta koji se primjenjuju u ‘
$ablona, gotovih recepata K : glnedtiin prt -
ik vanja samo ,,Zato sto je
ma bez ikakvog razumijeva mo c
lgkao da se tako radi”. Uocimo, na primjer, konstrukciju tange;f;ei
iz tatke A na kruznicu k(O, 7). U_éen_xk moZe lako dadi%i;e); :
gablon: naéi sredigte S duZi AO, opls.atvl kruzgncu sa sre sk mini-,
poluprecnika S4, odrediti njene presje¢ne tacke P iQsa T
com &, tada su AP i AQ trazene tangem:e;1 MoZe se, me ut d;
;. A .
iti itanj ito se to tako radi, uopSte ne z
dogoditi da na pitanje 2asto ] ) uo; ]
odgovori. Nastava matematike vrvi raznim sli¢nim opasnostima
koje treba briZljivo izbjegavati. . '
Utenike treba podsticati na odredenu samoztalnu ngigliox;:)\; iglt(g-i
j ¢ reraditi na podesan obDIIK,
nost kojom ¢e date podatke prera : ] 1
sam mi)ida, do¢i do puta za rjieSavanje ga_cvlat_ka. Posebno je zgi
éain’o njegovati i razvijati kod uéenika kriticki odnosf.pre.zma. 'rt?ov(;
iti i j ja dobijenih informacija 1 nj
stvoriti naviku provjeravamnja v 3 L '
j o nastavnik svojim
i Smatramo da je vrlo Stetno a .
e ieto i knji ija radoznalost i samostal-
i ili ; ige suzbija ra is
autoritetom ili autoritetom knjige suzb 1
nost ucenikovog duha, kanaliSuci prmilno njﬁgm(;e molfiltli s;;n(()i alli
treba dozv
j nom pravcu. Ne samo da .
e ek w10 idej ¢ rotiv, u tome treba
ijesi idejom vel ga, nap 2 me
rijedi zadatak svojom. i e
icati i ohrabrivati. To, naravno, ne znaci da ¢
D o matiien j denih &injenica, postupaka
ij i anje odredeni j ’
treba zahtijevati dobro poznav | L
vezanih za izvjestan zadatak; takvo poznavanje moze samo da mu
pomogne da dodu do izraZaja mjegove spo§obnost.1v. —
U vezi sa zadacima, istaknimo 1 sljedgc’e. Oni su r}a)cescedgkazai.i
izradunati ..., konstruisati ..., nadi . . ., rijesiti .. . g
to i to, i sl. Nije tesko zapaziti da se u $kolskoj pra}(m 0[\;1 pok ]to m]e,
2 . . . .y . . u. Zro 3
j i tipa, obi¢no izbjegavaj J 5
tj. zadaci deduktivnog ot . el
j Zi nim ustaljenim navikama, ne jnoj ato
vjerovatno, lezi uraz Bk wend g
ici rje$ j a takve vrste. nadoj knjizi, 3
metodici rjeSavanja zadatakv : c s
i iruéniku, pokugali smo dati razna me Sen;
B . o, gom, ako j dukti t jedna od bitnih
i o je de ivnost j
i uputstva u tom smislu. K : 1 : s
odlIi)ka matematike, smatramo da je neobiéno vazno ctl(a; sg,d ggsno
ostalih, njeguju zadaci upravo tipa: dokazati to 1 10,
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zadaci oblika: iz pretpostavki tih i tih, izvesti to i to. Pri tome
zadaci treba da su, narodito u pocetku, $to jednostavniji, kao,
na primjer, ovi:

Dokazati da simetri¢na i tranzitivna relacija o zadovoljava uslov

(% 2) A p(ys 2)=p(x, ¥)

Dokazati da je kateta pravouglog trougla manja od hipotenuze; —
kao i razni njima sli¢ni.

(7) U radu sa ulenicima treba naroCito voditi ra¢una o raznim
etapama njihovog razvoja. Poneki ucenik sazrijeva brZe, neki
sporije, Cesto dolazi do kracih zastoja, pa, zatim, naglih skokova
u njihovom razvoju. U vezi stim, nastavnik mora, na odreden
nacin, da reaguje, ne smije stvoriti predrasude o pojedinim ude-
nicima i ocjenjivati ih na osnovu takvih predrasuda. Cesto se
desava da je ucenik u pocetku $kolske godine nepaZzljiv i rasijan,
pa, kao posljedica takvog stanja, uslijedi slaba ocjena. Medutim,
taj uCenik u toku 8kolske godine, u izvjesnom smislu, sazri,
probudi se u njemu interes za rad i uenje. U takvim sluéajevima,
nastavnik mora elasti¢no reagovati, treba da je spreman da pro-
mijeni miSljenje i da na odgovaraju¢i nalin ocijeni udenika,
podsticudi ga time na jo$ uspjcsniji rad. Naravno, ima i obratnih
situacija, stoga nastavnik ne smije dozvoliti uceniku koji se u
pocetku istakao, da ,,spava na lovorikama™ do kraja $kolske go-
dine.

(8) Jedna od vaznih komponenti nastave, svakako, je i ocjenji-
vanje uCenika. Tome nastavnik mora da posveti naroditu paznju.
U prethodnoj napomeni, taj problem smo, u stvari, ve¢ dotakli,
ovdje ¢emo navesti jo§ neke misli. Smatramo da minimum znanja
za pozitivnu ocjenu mora biti jasno definisan. S tim u vezi, mi
smo u zbirci, na kraju svake tacke, dali predlog zadataka koje bi
obavezno trebalo savladati. Ako uenik duZe vremena ne pokazuje
interes za rad, pa zbog toga ima negativau ocjenu, za popravljanje
te ocjene nije, naravno, dovoljno da naudiposljednje dvije-tri
lekcije. Nastavnik mora uteniku otvoreno da saopsti: za prelaznu
ocjenu mora$, iz Citavog predenog gradiva, da naudi§ to i to.
Podesno je uceniku dati ve¢i broj odredenih zadataka iz predenog
gradiva koje mora izraditi u pismenom obliku za odredeno
vrijeme, recimo mjesec dana, i donijeti nastavniku. Kratkom i
brzom provjerom, $tih-probom, nastavnik se moZe lako uvjeriti
da li je ucenik samostalno rijesio zadatke i u kojoj mjeri je savladao
gradivo. Takode, vrlo korisno je ucenicima koji se vide zanimaju

82

za matematiku i pokazuju odlicne rezultat?, zad_avaﬁ povremeno
teze zadatke da o njima razmisljaju, pokuée.l]p da 1_h rijeSe 1 donevsl:}
u pismenom obliku. To mogu biti Z?ldE}Cl iz szke dati u tacki
Razni zadaci, zatim zadaci iz matematickih Casopisa, sa takmicenja
isl

nastavnik mora Cesto biti

.. : 5
U wprovieri znanja ,,pred tablom”, n ‘ : .
- s da razvije svoju misao, J€r

jiiv i omoguéiti uceniku er
;lgselfgrnlilgaku je po%rebno, moida_\, .malp. vide vremena dg uobhc_1
odgovor, pa mu treba za to pr’u'im priliku, ne pr§k1c’i,at1 8 _r;(z
strpljivo u razmisljanju, traze¢i odgovor od ,,b‘rz.ei licliﬁl m;
Rje$avanje matematickih za}daFaka ne t}*eba s.hvanltlv ao tr o
kojoj pobjeduje onaj ko prvi stigne. To je mnogo .s oZeniji pl)r Ck;
u kojem treba sagledavati razne kgn}poneme. jasno, 10gic
sredeno izlaganje, bogatsWo.ldglai vjeStinu u obavljanju poje-
dinih postupaka, itd. Ovdje je rijec o ocjeni usmenog ng.ovczra,
inage kompletna ocjena treba <,i.a sadrzi i sve os.talevpole 1_nacr1c':c
ocjene: pismenih vjezbi, domadih zadataka, kao i op$tu aktivnos

koja se ocituje u pazljivom i Zainteresovanom ponasanju na casu.
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SADRZA]J

1. Uvod

2. Elementi matematitke logike

3. Funkcije, operacije i relacije

4. Geometrija

5. Algebra brojeva

6. Pregled znadajnijih logi¢kih zakona

7. Nekoliko zadataka rjeavanih strogim kori§¢enjem

logi¢ko-matemati¢kog jezika

8. Neke napomene o nastavi i ocjenjivanju
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