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PREDGOYOR

U danadnje vreme matematitka logika ima tako snaZan zamah
da gotovo i nema oblasti intelektualne aktivnosti u kojoj ona ne
nalazi primene.

Tako se ona u matematici sa jednakim uspehom primenjuje
u refavanju problema njenog zasnivanja kao i u njenim ¢&isto ,,prak-
ti¢nim* problemima (moguénost primenljivosti logike proisti¢e iz
odredene sli¢nosti izmedu logi¢kih izvodenja i rafunskih procesa).

Od posebnog znaaja je njena uloga u kibernetici.

Cilj ove knjige je da Citaoca upozna sa osnovnim delom ma-
temati¢ke logike. Ona je namenjena prvenstveno studentima mate-
matike i tehnike.

U knjizi se izlaZu: iskazna algebra, iskazni radun, predikatski
radun prvog reda (ukljudujuci i Godelov stav potpunosti), formalne
teorije uopste kao i osnovno iz teorije definicija. Takode se pri-
kazuju formalna teorija brojeva i izvesne aksiomatske teorije sku-
pova sa (skiciranim) dokazima osnovnih stavova.

Moguée je uglavnom d&itati navedene delove nezavisno jedne
od drugih.

Na kraju je dat kratak istorijski pregled, ali ne logike uopste,
odnosno svih njenih problema ve¢ samo onih koji su u bliZoj i
odredenijoj vezi sa evolucijom matematicke misli.

Uspesno Citanje pretpostavlja poznavanje najosnovinijeg iz teo-
rije skupova i matemati¢ke indukcije kojom se izvode mnogi dokazi.

Profesor D. S. Mitrinovié¢ mi je, kao i svima koji sa njim uspo-
stave saradnju, pruZio podstrek u radu i pomogao svojim bogatim
iskustvom.

Zahvaljujem se Jovanu Kecki¢u, studentu matematike i Branki
Alimpié, Miroslavu Klunu, Svetozaru Miliéu magistrima matema-
tike na svesrdnoj stru¢noj i tehni€koj pomoci.
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Na kraju se navodi spisak literature koji moZe itaoca da
upozna sa pitanjima koja ovde nisu razmatrana (pravci u mate-
matici, istinitost u matematici, matemati¢ki objekti, paradoksi,
algoritmi, polivalentne logike i drugo).
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Introduction to Mathematical Logic, New York 1964.
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PRIJATELJ N.

Uvod v matematiéno logiko, Ljubljana 1960.
ROSSER J. B.

Logic for Mathematicians, New York 1963.

WANG H. i R. MC NAUGHTON
Les systémes axiomatiques de la théorie des ensembles, Paris 1953,
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PRVI DEO

I. ISKAZNA ALGEBRA

1. ISKAZI. OSNOVNE OPERACIJE SA ISKAZIMA

U matematici se najde$ée javlja jedna vrsta redenica, takozvani
ISKAZI.

Iskaz je ona refenica koja moZe da ima jedno i samo jedno
od sledeéa dva svojstva: TACNA JE, NETACNA JE. Ili, kako drukdije
kaZemo, iskaz moZe da ima jednu, i samo jednu ISTINITOSNU vred-
nost: tadan, netadan (odnosno istinit, neistinit). Tacan iskaz zovemo
TVRDENJE (STAV). Misaoni sadrZaj (korelat) iskaza zovemo SuUD.

Navodimo nekoliko primera iskaza:

(1) Broj 5 je jednak zbiru brojeva 2 i 3.

(2) Broj 3 je manji od broja 2.

(3) Za svaki realan broj x je x=1.

(4) Postoji realan broj x takav da je x2=09.

(5) 2-3=3-2 je stav matematike.

(6) Kroz tadku 4 van prave p prolazi tagno jedna prava koja
ne sece tu pravu.

(7) Kroz ta&ku 4 van prave p prolaze bar dve prave koje ne
seku tu pravu.

(8) Kroz tatku A van prave p ne prolazi nijedna prava koja
ne sece tu pravu.

(U primerima (3) i (4) znake =, 1, 9, x2 tumagimo na uobi-
¢ajeni nacin.)

Medu ovim iskazima ta&ni su (1), (4) i (5), a neta€ni su (2) i (3).

U okviru euklidske geometrije, iskaz (6) je aksioma, odrosno
to je dogovorno tacan iskaz te geometrije. Sli¢no u geometriji Loba-
gevskog, odnosno Riemannovoj geometriji, aksioma je iskaz (7),

odnosno (8), pa je svaki od njih tadan u okviru odgovarajuce
geometrije,
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8 SLAVISA B. PRESIC

Sa iskazima se, pomoc¢u tzv. LOGICKIH OPERACIJA, prave novi
iskazi. Te osnovne operacije su disjunkcija, konjunkcija, implikacija,
ekvivalencija i negacija. Za sludaj svake od njih znadajna je zavi-
snost istinitosnih vrednosti novog iskaza i iskaza pomcéu kojih je
obrazovan nov iskaz. Inage, pravila tih operacija omoguduju, izmedu
ostalog, da se polaze¢i od nekih ta¢nih iskaza obrazuju sve novi
i novi iskazi, koji su takode ta¢ni. Za matematiku to ima narodit
znadaj.

Definicija 1. DISJUNKCUA redom iskaza p' i q je iskaz
»p i qcc.

Ona je tacna u sluajevima: (1) p tacan, q tacan (2) p netalan,
q tacan, (3) p talan, q netacan; a netacna je ako je p netaclan,
q netacan iskaz.

Cesto se kraée ka¥e: Disjunkcija iskaza p i q je tatna ako
je bar jedan od tih iskaza tagan.

Na primer, ako su p i q redom iskazi ,,2=2¢ i ,,3=2¢,
onda je ,,2=2 ili 3=2¢ disjunkcija redom iskaza p i q, 1 ona je
tatan iskaz. Tadan je i1 iskaz: ,,2=2 ili 3=3%, jer su u njemu
odgovarajuéi iskazi p i q tacni. Ovo treba i podvuéi, jer se u
obinom govoru svezi ,,ili** ne pripisuje uvek to ,,uklju¢no** svoj-
stvo (odnosno da je ,,p ili q*“ tadan iskaz ako su i p i q tadni

iskazi), veé se ,,ili* mnogo ne razlikuje od ,,ili ... ili*.
Definicija 2. KONJUNKCUA redom iskaza p i q je iskaz:

”p i qu.
Ona je tacna ako su p i q tacni, a netacna je kada p i q imaju
druge istinitosne vrednosti.
Definicija 3. IMPLIKACUA redom iskaza p i q je iskaz:
»»Ako p onda q*-.

Ona je netacan iskaz jedino u slucaju ako je p tacan iskaz, a q
netacan, dok je tacan iskaz kad god p i q imaju druge istinitosne
vrednosti.

1 Simbol p ne treba shvatiti kao iskaz ve¢ kao oznaku za neki iskaz.
Tako je i sa q. Sli¢no se izrazavamo i u daljim tekstovima.
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Implikaciju redom iskaza p i q oznatavamo p-—q.

U skladu sa usvojenim definicijama, smatramo da su talni
sledeéi iskazi:

(1) Ako je 2=3, onda je 2=2.

(2) Ako je x=y, onda je y=x, gde su x i y brojevi.

Definisana implikacija ¢esto se zove i MATERIJALNA IMPLIKACIJA.

Napominjemo da za reenicu ,,Ako p onda q¢ ima vise reCenica
koje isto znade. Navodimo neke koje su najée¥ée u upotrebi:

(1) Ako p, onda q.

(2) Iz p sleduje q.

(3) p povlaci q.

(4 p je pretpostavka, a q je posledica.

(5) Da bude q, dosta je da bude p.

(6) p je DOVOLJAN USLOV za (.

(7) Da bude p, mora da bude q.

(8) q je NUZAN USLOV za p.
Na primer, isto se tvrdi svakom od reenica:

1° Ako je prirodan broj deljiv sa 4, onda je deljiv i sa 2.

2° Dovoljan uslov da je prirodan broj deljiv sa 2 jeste da
je on deljiv sa 4.

3° NuZan uslov da je prirodan broj deljiv sa 4 jeste da je

deljiv sa 2.
U tom primeru intervenisali su i razni stilski zakoni. U pro-
tivnom, dobili bismo rogobatne redenice.

Definicija 4. EKVIVALENCUA redom iskaza p i q je iskaz

.p je ako i samo ako q‘.

Ona je tacan iskaz ako p i q imaju jednake istinitosne vrednosti
(oba tacna, oba netana), a netacan iskaz ako p i q imaju razlidite
istinitosne vrednosti.

Ekvivalencija redom iskaza p i ¢ oznaCava se p<—gq. Isto
znale redenice:

(1) p je ako i samo ako q.

(2) Ako p onda q i ako q onda p.
(3) p je ekvivalentno sa q.

(4) p je nuZan i dovoljan uslov za q.
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Definicija 5. NEGACUA iskaza p je iskaz
,she peh.

Negacija tacnog iskaza je netalan iskaz, a negacija netacnog je
tacan iskaz.

U iduéoj tagki uvodimo jednu algebarsku strukturu, tzv. iska-
znu algebru (T, 1). Jedna od moguéih INTERPRETACUA! njenih
simbola: p, q, ..., T, 1, V, A, =, <>, 1 jesledeta: p, q, ... se
interpretiraju kao iskazi, T kao tafan, | kao netalan, V, A,
=, <, 1 redom kao veé uvedena disjunkcija, konjunkcija, impli-
kacija, ekvivalencija i negacija.

U toj algebri imademo i tzv. ISTINITOSNE TABLICE, koje (e,
izmedu ostalog, 1 preglednije opisati zavisnost istinitosti sloZenog
iskaza od istinitosti prostijih iskaza od kojih je on oorazovan.

U algebn (T, L) osnovau ulogu imaju tzv. TAUTOLOGUE,
kojima pri navedenoj interpretaciji odgovaraju iskazi koji su tacni,
bez obzira na to kakvu istinitosnu vrednost imaju prostiji iskazi
koji obrazuju taj iskaz. Navodimo jednu interpretiranu tautologiju:

p ili ne p.

Odgovarajuéa tautologija zove se ZAKON ISKLJUCENJA TRECEG.

2. ISKAZNA ALGEBRA (T, ). TAUTOLOGIJE

Elementi ISKAZNE ALGEBRE (T, | ) ili, kratko, elementi ISKAZNE
ALGEBRE jesu simboli T i . U skupu {T 1} sledeéim tablicama
definisemo osnovne operacije te algebre, u oznaci V,A, =, <>,

v|iT L AT L FH|T 1 | T 1L | 1
T|T T T|T L T T &L T| T L1 T L
A T L 4 L L L T T €L LT €L T

prema kojima je, na primer, TV T =T, TAL=1, L=>T=T,
Te l=1, 2T=1L, 7L=T.

U toj algebri znadajnu ulogu imaju tzv. ISKAZNE FORMULE,
koje su obrazovane od nekih polaznih, dogovorno izabranih ISKA-
ZNIH SLOVA i od simbola V, A, =, <, 7, (,).

1 Umesto interpretacija mo¥e se reéi preslikavanje, jer je svaka interpre-
tacija izvesno preslikavanje.
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Odludujemo se za jedan od mogucih izbora polaznih simbola.
Definicija 1. ISKAZNA SLOVA su simboli
p’ q’ r’ p]’ q]’ rl’ e pn’ qn’ rn- s

Definicija 2. 1° Iskazna slova su ISKAZNE FORMULE.
2° Ako su A i B' ISKAZNE FORMULE, onda su i

(AVB), (ANB), (A4 = B), (4 <> B). —4

ISKAZNE FORMULE,

3° ISKAZNE FORMULE mogu se obrazovati jedino pomocu ko-
nacnog broja primena 1° i 2° ove definicije*.

Prema datoj definiciji, p, g, (pVQq), (p = —g). ~171p jesu
formule, dok (4 (p, pPA Aq to nisu. Primeéujemo da prisustvo
zagrada (i) u pravilu 2° omogucuje gradenje i sloZenijih formula
kao, na primer, 71 (pV(QAD), ((p = (@ = 71 0D))Vp). ...

Radi prostijeg oznadavanja, Cesto se usvajaju razne konvencije
o brisanju zagrada. Tako:

Ako su 4 i B formule, onda formule (4V B). (AAB), (A > B),
(4 < B) oznatavamo redom AV B, ANB, A > B, A< B.

Tako umesto (pVq) piSemo pVq. Navedena konvencija je
tzv. konvencija o brisanju spoljnih zagrada.

Formulu oblika ((4) <> (B)). koja sadrZi samo jedan znak <>,
oznadavaéemo i ovako A <> B. Sli¢no usvajamo i za ((4) = (B)).
Tako, pVq = PAQ, pVq < pAq stoje redom umesto ((pV q)
> (pAQ) i ((pVQq <> (pAq)). Navedene konvencije cemo upo-
trebljavati, osim ako postoji mogucnost viSesmislenosti.

Ako su F,, F,, ..., F, neke formule, onda FyAF, A - - AF,.

odnosno A F;, zna&i F; ako je n=11 (F,AF,A - - AF, ) NF,
i=1

ako je n>1. Tako, F; A\ F, \F;, F,\F, \ F; \ F, jesu oznake redom

1 4, B su oznake za formule. Sli¢no vaZi i u daljem tekstu.

2 Qvo je tzv. REKURZIVNA definicija. Iskazne formule su odredene RECI
(videti definiciju 8, prve talke, iduce glave) &ija su slova iskazna slova i simboli
() > — V A <. Navedena definicija nije KRUZNA jer se formule vecih duzina
definisu pomoéu formula manjih duzina.
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za formule ((F; A F,) A F3), (((F, A F,) NF3) NF,). Sli¢no se uvode
FIVFEN - VF, (F, > (F, > (- > F)--+)).

Neka su u;, u, , ..., u, redom »n razli¢itih iskaznih sloval. Ako
s,zamenimo*‘ svako od slova u,, u,, ..., 4, jednim od simbola T, 1,
onda dobijamo tzv. VREDNOST redom slova u, #,, ..., u,. To je,
po definiciji, uredena n-torka simbola T, 1.

Tako, na primer:

(1) vrednosti slova p su 1° T 2° |,

(2) vrednosti redom slova p, q, r su

(T, T,T) 2°(T,T,L) 3°(T,L,T) 4(T,L,1)
52 (L. T,T) 6° (L, T, 1) 7° (L, L, T) 8 (L, 1, 1)

U sludaju n slova broj odgovarajuéih vrednosti je 2”.

Neka je sada F formula obrazovana pomcéu slova uy, u,, ..., 4,.
Svakoj vrednosti tih slova odgovara VREDNOST FORMULE, koja je
T ili .

Definicija 3. 1° VREDNOST FORMULE u; (1 < i <n) jednaka je vred-
nosti tog slova u;.

2° Ako su a i b VREDNOSTI redom FORMULA A i B, onda su
a\Vb, a\b, a > b, a < b, —1a VREDNOSTI redom formula (AV B),
(AANB), (A > B), (A< B), T A4.

Na primer, ako slova p, q uzimaju redom vrednosti T, L,
onda formula — pV(pAq) dobija vrednost

STV(TAL)=LVLI=1.
Definicija 4. Formula A je TAUTOLOGUA ako za sve vrednosti svojih
iskaznih slova dobija vrednost T .

Neka | = 4 oznalava da je A tautologija.
Primer. Formule p\ —p,pVq<qVp,pV(@AT) < (PVYPA(PVI)
jesu tautologije.

! To znali da su u,, u,, ..., up oznake n razlititih slova.
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Dokaz za poslednju formulu moZe da se ,ita* iz tablice.

rlgAr|pValpVripV@AD eV A(PVN PVEANSGVHAPYD

P 4

T T T 7T T T T T T
T T L} L T T T T T
T L T} L T T T T T
T 4L L} L T T T T T
L T T T T T T T T
L T L) 4 T L L L T
4L L T 4L L T L L T
L1 1L} L L L L L T

Simboli T, | algebre (T, L) i njene formule mogu da se
interpretiraju na razne nadine. Navodimo dva nalina.

I nac¢in. Simbole T, | interpretiramo kao: tafan, netacan.
Slova p, q, 1, ... kao redenice koje su ili tagne ili netane. Znake
V, A, =, <, — interpretiramo redom kao operacije sa iskazima:
disjunkcija, konjunkcija, implikacija, ekvivalencija, negacija. Tada
formulama odgovaraju regenice, dok tautologijama odgovaraju rede-
nice koje su uvek tacne.

II nacin. Iskazna slova p, q, 1, ... interpretiramo kao tzv.
relejne prekidace. Simbole T, | interpretiramo redom kao uklju-
gen, iskljuten. Negacije slova, tj. formule —p, —q, 771, ...
interpretiramo isto kao relejne prekidace (sl. 1). Ako su 4 i B
iskazne formule koje su veé interpretirane kao relejne prekidacke

mreze —{ A i , tada se formule 4V B, 4\ B inter-

pretiraju kao mreZe redom na slici
p: —p—

—p: —p—

LA |
AV B: H
| B |

ANB:
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Ako se na istoj shemi pojavi vise prekidada koji odgovaraju
istom iskaznom slovu, onda se podrazumeva da su oni istovremeno
ili svi ukljuéeni ili svi iskljuceni. Sliéno vaZi i za prekidade koji
odgovaraju negaciji istog iskaznog slova. Osim toga, ako se pojavi
prekida¢ koji odgovara nekom iskaznom slovu i prekida¢ koji od-
govara negaciji tog istog slova, tada se podrazumeva da je jedan
od njih uklju¢en ako i samo ako je drugi iskljuden.

Vidi se da se ovako uspostavlja 1—1 korespondencija izmedu
skupa svih iskaznih formula u kojima se ne pojavljuju simboli =, <
i u kojima se simbol negacije pojavljuje samo neposredno ispred
iskaznih slova i skupa svih dvopolno serijsko-paralelnih prekidackih
mreZa, sastavljenih iskljuc¢ivo od tzv. normalno iskljuenih i normalno
ukljuéenih relejnih prekidaca.

O¢igledno je da formuli navedenog tipa, koja je uz to i
tautologija, odgovara dvopolna serijsko-paralelna mreza, izmedu
¢ijih krajeva uvek moZe da tee struja. Na primer, tautologiji
pV 1 p odgovara mreZa na slici

Lo

a tautologiji p V (—p V q) mreZa na slici

id

Ako su 4 i B formule navedenog tipa (tj. formule u kopma
se ne pojavljuju simboli = i < i u kojima se simbol negacue
pojavljuje samo neposredno ispred iskazanih slova), i ako je for-
mula A < B tautologija, tada dvopolne serijsko-paralelne prekzdac’ke
mreie koje odgovaraju formulama A i B jesu ekvivalentne, tj. pri
istom poloZaju udestvuju¢ih osnovnih prekidada (onih koji odgova—
raju iskazanim slovima) obe mreZe istovremeno ili propustaju struju
ili je ne propustaju

Na primer, mreZe

- LOTTF

jesu ekvivalentne, jer je formula pA(qVr1r) © (pAQV(PAT)
tautologija.
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Inate, ako su A i B proizvoljne iskazne formule i ako je for-
mula A <> B tautologija, onda za A i B kaZemo da su (SEMANTICKI)
EKVIVALENTNE.

Navodimo spisak nekih vaZnijih tautologija sa njihovim
imenima:

p=>0PDr (Zakon refleksivnosti za implika-
ciju)

pV p (Zakon iskljucenja treceg)

= (pA —p) (Zakon neprotivrecnosti)

——p > p (Zakon dvojne negacije)

(p >q =>p =>0p (Peirceov zakon)

(p > q) > ((@ > 1) > (p > 1) (Zakon tranzitivnosti za implika-
ciju)

(p=>9q) = (19 =>7p) (Zakon kontrapozicije)

(pe=gdANg@eorn) = (per) (Zakon tranzitivnosti ekvivalencije)

—p=>{(p=>9 (Zakon negacije premise)

pVp< p, PAP<S P (Zakoni idempotencije za \J i N\)

pVa<qVp, PAqQ<qAp (Zakoni komutativnosti za \/ i N)

pv@Vvr)< (pVaVr, (Zakoni asocijativnosti za \/ i N\)

PA@AT) < (PAQAT

pV(PAQ < p, pPA(PVQ) < p (Zakon apsorpcije \ prema N,
odnosno N\ prema \)

pV(@@AT) < (PVDA(@VI), (Zakon distributivnosti \/ prema N\,

PA@QVT) < (PAQV(PAT) odnosno A\ prema \/)

“(pVaQ) < TIpA TG, (De Morganovi zakoni)

—(pAQ < TpV Tq

Na primeru formule (p = (@ = 1)) = ((p = @ = (p =1)
pokazaéemo jedan postupak za utvrdivanje da li je neka formula
tautologija ili nije. U tom postupku se za datu formulu traZe
yrednosti njenih slova pri kojima formula ima vrednost | . Ako
se dokae da takve vrednosti ne postoje, onda je dokazano da je
ta formula tautologija.

Formula (p = (@ = 1) = ((p > q) = (p = 1)) ima vred-
nost | ako p = (g = r) ima vrednost T, a (p > q) = (p = T)
ima vrednost | . Ako (p = q) = (p = r) ima vrednost |, onda
p = q ima vrednost T, a p = r ima vrednost |. Dakle, polazna
formula ima vrednost | ako:
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1° p=>(q =>r) ima vrednost T,
2° p=q ima vrednost T,
3° p=r ima vrednost .

Iz 2° i 3° dobijamo da p ima vrednost T, q ima vrednost T,
r ima vrednost | . Medutim, onda p = (q=>r) ne moZe imati
vrednost T, ve¢ | . Stoga ne postoje vrednosti za koje data for-
mula ima vrednosti | . Odatle se zakljuCuje da je ona tauto-
logija.

Izneéemo, ukratko, jo§ jedan postupak za utvrdivanje da li je
neka formula tautologija ili nije. On se sastoji iz viSe postupaka
takvih da se u okviru svakog od njih za jednu formulu nalazi njoj
ekvivalentna formula, dobijena zamenom jedne njene podformule A
novom formulom B. Uz to je A < B tautologija iz navedenog
spiska. Cilj je da se dobije formula ekvivalentna sa polaznom koja

je oblika LAMA ... AN, gde su formule L, M, ..., N oblika
aVyby...Vc. Ovde su a, b, ..., c iskazna slova ili njihove ne-
gacije.

Tada je polazna formula tautologija ako i samo ako su L,
M, ..., N tautologije, a one su tautologije ako i samo ako bar
sa jednim slovom sadrZe i njegovu negaciju (na primerp\V qV —rV —1p
jeste tautologija, dok pV —qV —rVp nije).

Postupak se izvodi ovim redom. Najpre, koriste¢i se tautolo-
gijom (p<=q) < (p=>9) A(qQ = p), od polazne formule prelazimo
na ekvivalentnu koja ne sadrZi <. Pomocu tautologije (p =q) <
(—pV q) prelazimo na novu, ekvivalentnu sa polaznom koja
ne sadrZi =. Primenom tautologije — —p<>p i De Morganovih
zakona moZemo doéi do nove formule, ekvivalentne polaznoj, u
kojoj znak — stoji samo uz slova. Visestrukom primenom distri-
butivnog zakona pV (qATr) < (pVa A(pVr) iasocijativhog zako-
na za A, na kraju se dolazi do formule oblika LAMA ... AN
koja je ekvivalentna polaznoj. Uz to su L, M, ..., N oblika
avbV ...Vc, gdesua,b, ..., cneka od slovap, g, r, ... ili
njihove negacije.

Ako je polazna formula A <> B, gde su A i B formule bez <,
onda je podesnije ne izbacivati znak <>, ve¢ za svaku formulu A,
B ponaosob nadéi ekvivalentnu formulu opisanog oblika LAM A ... AN.

Za ilustraciju navodimo sledeCe primere.
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Primer 1. F je formula p = (q = p). Kori$¢enjem tautologije (A = B) < (1A VB),
gde su A i B neke formule, imamo

=Fe@=(qVp)
|= Fe-pv(mqvp)
pa je F tautologija, jer je - pV —1 qVp tautologija.
Primer 2. F je formula (—p = —q) = (qQ = p). Tada
= F«&(mmpvoq = (7qVp)
|= F< - (pv Qv qVp
|= F< (7 pAQV qVp

. = Fe (Vv qVpA@V T aVp),
pa je F tautologija.

Primer 3. F je formula (pV @ AM@VIIA@QVT) © PAQV(PAT)V(QAT). Ozna-
&imo sa L i D redom levu i desnu stranu formule F (F je L < D). Kako je

=D (@VPIAPVOAPVOAEVA)V(@AT)
=D (@A@QVD)V(QAT)
=De@EVOAPVIA@QVIVOA@QVIVT)
= De@EVAA@PYDA@QVD,
to je == D <L, odnosno |=L < D, tj. formula F tautologija. Koristili smo

i zakon apsorpcije == A A(AV B) <A, kao i zakone |== AAA <A, [=AVA<=A,
gde su A i B neke formule.

Primer 4. Neka je F formula (pAQ)V — (p = q). Tada je

= Fo(@PAQV 1 (mpVva
=Fo@PAQV(PAQ)
= Fa@PVp)ADV )A@VPIAQY Tq)

|= FepAY TDA@VOA@QY ),

pa formula F nije tautologija, jer sve formule p, pV—4q, PVd, qV 71 q nisu
tautologije.

Formulu F nazivamo ISPRAVNA ako i samo ako:
1° formula F je oblika
A=>B=>A),  A>B=>0C) > (A>B) > (A=>0)),
ili
(A =>—B) > (B=>A),
gde su A, B, C, neke formule; ili:

2 Elementi matematitke logike



18 SLAVISA B. PRESIC

2° postoje formule A i A = F koje su ispravne.
Tada vaZi sledea znafajna karakterizacija tautologija.

Formula ¥ je ispravna ako i samo ako je tautologija.

U drugom delu, glava II, dokazujemo tzv. stav potpunosti
koji je, u stvari, ekvivalentan sa navedenim tvrdenjem.

3. HIPOTEZE. POSLEDICE

Neka je & neki skup formula aigebre (T, 1) i neka je F
izvesna formula. Oznadimo sa v jednu vrednost svih iskaznih
slova koja udestvuju u tim formulama (ta vrednost moZe biti i NIz
ako ucestvujuéih iskaznih slova nema kona&no mnogo).

Definicija. Formula F je (SEMANTICKA) POSLEDICA formula skupa &
ako je za svaku vrednost v svih ulestvujucih slova u tim formulama
ispunjen uslov:

Ako za vrednost v svaka od formula iz skupa G dobija vrednost
T. onda i formula ¥ dobija vrednost T .

Pri tom formule skupa & zovemo HIPOTEZE. Neka &G |— F bude
oznaka za: formula F je (semanti¢ka) posledica formula skupa &. U slu-
¢aju kada je F={F,, F,, ... ,F,} umesto {F,, F,,...,F}[=F
pifemo i F,, F,, ..., F,|=F.

Primedba. Iz prethodne definicije proizlazi & |— F i u slucaju kada
ne postoji nijedna vrednost v ulestvujué¢ih slova za koju su sve
formule skupa (7 ta¢ne.

Primeri 1° p, p = q|=q. Slova p i q su sva slova koja ucestvuju u formu-
lama p, p = q. Vrednosti tih slova su (T, T). (T, L). (1, T), (1, L). For-
mula p dobija vrednost T za vrednosti (T, T) i (T, L), dok formula p = q
dobija vrednost T za sledeée vrednosti: (T, 1), (L, T), (L. 1). Obe formule
dobijaju vrednost T jedino za vrednost (T, T). Onda i formula q dobija vred-
nost T, pa zaista p, p = q |=—q.

2 pp=2g, gq=>ri=r. 3 p=4gq.gq>rf=q=r.
4° p,pAql=aq. 5 pl=pva. 6> p,peql=q.

VazZe sledeéi stavovi:

Stav 1. F,. F,, ..., F,|=F «<— | = (F,AF,A - AF,) = F.
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Dokaz. Neka je F,, F,, ..., F,|=—F. Tada za vrednosti uCestvu-
juéih slova za koje svaka od formula F,, F,, ..., Fy dobija vred-
nost T, formula F dobija vrednost T, pa prema tome i formula
(F,AF,A - - - AF,) > F dobija vrednost T. Medutim, za one vred-
nosti slova za koje ne dobijaju sve formule F,, F,, ..., F, vred-
nost T, formula F,AF,A - - - AF, dobija vrednost |, pa prema
tome formula (F,AF,A ---AF,) = F opet dobija vrednost T.
Dakle, | = (F,AF,A --- AFy)=>F.

Obratno, neka je |—(F,AF,A---AF,) =>F. Tada za sve
one vrednosti slova za koje svaka od formula F,, F,, ..., F, do-
bija vrednost T, formula F; AF,A - .- AF, dobija vrednost T, pa
prema tome i formula F dobija vrednost T, $to znali da je F,.
F,....F,|=F. B

Stav 2. Formula

1 (P AP2A - AP 2>P) = (@ =>@>(C - =>{@E=>p)---))
jeste tautologija.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom. Za n=1, formula glasi:

P=>p < (P=>p)

i ona je tautologija. Pretpostavimo da je formula

(2) ((py AP A -+ - APa-1) = P) <> (P = (P2

=>( = Pay =P -0 ))
tautologija. Neka je v bilo koja vrednost slova p;, P;s -+ Pn> P-
Postoje dve moguénosti:

1° Slovo p, ima vrednost |. Tada formula (1) ima vred-
nost T .

2° Slovo p, ima vrednost T. Tada formula (1) ima istu vred-
nost kao formula (2), odnosno T (ogigledno). Dakle, pretpostavka
da je (2) tautologija povla¢i da je (1) tautologija. [

Posledica prethodnih stavova je sledeci stav.
Stav 3.
F,F, ..., F,=F <> i=(F, > (F,> (... > (F, > F) )N

2%
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Iz poslednjeg stava neposredno proizlazi sledeéi stav.

Stav 4.
F,F,...,F, | = F «<—> F, F,, ..., F, |= F,>F.
Primer 1. Polaze¢i od
p,P=>q g=>rf=r,
na osnovu dokazanih stavova imamo slede¢e zakljucke:
1° p>q,q=>r|=p=>r,
odakle dobijamo da su slede¢e formule tautologije:
(= A@=>))=>(E=>1
P=>q=>((3=>1)=>((P=>1)
@=>n0=>(=>9=>(@=>1)
2 pag=>ri=pP=>9=>r,
odakle dobijamo sledece tautologije:

PA@=>D)>(p=>q)=>1), p=>((@=>1)=>((p=>q) =>1).

Primer 2. Navodimo nekoliko primera bez dokaza:

P=>q " q{="p; =@P=>0=>(19=>"p) p=>q, p=>1q[="p
P =4, pAT|=qAT; |=(p > QA(PAT) > qAT

=(®Va) =>(pADVEPADV(PAQ; P=>q, P=>T|=p = qAT;
p>r,q=>rpVal=r; [=((Pp>0DA(PVA)>(@=>1=>1)

=@ =>a=>({PAr=>qAr); 7" p=>4q, —ql=p!

4. OPERACIJE SKUPA {7, L}

Razumevanje onoga §to izlaZemo u ovoj taBki pretpostavlja
poznavanje materijala iz glave II, tacka 1.

U algebri (T, ) posmatrali smo operacije \V/, A, =, <, 7.
To su neke od binarnih i unarnih operacija skupa A={T, 1}
Taj skup ima Cetiri operacije duZine 1. To su:

(T _L> (T i) ﬁ=(T _I_)2 (T _L>

T T/,\T L1/, 1 T/,\L 1L/

1 Dokazi pomoc¢u reductio od absurdum se, u stvari, zasnivaju na tome.
2 U prvom delu simbol = upotrebljavamo iskljuivo u slede¢em smislu:

A =B znadi da su A i B oznake za isti objekat. U drugom delu isti simbol
upotrebljavamo i kao oznaku za jedno relacijsko slovo.
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Isti skup ima S$esmaest operacija duZine 2. Za te operacije
navodimo odgovarajuée tablice i za neke od njih uobidajene oznake:

]T 1L | T L ‘T 1 T L
T L L T| L L T 4L L T L L
€L L S . 1T 4 LT T

T L roL T L 41T L
T L T T L T T L T T L T
|1 L N I LT 4 U e e o
Al T 4L o | T L T L > | T 4
T| T 4 T| T L T| T 4 TI| T 4
N I R 1| L T LT 4 |7 T

T L T L v I|T L T L
T|T T T|T T TI|T T T{T T
1| L L N I e LT 4 1r|l7T T

Od navedenih operacija, | i 4 redom se zovu Lukasiewiczeva
i Shefferova. Izmedu tih operacija i operacija V, A, =, <, 71
postoje sledece veze, koje se neposredno dokazuju:

4y xty="1(xAY), x{y="1(xVY)
an  —x=xtx, xVy=x10)1@Fty), xAy=xty) txty)
() —x=x|x, xVy=&{y){ &y, XAY=E{x){ FI¥)s
gde su x, y elementi skupa {T, L}
Neka je F formula algebre (T, 1) u kojoj nema simbola

=, < i &ja su iskazna slova oznalena sa X;, X;,..., Xa. Takve
su, na primer, formule

X, VX X A(TX, VX)), oe

Interpretirajuéi \V, A, — kao odgovarajuce operacije algebre (T, L),
a slova X, X,, ..., Xg, ... kao elemente skupa {T, L}, svakoj
formuli moZe da se pridruZi jedna operacija skupa {T, L}, pri Cemu
je duZina operacije jednaka broju razli€itih slova x; koja ulaze u
formulu. Ako formuli F odgovara operacija f, onda F zovemo
FORMULA OPERACUE f, a za f kaZemo da je OPERACUA FORMULE F.



22 SLAVISA B. PRESIC

Na primer, formuli F (x,.x,, x;)== (X, Vx,) A T x; odgovara
operacija opisana tablicom

X X X3 | F(x;, %, %)
T T T L
T T | T
T L T L
T 41 L T
LT T 1
L T L T
L LT 1
1 1L L 1

Ista operacija moZe imati vise formula.
Na primer, formuli ((x,VX,)V 7X;) A(X,V T1x;) odgovara
takode navedena operacija.

Postavlja se obrnut problem — da li za svaku operaciju f
skupa {T, 1} postoji njena formula F, izgradena sa x;, V, A, .
Odgovor je potvrdan, kao Sto ¢emo videti iz onoga §to sledi.

Neka je najpre, f operacija duZine 1. odnosno

f=( T 41 )

f(T) (L)

Ocigledno, vazi jednakost
fX)=(E(TIAXVE(L)A 7X)

za X=T i x=_, ma kakva bila operacija f skupa A.

Ta jednakost pruZa mogucnost da se za operacije duZine 1

(T L

formira odgovarajuéa formula. Na primer, za f-—-(_{_ T) formula

je Xy V X,
Neka je f operacija duZine 2. Tada, ako x,y {7, L}, imamo
sliéno kao u prethadnom sluéaju:

fx,y)=(f(x, T)AY) V (f(x. LYA ~7Y)
=(((F(T. THAXVUE(L. TIA TXNAY)
VIECT, DHYAXVECL, IOYA XA TTY)
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={(T, TIAXAY)VECT, LYAXA )
VE(L, T)ATxAY)VE(CL, LYA XA 1Y)
Dobijena jednakost omogucava da se za svaku operaciju duZine 2

obrazuje odgovarajuéa formula sa simbolima x,, X;, V, A, 7.
Na primer, za operaciju f

flT L
TIT L
Ll T

formula je (X; AX,) V(X A T1X,).
Radi lak3eg opisivanja opiteg sluaja neka dogovorno budu
xi', xi redom oznake za formule x;, i —1x; i sa tim u vezi

TT=T, T4+=1, L T=1, L+=T.

Ako je f proizvoljna operacija duZine n skupa A, onda za sve
Yis Yas -« s Ya iz toga skupa vaii jednakost

f(ylv yza ce ey yn)zv(f(e|s cz» DR ) en)/‘\ )/T‘ //\'\ ygz /\ P /\ Y§n)

(e, € .... €, & A)

gde se na desnoj strani nalazi disjunkcija od 2" elemenata.
Dokaz se neposredno izvodi koriste¢i jednakosti

1 T=1, Tt=1, LT=1. [ +t=T.
TAT=T, LAL=1,....

Dobijena jednakost omogucava obrazovanje jedne specijalne formule
operacije f. Formula je disjunkcija podformula oblika

€ € €
XPAXZA LA X"

i uz to u disjunkciju ulazi samo ona podformula za koju je ispunjen
uslov f(e;, e, .... €)=T.

Ako, oznadimo sa E skup svih (e, €, ..., €,) za koje je
f(e,, €, ..., €)= T, onda operaciji f odgovara sledeéa formula:
oy VEIAXT A AXa)

(e,s €, .... &) EE
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Primer. Operaciji f za koju
z | f(x,y, 2
T

N e R R
FA4 kA
Ak Ak AF 4

4k FAFFA

L4
odgovara prema opisanom postupku formula

K AXAX)V(E AKX A XD V(X AX AX) V(X A X A TIXy).

Formula (1) zove se KANONSKA DISJUNKTIVNA NORMALNA FORMA opera-
cije f. Postoji i sliéna, tzv. KANONSKA KONJUNKTIVNA NORMALNA FORMA.
Kanonsku disjunktivhu normalnu formu ima svaka operacija,
osim one kod koje je f(e;, €, ..., €)= _1 za sve ¢ €A.
Za ovu operaciju kao formulu moZemo uzeti, na primer

A TXIVEATIX)V - V(Ea A 71Xy
Na taj nadin, svaka operacija skupa A ima bar jednu svoju formulu
sa simbolima X, X5, ..., X3, V, A, —1. Drukdije se kaZe da se sve
operacije skupa A mogu GENERISATI pomoc¢u operacija V, A, .
I izmedu ove tri operacije postoje razne veze. Na primer,

(AV) xVy=(mxA Ty, (V) xAy="(7xV7y) (XY EA),
pa se sve operacije skupa A mogu opisati formulama koje sadrZe

jedino A i — , odnosno sadrZe jedino V i —.

Posto takode vaZe i jednakosti
2 xVy="1Xx =Yy

XAYy="1(x = y) (x,y € A),

sve operacije skupa A mogu se opisati i formulama koje sadrZe
=, —, ali ne i neke od ostalih znakova operacija.

Najzad jednakosti, (I1) i (I111) pokazuju da se sve operacije skupa
A mogu opisati formulama u kojima od simbola operacija ulestvuju
jedino % (ili }).

Detaljnije o operacijama skupa A videti u knjizi V. Devidé
Matematicka logika.



II. KVANTIFIKATORSKI RACUN PRVOG REDA

(formule i glavna interpretacija)

U ovom rafunu znadajnu ulogu imaju tzv. KVANTIFIKATORL
U obiénom jeziku se, inale, kao kvantifikatori uzimaju zamenice:
,,svaki<, ,bilo koji*, ,,ma koji*, ,heki, ... . Cesto se simboli V,
odnosno 3 upotrebljavaju kao zamenice ,.svakic  (,,bilo  koji*‘,
,,ma koji*) odnosno ,,neki¢. Usvajamo da je V UNIVERZALNI KVANTI-
FIKATOR, dok je 3 EGZISTENCIJALNI KVANTIFIKATOR. Inade se 3 Cita i
,, postoji*. Kvantifikatori V, 3 udestvuju u nekim formulama raCuna
koji éemo posmatrati, i to uvek u obliku (Y u), 3 u), gde je slovo u
oznaka za tzv. PROMENLJIVU.

Navodimo primere formula u kojima se javljaju kvantifikatori.
Promenljive X, y, ... interpretiramo na skupu realnih brojeva, a
ostale simbole interpretiramo na uobi¢ajen nalin.

(vx) @y) x+y=2),
@x) ®+x—6=0), (Ax Ay) x=y),
(Vx) (Vy) (x=y = x*=y).
Tim formulama odgovaraju iskazi o realnim brojevima. U ovom
slutaju svi ti iskazi su taéni.
Navodimo i primere tzv. ISKAZNIH FUNKCIJA (RELACUIA). Ako

se u formuli
x2=1 = x=1

znaci interpretiraju na uobifajen nalin u odnosu na skup realnih
brojeva, onda toj formuli odgovara iskazna funkcija, u oznaci J,
za koju su, na primer, J(1), J(2), J(3/2), J(3) tani iskazi, dok
je jedino J(—1) netadan iskaz. Sli¢no, u odnosu na skup prirodnih
brojeva i uz uobilajeno interpretiranje formuli

x<y = @2 (y=2X)
odgovara iskazna funkcija DUZINE 2, u oznaci dogovorno opet J,
za koji su, na primer, J(1, 2), J(6, 5), J(4, 8), J(1, 1) tadni iskazi,
dok su J(2, 3), (2, 5) netacni iskazi.

25
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U ovoj glavi bi¢e izloZen samo jedan deo kvantifikatorskog
rauna prvog reda. U stvari, dajemo definicije: formula, glavne
interpretacije, valjanih formula, kao i neke osnovne stavove o va-
ljanim formulama, a ostalo ¢emo izloZiti u drugom delu knjige.

U ovoj glavi izneéemo i osnovno o operacijama i relacijama.
Relaciju ne definiSemo kao skup uredenih n-torki, ve¢ kao odre-
deno preslikavanje u skup {T, 1}, odnosno kao iskaznu funkciju.
To ¢inimo u cilju pojednostavljenja onoga Sto sledi u vezi sa for-
mulama. Re¢ PREDIKAT upotrebljavamo kao sinonim za relaciju.
Sli¢no, kvantifikatorski radun zovemo i PREDIKATSKI RACUN.

1. PRESLIKAVANJA. OPERACIJE

Opisno refeno, preslikavanje skupa A u skup B je svaki pos-
tupak, dogovor, pravilo kojim se svakom elementu x skupa A
dodeljuje taéno po jedan element y skupa B.

Na primer, ako je A= {1, 2, 3, 4}, B={8, 9, 10} onda pravilo dato tablicom

x| 1 2 3 4
ylio & 8 9

odreduje jedno preslikavanje skupa A u skup B. OCigledno da sledeci skup ure-
denih parova:

{1, 10), (2, 8), (3, 8), (4. 9}

(obrazovan kao skup uredenih parova (x, y)) moZe da posluZi za opisivanje
navedenog preslikavanja.

Uopste svako preslikavanje moZemo jednoznacno odrediti po-
mocu skupa uredenih parova (x, y), gde je X A i gde je y odgo-
varajuéi element iz B.

U stvari, preslikavanje uvodimo pomoéu pojmova skup i ure-
den par.

Definicija 1. DIREKTAN PROIZVOD redom skupova A i B, u ozmaci
A x B, jeste skup svih uredenih parova (a, b), gde je ac A, b& B.
Ako je A =B onda umesto A x B pisemo i A*.
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Definicija 2. PRESLIKAVANJE SKUPA A U SKUP B, u oznaci f: A —B,
Jjeste podskup T skupa A x B, koji ima sledeca svojstva:

1°  Skup svih prvih komponenti elemenata skupa f, tzv. DOMEN
za f, u oznaci D (f), jeste skup A.

2° Adko (x, y) €f, (x, z)&f onda je y=1z.

Primeri 1) Neka je A={1,2,3,4}, B={8, 9, 10}. Tada {(1, 8), (2, 9)} nije pres-
Iikavanje A u B, jer nije ispunjen uslov I°. {(1, 8), (2,9), (3, 8) (4, 10) (3, 10)}
nije preslikavanje A u B, jer nije zadovoljen uslov 2°. Medutim, {(1, 10), (2, 8),
@3, 8), (4, 9)} jeste preslikavanje skupa A u skup B.

2) Neka je A=B=R skup svih realnih brojeva. Onda su
{(x, x3) |x € R}, {(x, sinx)|x = R}
primeri preslikavanja R u R.
Ako je f:A—B i ako je (x, y)&f, onda x nazivamo ORIGI-
NAL, dok y zovemo SUIKA tog originala, u oznaci y=f(x).

Ako je f={(a;, b)), (a,, by), ..., (as, b,)} neko preslikavanje,
uobitajeno je da se pise i

f___ (al az. . .an>
b, b,---b,
Definicija 3. Preslikavanje f:A —B je 1—1 PRESLIKAVANJE ako je

ispunjen uslov
f(x)=f(x,) — X =x,.

za sve elemente x,, x, skupa A.

Definicija 4. Preslikavanje f:A — B je PRESLIKAVANJE SKUPA A NA
sKUP B ako je svaki element skupa B slika bar jednog elementa
skupa A.

Definicija 5. DIREKTAN PROIZVOD redom skupova A, A,, ..., A,,
u oznaci A, x A, x - - - xA,, jeste skup svih uredenih n-torki
(@, 8y, ..., a,), gde 3, S A, 3, T A,, ..., 3, S Ay
odnosno:
A xA,x - - xA ={(a;, a5, ..., ay) 3, €A,

a,CA,, ..., a, S A}

Ako je A,=A,=---=A,=A, onda A xA,x .- - xA, oznacave-
mo i A™.
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Definicija 6. OPERACIUA DUZINE n SKUPA A je preslikavanje skupa
Am u skup A.

Primeri 1. {(x, x3) | xER} i {(x, €X) | x € R} jesu operacije duZine 1 skupa R
realnih brojeva. To su ,,KVADRIRANJE® i ,,EKSPONENCIRANJE®. Ove operacije mogli
smo opisati i pomocéu jednakosti y=x2, y=eX, kao §to se, inade, Cesto i Cini.
2. Neka je A={1, 2, 3} i neka je # sledec¢i skup:
 ={(1, 1), 2), ((1, 2), 3), (1, 3), 3), ((2, 1), 1), (2, 2), 2),
(2, 3), 1), (3, 1), 3), (3, 2), 2), (3, 3), D}

Ovaj skup je preslikavanje skupa A? u skup A, odnosno # je operacija duZine 2
(BINARNA operacija) skupa A. U sluaju binarne operacije bilo kog skupa A
uobitajeno je da se umesto f(x,, x,)=y (original (x;, x,), slika y; x,, X,, ¥ jesu
elementi iz A) piSe x,fx,=y. U ovom primeru imamo, prema tome:

1%1=2, 1%2=3 1#%3=3,

2%x1=1, 2%2=2, 2%3=1,

3x1=3, 3x%x2=2, 3%3=1,

ito se jo§ preglednije prikazuje pomocu tzv. CAYLEYEVE TABLICE te operacije:

*‘1 2 3

1\2 3 03
211 2 1
303 2 1

Slitno se ma kojoj binarnoj operaciji na nekom konatnom skupu, dodeljuje
izvesna Cayleyeva tablica, &iji jedan karakteristi¢an detali navodimo

f |
|

{0 %2 %) xT—%#+%) | %1, %, % ER}

je operacija duzine 3 skupa R realnih brojeva. MoZemo reéi da nju odreduje
obrazac

y

xfy

3. Skup

y=x%-—xz+x3.
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Na kraju, isti¢emo da smo pojmove preslikavanje i operacija
definisali polaze¢i od pojmova skup i ureden par. Interesantno je
da se ureden par moZe definisati pomo¢u pojma skup. Navodimo
takvu definiciju koiju su dali N. Wiener i C. Kuratowski:

Definicija 7. UREPEN PAR REDOM ELEMENATA X 1Y, U oznaci (X, Y),
jeste {{x}, {x, y}}. U uredenom paru (x,y) element X zovemo PRVA
KOMPONENTA @ y — DRUGA KOMPONENTA.

Moguénost ovakvog definisanja uredenog para otkriva sledede
svojstvo koje ima {{x}, {x, y}}:

{x} W ={{z) & uf} <> x=ziy=w),

$to se inage neposredno dokazuje.

Uredenu trojku redom elemenata X, y, Z definiSemo kao
((x, ¥), z), odnosno uopste, uredena n-torka redom elemenata

Xys Xp5 oov s Xnogs Xp J€ ((Xp5 Xp5 oo Xn—1)s> Xn) (n=>=3).

Uvodimo jo¥ (X;)=x,.

Definicija 8. REC dija su slova redom a,, a, ..., 2, U oznaci
aa, ... a,, (gde su a;, a,, ..., 2, elementi izvesnog skupa) jeste
. . 1 2 ...n . . ..
preslikavanje . Broj n zovemo DUZINA re€i a,a, ... 2n.
a, a, ...

Umesto re¢ kafemo i KONACAN NIZ ili NISKA.

Definicija 9. Za skup kaZema da je PREBROJIV ukoliko postoji bar
Jjedno 1—1 preslikavanje skupa prirodnih brojeva {0, 1, 2, 3, .. .} na
taj skup.

Primer. Ako je A konatan ili prebrojiv skup, onda je skup svih reci ¢&ija su

slova elementi skupa A a duZine su im 1, 2, 3, ... prebrojiv. Tako, skup svih
iskaznih formula je prebrojiv.

2. TERMI. OPERACIJA TERMA

Za terme najpre se uzimaju odredeni unapred odabrani simboli
(prebrojivo mnogo), tzv. PROMENLJIVE. Za promenljive uzefemo
dogovorno

X, YV, z, xl, yla 219 cee s Xns Vs Zpy oo
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Osim toga, termima se smatraju i tzv. KONSTANTE, ta¢no odredeni
simboli, kojih ima takode prebrojivo mnogo. Dogovaramo se da su

a,ay, ..,y Ay, ...
konstante.

Radi definisanja op$teg pojma terma, potrebno je i prebrojivo
mnogo tzv. OPERACUSKIH slova, od kojih je svakom dodeljen tacno
jedan prirodan broj, tzv. DUZINA slova. Od mogucih izbora opre-
deljujemo se za sledeci:

OPERACISKA SLOVA su simboli fi (i,jsu 1,2,3, ...)
kod kojih gornji indeks oznalava DUZINU slova. Umesto operacijsko
slovo kaZemo i FUNKCIISKO slovo.

Uvodimo definiciju terma.

Definicija 1° Promenljive i konstante su TERMIL.

2° Ako su t,, t,, ..., t,.TERMI i ako je f operacijsko slovo
duZine n, onda je re¢ f(t,,t,, ..., t,) TERM.

3° TERMI se mogu obrazovati samo posle konlano mnogo pri-
mena 1° i 2° ove definicije.

Primer. Termi su, na primer:

x,, a5 f1x), i, ff (ff *, as), f1(a)).

Ako sc dogovorimo da umesto fll (t,) iflz(t,, t,) piSemo redom sint, ¢ +1¢,,
pomenuti termi se piSu ovako:
Xx,, a;, sinx, x+y, (x+as)+sina,.

Prema navedenoj rekurzivnoj definiciji, termi su odredene RECI
ija su slova: konstante, promenljive, operacijska slova, zagrade
( i), kao i zarez,. Medutim, svaka re¢ sa tim slovima ne mora
da bude term. Na primer, nisu termi sledece reci:

(fl; fileyy 10 fieny 2: fils f10s 2).

Prelazimo na definiciju OPERACUE TERMA u odnosu na domen
interpretacije D.

DOMEN INTERPRETACIJE mozZe biti proizvoljan neprazan skup D.
Tada, INTERPRETACIJA KONSTANTE a je odreden element a iz D.! Sli¢no,
INTERPRETACIJA PROMENLIIVE u je odreden element u iz skupa D.
Reéi ¢emo i da su a, u takode VREDNOSTI redom za a, u.

! Treba imati u vidu da su simboli i njihove interpretacije razli¢ito oznaceni.
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INTERPRETACIJA OPERACUSKOG SLOVA f duZine n je bilo koja
operacija f duZine n skupa D.

Neka je ¢ neki term i neka su u odnosu na skup D odredene
interpretacije njegovih konstanti 1 operacijskih slova. Neka su
Uy, Uy, ..., Uy sve razlicite promenljive koje ufestvuju u tom termu.
Tada svakoj vrednosti u,, u,, ..., Uy tih promenljivih (u; je vred-
nost, odnosno interpretacija za u;) odgovara odredeni element skupa
D, tzv. VREDNOST terma u oznaci #(u;, Uy, .., Up).

Vrednost terma mo¥e se rekurzivno definisati na slede¢i nacin:

1° Vrednosti terma x;, odnosno g;, jesu njihove interpretacije
Xi aj (l, J> 1)'

2° Ako su t, t,, ..., t, vrednosti redom terma f;, &y, . - -, in
i ako je f interpretacija operacijskog slova f duZine n, onda je
f(ty, t,> .., ty) (€ D) vrednost terma f(f, &, --->» ty).

Na taj nadin, svakoj vrednosti u;, U, ..., Uy promenljivih
odgovara jedna vrednost f(u;, u,, ..., Up) terma. Tako je odredeno
jedno preslikavanje D* u D, za koje je original (45 Uyy -evs Uy
a slika 7(u,u,, ..., uy). To preslikavanje zovemo OPERACUA
TERMA U ODNOSU NA DOMEN INTERPRETACUE D.

Primetimo da je n duZina tog preslikavanja, odnosno broj
razli¢itih promenljivih koje udestvuju u termu 7.

Primeri 1. Neka je t term f%(fi (x), al).

Uzmimo, najpre, za domen interpretacije skup realnih brojeva, a, inter-
pretirajmo kao 3, f i kao operaciju f }, za koju f }(x)=x2, f % interpretirajmo
kao sabiranje. Tada termu # odgovara operacija, u oznaci f, za koju je

f(x)=x*+3.

U sludaju istog terma neka domen bude neki skup D koji ima sledeca
svojstva:

(1) @ je element skupa D.

(2) Ako x, yED, onda xUy, {x}€D.

Ako a, interpretiramo kao {@}, f} kao operaciju za koju je f}(x)={x},
f f kao skupovnu operaciju U, onda termu ¢ odgovara operacija, u oznaci f.
za koju

fx)={x} U {2}, 4. f®={x, 2} & & D).
2. Neka je t term f % ( f f (x, ), y) i neka je domen interpretacije skup

realnih brojeva. Ako se [ f interpretira kao operacija f za koju je f(x, y)=x+xy,

onda termu odgovara operacija g duZine 2 istog skupa, za koju je g(x, ¥)=
X +2xy+xy? (X, y su realni brojevi).
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3. RELACIJE I OPERACIJE SA NJIMA

Opisno redeno, u skupu A definisana je relacija o duZine 1
ako za svaki element x postoji talno jedna od dve moguénosti:

1°  x jeste u relaciji «,

2° X nije u relaciji «.
Ako, na primer, u sludaju skupa N prirodnih brojeva kaZemo:
Svaki od brojeva 0, 2, 4,6,8,...,2n, ..., jeste u relaciji «, dok
nijedan od brojeva 1, 3,5,...,2n+1,... nije u relaciji « — onda
smo u tom skupu definisali jednu relaciju duZine 1 (koju smo na taj
nadin nazvali relacija o). Mogli bismo da je zovemo ,,biti paran
broj. U istom skupu dogovorom: Svaki od brojeva O, 1, 4, 9,
16,..., n%, ... jeste u relaciji «, a ostali nisu definisana je takode
jedna relacija duZine 1. Podesno je da se zove ,,biti potpun kvadrat.

Sliéno u skupu A definisana je relacija « duZine 2 ako za
svaki ureden par (x, y) postoji tano jedna od moguénosti:

1° X, y tim redom jesu u relaciji «,
2° X, y tim redom nisu u relaciji a.

Ako je, na primer, A skup svih realnih brojeva, onda svaki od dogovora:
1° x, y tim redom jesu u relaciji o. ako i samo ako x=Yy,
2° X,y tim redom jesu u relaciji o ako i samo ako x<y,

3° X,y tim redom jesu u relaciji o ako i samo ako x*+y<8,
definide po jednu relaciju duZine 2 u tom skupu. Oznake za prve dve bile bi
redom: =, <.

Nov primer relacije duZine 2, odnosno BINARNE relacije, je C (skupovna
inkluzija) v skupu nekih skupova, &ija je, inace, definicija:

xCy ako i samo ako je x podskup od y.

U primerima relacije duZine 1 karakteristi¢no je da se svakom
elementu dodeljuje ,,jeste u relacijicc ili ,,nije u relaciji‘‘. Sli¢no,
u sluéajevima relacija duZine 2 svakom uredenom paru (X, y) dode-
ljuje se ,,jesu u relaciji* ili ,,nisu u relaciji‘. To je, u stvari, naj-
znadajniji deo sadrZaja intuitivnog pojma relacije, pa se stoga usvaja
sledeca definicija.

Definicija 1. RELACUUA DUZINE n SKUPA D je preslikavanje skupa D*
u skup {T, 1}, u oznaci «: D*~{T, 1}, gde smo sa « oznacili
relaciju.
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Adko je «(X;, X,5 ..., X,)= T, onda kaZemo:

»Xys Xys «eos Xy tim redom, jesu u relaciji o,
a ako je a(X;s Xy ooy Xp)= 1, onda kaZemo:

X1s Xgs -5 Xg tim redom, nisu u relaciji o*‘.

U sluc¢aju n=1, umesto ,tim redom jesu‘, ,tim redom nisu‘
kafemo redom ,,jeste, ,nije*, a u slucaju n=2 kazemo i: x, u re-
laciji o sa X,.

Kao relacije uzimamo i simbole T, 1. To su relacije DUZINE 0
(proizvoljnog skupa D).

Za sludaj binarne relacije umesto o (x,y)=T piSemo xay.

Medu binarnim relacijama znadajnu ulogu ima tzv. RELACUA EKVI-
VALENCIJE.

Definicija 2. Binarna relaczja skupa D, u oznaci ~, jeste RELACIJA
EKVIVALENCUE ako ispunjava sledece uslove:

1° x~x, 2° X~y—>y~X, 3°(x~y i y~z)—>X~2Z,
za sve X,Y, z iz D.

Neka je ~ relacua ekvivalencije skupa D i neka je x jedan element tog

skupa. Oznadimo sa x skup svih elemenata y skupa D takvih da je x~y. Skup x
zovemo KLASA EKVIVALENCUE elementa X.

Vazi sledeée tvrdenje:

Tvrdenje 1. Ako su x i y bilo koji elementi D, onda
X~y <——> X=Y.

Dokaz. Neka je X~y. Ako je zEx onda je X~ 2z, , pa iz X~Y, X~z prema 2°,
3° dobijamo zEy Sli¢no iz zEy dobijamo zEx 1 tako x= y

Neka je x=y. Prema 1° imamo y €y, odakle y €x, odnosno x~y.

Dokazanim tvrdenjem uspostavlja se veza izmedu proizvoljne relacije ekvi-
valencije i jednakosti. Sledeéz tvrdenje jo§ vise pokazuje slicnost proizvoljne
relacije ekvivalencije i jednakosti.

Tvrdenje 2. Za dve klase ekvivalencije x i 'y postoji taéno jedna od dve mogucnosti:
(D x=y, (H)_X iy su bez zajednickih elemenata.

Dokaz. Klase ekvivalencije X i y su ili bez zajednickih elemenata, i onda va21 an,

ili imaju bar jedan zajedniCki elemesnat z. U drugom sluCaju je z & X, zE€Y,
pa, na osnovu d:finicije klase ekvivalencije, dobijamo x~z, y~z. QOdatle nepo-

sredno primenom 2° i 3°, dobijamo x~y. Prema tvrdenju 1, dobijamo x=y.

3 Elementi matematitke logike
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Skup_svih klasa ekvivalencije, u oznaci D/~, zovemo KOLICNICKI SKUP
(skupa D i njegove relacije ekvivalencije ~). Na osnovu dokazanih tvrdenja

zakljuCuje se da su elementi skupa D/~ podskupovi x koji imaju slede¢a svojstva:
1° Nijedan podskup X nije prazan.
2° Dva razliéita podskupa su bez zajednikih elemenata.
3° Unija svih podskupova X je skup D

1z tih razloga kaZemo da je D/~ RAZBUANIE skupa D.

Primer. Neka je Z skup svih celih brojeva i neka je ~ sledeca relacija tog

skup?:: X~y<——> broj x—y je deljiv sa 5. Neposredno se dokazuje da je ta
relacija relacija ekvivalencije skupa Z. Klase ekvivalencije su slede¢i skupovi:

0={5k|kEZ}, T={5k+1|kEZ}, 2={5k+2|kEZ}, 3={5k+3|kE€Z}
4={5k+4|kcZ)}.

Prema tome Z/~—-{0 1, 2, 3, 4} Navedena relacija se zove KONGRUEN-
CUA PO MODULU m. Umesto x~y piSe se x=y (mod 5).

U prvom Citanju moZe se izostaviti tekst koji sledi u ovoj tacki.

Pri uvodenju pojma RELACUA NEKE FORMULE (pri interpretaciji I) pojavice
se potreba da definiSemo relacije pomocu jednakosti, kao §to je, na primer:

P, =@ y) < 1oy, )V @x2) = «kx) &yecD),

gde je « data relacija skupa D, a B je relacija definisana tom jednako$cu.
Radi lak$eg izlaganja tih d=finicija, uvodimo pojmove OZNACENE RELACUE
nekog skupa, operacije sa njima, kao i ALGEBRU OZNACENIH RELACUA TOG SKUPA
U onom §to sledi neka D bude neprazan skup i neka je R={T, L, «,
8, ...} skup svih relacija tog skupa.

Neka, prema definiciji iz prosle taCke,
X, y, Zz, xh ylr er eeey Xn, yn; Zny oo

bude niz promenljivih. Ovaj niz zovemo i osNovNI N1z promenljivih. Interpre-
tacija svake promenljive je odredeni element skupa D. Neka

X, Y, Z, x]! YI’ z]n «++s Xn, Yns Zns .-

budu oznake za neku interpretaciju redom slova osnovnog niza. Sli¢no, kada
je u; oznaka neke promenljive, onda je u; oznaka neke interpretacije — odnosno,
kaZe se Cesto, i neke njene vrednosti.

Neka je (u,, #4,, ..., un) neka uredena n-torka promenljmh (ne nuZno
razhéxtlh) Oznatimo sa (v;, v, ..., vm) drugu uredenu m-torku, &iji su elementi
svi razliditi elementi prve n-torke i pri tom je redosled v,, v,, ..., vm isti kao
redosled tih slova u osnovnom nizu. Tada (v, v,, ..., Vm) ZOVemo SKRACENIE
n—TORKEd (,-"" Uy, ..., 4n). Skracenje oznatavamo [u, 4,, ..., Hn), ti. [u, 4,

€.

cees U=V Vay ov oy Vm) (m<n).
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Na primer,
[x’ X, y]=(x’ y); [xs, y1 yz: x]=(xr Y, yz» x5)9 [x: x]=x'

Interpretaciji svih slova #; odgovara odredena interpretacija n-torke (¥, &,, - . -, Un)
Dogovorno, (U, Uy, .., Un), [U,, U,, ..., Un] neka znale interpretacije za
(u;, Uyy -y un) 1 [y, 4y, ..., un]. Na primer, ako je D skup prirodnih brojeva
i ako su 1, 2, 3 redom interpretacije za x, y, z, onda interpretacija za (x, y, ¥, z)
{y, z, z, x] jesu redom (1, 2, 2, 3), (1, 2, 3).

Neka je « relacija duZine n skupa D i neka je (u,, u,, ..., ¥n) izvesna
uredena n-torka promenljivih. Ako je m broj razli¢itih promenljivih u toj
n-torci, onda je pomoc¢u jednakosti

def
Blu, Uy ooy Unl=2(uy, Uy, - .., Un) ,, Uy, ..., UnED)

odredena relacija § duZine m skupa D.

Definicija 3. RELACUA &« SKUPA D OD PROMENLIIVIH REDOM U, Uy, -+, Un, U

oznaci o [u;, Uy, ..., Unl, Jeste ureden par (B, [uy, U, ..., unl) cija je prva
komponenta, relacija B, definisana jednakoséu
def

Blug, Uy ev., Un]=0a (U, Uy, ..., Un) (u,, 4, ..., Un & D).

Za B kazemo da je RELACUSKI DEO od o[u,, Uy, ..., Unl, dok [u, u,, ..., un]
zovemo OZNAKA za «[u,, U,, ..., Ual. Inade, e [u;, 4,, ..., un] zovemo i OZNA-
CENA RELACUA (skupa D). Kao oznalene relacije uzimamo i relacije T, L.

Primer. Neka je D={1, 2,3} i neka je « sledeca relacija duZine 3:
o (X, ¥, 2)=T <«—> x+2y+4z je prost broj.
Tada imamo
a[x, y, yI=(2, (6 Y), a[x, y, X]=(a (x, »)),
alx, x, yl=(a;, (x, ), alx, x, x]=(x, X),
gde su «,, «,, a,, a, relacije istog skupa definisane jednakostima
o (X, Y)=a (X, ¥, ¥), & (X, Y)=a (X, ¥, X),
ay (X, )= (X, X, ¥), ¢, (X)=a(x, X, X) (X, yED),

odnosno
. ((1,1) (1,2 1,3 @D 22 23 G 32 (3,3))
! - T T 1+ L L L L L)
. ((1,1) 1,2 1,3 @) 22 @3 G G2 (3,3))
T 1. T L4 1L 1 T T L)
. ((1,1) 1,2 1L,3) @) @2 @3) G G2 (3,3))
*\'+ T L+ 1 1 L T T L/
1 2 3
“ (T 1 _L)'
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Sa R smo oznatili skup svih relacija skupa D. Neka R[x, y, z
Xns Yns Zn, ...} 0znaCava skup svih njegovih oznadenih relacija.

U tom skupu uvodimo izvesne operacije duZine 2, u oznaci vV, A, =, <,
kao i operacije duZine 1, u oznaci —, V, 3, slede¢im definicijama.

3 s ey

Definicija 4. Neka su o[u,, u,, ..., um), B[v;s Vs ..., V] dve oznacene relacije
duZina m i n redom, sa m>1, n>1. Tada:
def
o[ty Uy ooy Um] V BVyy Voy ooy VAl = Yy [Uy e oy m, Vi o, VA,
def
o fuy, wyy ooy uml A BV Vo ony VRl =Y, [0y Uy ..y Um, Vis weey Val,
def
D aluy, uyy ooy um] > By, vy, o.vy il = Yiluy, wpe ooy Uy vy, L, VA,
def
ofuy, Uy ooy Un]l SB[V Vo oy Val = Yoty Uy o vy Ums Viy « vy Val,
def
—la[uli Uy vy u'"] =Ys [ll,, Upy o ooy um],

gde su Y, Yy Y3 Ye Ys relacije skupa D definisane jednakostima:

def
Yilus Uy ooy Umy Vo, Vol = (U Uy ey Um) V BV Y olh, Vi),
def
Y2 [up Uy ooy Um, Vip oouy, VRl =@ (U, Uy ooy um) A B(Vy Vo vy Vi)
def
@ Yslups Uy ooy Umy Vi oon, Vol =@ (U, Uy ol Um) D B(Vy Vi oee, Vi),
def
Yalug, Uy ooy Um, Vyy ovny Vol = @ (U, Uy, o, Um) © B (V) Vyy o hy Vi),
def
Ys[u, Wy -ovy Um] = D (U, ..., Um)
(ui, vj jesu elementi skupa D — interpretacije za ui, vj).

Primedba. U (1) V, A, =, <, - jesu znaci novouvedenih operacija medu
oznaenim relacijama, dok su simboli navedeni u (2) znaci operacija algebre
(T, L).

Primer. Neka je « ranije posmatrana relacija duZine 3 skupa D ={1, 2, 3}.
Tada imamo:

afx, x, yYIvelx, y, xI=v,[x, ¥
afx, y. ¥yl = alx, x, yI=v,[x, ¥l
(@lx, y, 31 @ aly, », ) = (alx x, YIA "2 [x, x, xD=v;[x, J],
gde su v,, Y,, Y; relacije duZine 2 istog skupa, definisane jednakostima:
Y1 (X, Y)=a (X, X, )Va(x, y, X),
Y. (%, V)= (X, ¥, V)=>a (X, X, ¥),
(% V=@ (&, ¥, V)a(y, ¥, >, x, Y)A (X, x, X)) (X, yED),
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prema kojima je, na primer,
Y, (1, D=a(, L, Dva(l, 1, D=TVT=T
Y. (1, H=a(l, I, Hvad, 3, D=LVT=T
Y. (2, =a(2,2,2) > «(2,2, 2)=L => L=T
Y. (1, 3)=a(1,3,3) > (1, 1,3)=T > L=1
v, (1, =@, 2, 2) & «(2, 2, 2) > (@0, 1, 2)A —a(l, 1, 1)
=(TelD=>((TAT)=L=>(TAD=-1=>1=T

Primetimo da je, prema definiciji 4, duZina relacije o [u;, #,, ... Um]V
B[v» Vs .-- » va] Jjednaka broju razliCitih promenljivih medu promenljivim
Uyy Uyy-ves Umy Viy Vo -. .y Vp. Sli€no vazi i za ostale operacije.

Prelazimo na definiciju operacija V i 3 sa oznalenim relacijama Cije su
duZine n>1.

Radi prostijeg izraZavanja, u skupu {T, 1} uvodimo dogovorno uredenje,
smatrajuéi da je | ispred T. Uz to, neka

min {1}, min (T}, min {1, T}, max {1}, max{T}, max {L, T}

dogovorno budu oznake redom za 1, T, L, L, T, T- Navodimo prethodno
primer sa operacijama V, 3.

Neka je « binarna relacija skupa D. Za svaki odredeni element y, toga
skupa postoji skup {a(x, ¥,) |xE D}. Taj skup moZe biti {T} (L}, {T, L}
Prema tome, min {a (X, ¥,)|x& D}, odnosno max {a(x, ¥,) | xE D} jesu odre-
deni elementi skupa {T, 1}. Kako to vaZi za sve elemente y skupa D, moZemo
re¢i da jednakosti

B () =min {« (x, y) | XE D}, v (y) =max {« (x,y) | xED}

definidu relacije B, v skupa D duZine 1. Re¢i ¢emo i sledece: B i vy su relacije
odredene obrascima

B =(x) a7y, yM»=Ex)«x .

To je potpuno u skladu sa intuitivnim shvatanjem kvantifikatora Vv, 3, §to
treba shvatiti ovako:

y je u relaciji B <——>y je u relaciji o sa svakim elementom x skupa D;

odnosno
y je u relaciji Y <——>y je u relaciji « bar sa Jjednim elementom x skupa D"

Uz to uzimamo i
def def
Vx)alx, y1=BD1 @x)alx, yI=YD]

U sluaju kada je o relacija duzine 1 skupa D, onda min {«(x)| xE D},

max {a (x) | x €D} jesu jedan od elemenata Tf’ 1. Ako je, na primer, T =
de

=max {« (x) | x € D}, onda usvajamo 3 x)ax[x]=T.
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Prelazimo na opsti slugaj. Neka je « relacija duZine n skupa D i neka

je ofu,, u,, ..., us] oznalena relacija. Oznaimo sa # jednu od promenljivih
Uy, Uyy «ov s Uny & 83 (¥, V,, ..., V) uredenu n-torku, &iji su elementi svi
razliCiti elementi iz n-torke (,, u,, ... , un), izuzev elementa u, i &iji je redosled
isti kao u osnovnom nizu. Obrasci

B(Vl; Vs coey Vm)="1i" {a’(u19 Uyy vvvy Un) l UED},

Y (Vi» Vo -o- , Vm)=max {«(u;, u,, ..., Uy) | u& D},

(uj, vj jesu elementi skupa D, odnosno interpretacije za ui, v;)

odreduju dve relacije duZine m skupa D. Ako je relacijski deo za a [u,, u,, ..., U}
relacija duzine 1, onda su B i vy relacije duZine 0, odnosno T ili 1. Kaoiu
navedenim primerima, usvajamo sledecu definiciju.

Definicija 5.

def
Guolu, uyy, ..., un) = BV, vy o Vml,
def
~Vuyoluy, uyy ..., un) = yluy, 4y, ..., tn]
ako je m>0, a ako je m=0 onda
Quyalu, uy, ..., unl,
odnosno
~Vuyofu, uyy «.. , Unl

je T ili 1 prema tome da li je relacija 3 odnosno vy jednaka T ili L.
Prema datoj definiciji je, na primer,
A@x)alx, x, y, x, yY]=B D1,
»oelx, y, z, ¥, Z1=7v[x, 2],
Ax)alx, x, x, x, x]=3,
gde su B, v, 8 relacije skupa D odredene obrascima
B(y)=max {a(x, X, ¥, X, ¥) | x& D},
Yy, )=min{a(x, y, z, ¥, z) | x ED},
8 =max {« (x, X, X, X, X) | x& D} x, v, z&€ D).

Kada « nije jedna od promenljivih u,, u,, ..., us, dogovorno uzimamo
Guyaluy, uy, ..., ugl=0ofuy, ty, ..., un],
Vuwalu, uy, ..., unl=olu, uy, ..., Un].

Najzad, kada je jedna od oznaenih relacija relacija T ili 1, a druga
proizvoljna, u oznaci [«], operacije V, A, =, <>, 71, V, 3 uvodimo na sledeci
nadin:

TVRI=T; IVT=T; LV=[l [V L=[)
TARI=[) [AT=[0; LARl=L; [AL=1;

] = [Bl=[IVIEE [ < Bl=( VDAV 2IBD
NVMoyT=T, @GuyT=T, V) L=1, Gu)yl=1

(4 je promenljiva).
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Skup svik oznaéenih relacija skupa D u odnosu na uvedene operacije \/s A,
=, <, M, V, 3 &ini jednu algebarsku strukturu, koju cemo zvati ALGEBRA OZNA-
CENIH RELACUA SKUPA D. Ta algebra sadrzi algebru (T, L) kao svoju podalgebru.

Primer. Neka je « binarna relacija skupa prirodnih brojeva za koju
a(X, y)=T <—> 2x—3y=5.
Tada za relacije B, y definisane jednakostima

. BM=Exax, ¥, Y& N=E0ak y)=>ak %)
imamo
B(H=-EXak D=T; B@=1; B®=1; vL2D=Exak D=l D

=1l =>1=T; v@3)=@Exax3)>x2(2,2)=T=>1L=1.

4. FORMULE KVANTIFIKATORSKOG RACUNA PRVOG REDA. GLAVNA
INTERPRETACIJA. MODEL. VALJANE FORMULE

Prethodno na nekoliko primera predstavljamo najvaZnije poj-
move koje zatim definiSemo.

ForMULE kvantifikatorskog raduna prvog reda, na primer, jesu
RI(), R(x, ), B 2 3 % p), Ri(x,») = —Ri),
ExRI(S1®), @y (Y0)TR(x 9),
(VX) @) R (%, y) = @x) Ri(x, %)
VO R @) = R, RI(fikx a) = Ria, y f2(@)),

u kojima su

X, ¥s Z, V3 promenljive,
a,, a, konstante,
{2 .
fi, f1, [2 operacijska slova,

1 2 3 b ..
Ri, Ri, R3, R; relacijska slova,
=, A, V, 3, — simboli odredenih operacija.
Prve tri formule su ELEMENTARNE (u njima nema simbola
V, A, =, <, 7, Y, 3, a udestvuje bar jedno relacijsko slovo).
Simboli iz kojih se sastoji formula nisu interpretirani, a mogu
biti interpretirani, na primer, na slede¢i nacin.
Uogimo neprazan skup D i konstante, promenljive interpreti-
ramo kao odredene elemente skupa D, operacijska slova interpreti-
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ramo kao odredene operacije skupa D, a relacijska slova kao
odredene relacije istog skupa. Ako pri tom znake V, A, =, &, T
interpretiramo kao poznate operacije sa elementima T, |, svaka
formula dobija odredenu VREDNOST T ili |, pod uslovom da jo$
i znake V, 3 interpretiramo tako da im odgovaraju ,,svaki‘, odnosno
»,DOSLOJi‘¢.

Ako je D, na primer, skup svih celih brojeva i ako je « relacija: ,,biti
paran broj, a B relacija: ,,x i y tim redom jesu u relaciji ako i samo ako je
njihova razlika deljiva sa 4, onda u slu¢aju formule

(R} (AR} () = R} (x,7)
interpretirajuci R} i R% redom kao « i $ imamo

@A) = BALH=T, @@Arx@) > B2H=1,
@@®Ax(16) = B4,16)=T,

dok, na primer, u slucaju formule

@ 0 R} ) AR x, ),
pri istom interpretiranju, imamo
AEXN@EABE2)=T, @0 @@EABX 1)=1,
3@x) ALK, 4)=T.

Formula (Vx)—R}(x) < —1(3x)Ri(x) pri bilo kakvom interpre-
tiranju navedenog tipa ima uvek vrednost T .

KaZemo da je to VALJANA formula.

Valjane su i sledeée formule:

Ri(x) = @X)Ri(x), (V%) ((Ri(x) ARz (x))

& (VX)) RI(X) A (V%) R} (x).
Red
(V¥ x) @RI)Ri (%)

nije formula kvantifikatorskog raduna prvog reda, vec tzv. racuna
drugog reda (u raunima viSeg reda izmedu ostalog, kvantifikatori
mogu da se odnose i na neka druga slova, a ne samo na promen-
ljive, kao $to je to u sludaju kvantifikatorskog raduna prvog reda).
Na podesan nadin se veliki broj raluna viseg reda ,,prevodi na
raéun prvog reda. Osim toga, kvantifikatorski raun prvog reda
dovoljan je za aksiomatsko zasnivanje poznatih matematickih teorija.
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Sada prelazimo na podrobnije obja$njenje i definisanje vec
pomenutih pojmova.

Odludujemo se, prethodno, za odredene simbole koje ¢emo
zvatli RELACIISKA SLOVA.

Definicija 1. RELACUSKA SLOVA su simboli RS, gde su i, i jednaki
1, 2, 3, ... i pri tome gornji indeks zovemo DUZINA relacijskog slova.

Definicija 2. ELEMENTARNA KVANTIFIKATORSKA FORMULA PRVOG REDA
Jje
n
Ri(t;, tyy s ta)

gde je Ri relacijsko slovo dufine n i gde su t;, t, -5 I termi.

Primer. Elementarne kvantifikatorska formula prvog reda jesu
R (), RL(f1@ ), R (@), R} (x, y), R5(x, »),

B 26 0), RiGo» 2 %)
(R} (x) moze da se Cita iz ,,x ima svojstvo R} «; slitno vaZi i u ostalim sluca-
jevima).

U daljem tekstu &esto, umesto elementarna kvantifikatorska
formula prvog reda, ka’emo ELEMENTARNA FORMULA, 2 relacijsko
slovo zovemo i PREDIKATSKO slovo.

FORMULE KVANTIFIKATORSKOG RACUNA PRVOG REDA, koje inale
testo zovemo i FORMULE, uvodimo sledeéom definicijom.

Definicija 3. 1° Elementarna kvantifikatorska formula prvog reda je
FORMULA.
2°  gko su A i B FORMULE, i ako je u promenljiva, onda su i

(A > B), TA, (VA
FORMULE.
3° FORMULE se mogu dobiti jedino posle konalno mnogo pri-
mena 1° i 2° ove definicije.

Definicija 4. dko su A i B neke formule, onda
(AAB) je zamena za T (A => —B)!

1 Mnoge definicije u daljem izlaganju su oblika: A je zamena za 7B, gde
su 4 i B neke redi. £ je u tom sludaju tzv. DEFINIENDUM, a B je tzv. DEFI-
NiENs. U stvari, takvim definicijama uvodi se izvesno preslikavanje i, je zamena
za‘¢ mo¥e se zameniti sa ,,je slika‘.
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(AVB) je zamena za —A=>B
(A< B) je zamena za (A = B)A(B = A)
@GuwA  je zamena za — (Vu) A

Usvajamo sli¢ne konvencije brisanja zagrada kao u sludaju
formula algebre (T, ).

Navodimo primere formula:

(VD) (VDRI (x, 1), 7 (Y9 W REG, £1O) R @) = R (),
(Ri® = (R} ) = = R2(x, »))vE2) 7 R @)

Radi prostijeg izraZavanja u kvantifikatorskom radunu, uvodi

se pojam vezane i slobodne promenljive.

Neka je F neka formula i neka je u jedna od promenljivih
te formule. Inale, u moZe i vise puta ulestvovati u F, odnosno
imati viSe pojavljivanja. Na primer, u formuli

(VX)Ri(x,3) = @) Ri(x, )

promenljive x i y imaju po 3 pojavljivanja.

Pojavljivanje promenljive # u formuli F zovemo VEZANO po-
javljivanje ako je:

1° to pojavljivanje oblika (Vu) ili (u); ili

2° postoji formula A u kojoj u ima pojavljivanje i pri tome
je (Vu)A ili (Ju) A podformula formule F. Ono pojavljivanje pro-
menljive # koje nije vezano zovemo slobodno pojavljivanje. U
prethodnoj formuli prvo i drugo pojavljivanje za x su vezana
pojavljivanja, a tre¢e je slobodno pojavljivanje. Za y je prvo po-
javljivanje slobodno, a ostala su vezana.

Ako u ima slobodno pojavljivanje, onda promenljivu u zovemo
slobodna promenljiva. Neka A (u) oznadava da u moZe (a ne mora)
biti slobodna promenljiva u formuli A.

Oznaka A (4) ne znaCi da A nema i nekih drugih slobodnih
promenljivih.

Na primer, ako je A formula
(V) R{(®) = (R{() V R{(2),

onda ona moZe biti oznadena: A (¥), A (2), A(x), ....
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Postavlja se pitanje: zaSto, pri takvim proizvoljnostima, uvodimo
oznaku A (u). Razlog je slede¢i. Neka je ¢ neki term, tada uzimamo
da A (f) oznatava formulu dobijenu iz A (u) kada se sva slobodna
pojavljivanja # u formuli A zamene sa f.

Na primer, ako je prethodna formula oznalena sa A (), onda su A(z),
A(r 2(x, ) redom formule

VORI ) > R@VRL@, VORI = R (1) VR G-
Ako istu formulu oznalimo A (x), onda formula A (¢) je A, ma kakav bio term ¢.

Prelazimo na definisanje GLAVNE INTERPRETACUE.!

U tadki o termima sreli smo neke pojmove koji uestvuju
u definiciji pojma interpretacija. Kao i u toj tacki, usvajamo da je
DOMEN INTERPRETACIE izvestan neprazan skup D, a da su elementi
skupa D interpretacije (ili vrednosti) za konstante, odnosnc pro-
menljive. Tako, a; i x; jesu oznake za interpretacije redom za
a; 1 x;. Interpretacija operacijskog slova fi je operacija duZine j
skupa D, u oznaci fi. INTERPRETACIJA RELACUSKOG SLOVA R je
relacija duzine j skupa D, u oznaci Ri.

Neka je, sada, F neka formula i neka su ¢, ¢, --+5 Cm,
S fos oo e fns Ry, R,, ..., R, sve njene konstante (c;), operacijska
slova (f;) i relacijska slova (Ry). Interpretacija te formule odredena
je interpretacijama ¢;, C5, ..., Cm, f, £, o5 o, Ryy Ry vy R,
navedenih simbola, odnosno ako ¢ oznalava preslikavanje

( ¢, CeeCm J1 fooo o Ju Ry RZ...RP>
c  C.voCn £ £ oo fa Ry Ryl R/
onda uvodimo slede¢u definiciju.

Definicija 5 INTERPRETACUA FORMULE F je ureden par cije su kom-

ponente redom: domen interpretacije D, preslikavanje ¢. Dakle. ako
de

£
sa 1 oznadimo interpretaciju onda je 1 (D, 9), gde je ¢ napred
definisana preslikavanje.
Primer. Ako je domen interpretacije skup N pritrodnih brojeva i ako su inter-
pretacije za a,, ff, R% redom 1, operacija sabiranje, u oznaci +, relacija ,,manji
ili jednak*, u oznaci <, onda je interpretacija formule

R (x, f3(a, ) = (VX R} (x, @)

1 U daljem izostavljamo re¢ glavna iz termina glavna interpretacija.
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o %)
1+ <

Neka je data interpretacija 1 formule F. Znake V, A, —,
=, <> interpretirajmo kao odgovarajuée operacije sa T i |, a
konstante i promenljive kao elemente skupa D. Simbole V, 3 inter-
pretiraymo tako da odgovaraju pojmovima ,,svaki‘, ,, postoji‘‘. Onda,
smatrajuci da je interpretacija svih ostalih simbola odredena inter-
pretacijom I, formuli F odgovara njena VREDNOST, jedan od
simbola T, | . O interpretaciji simbola V, 3, radi potpunosti, doda-
jemo i ovo: Ako je A neka formula koja ima slobodnu promenljivu
u i kod koje su svi ostali simboli interpretirani, onda formula
(Mu) A (u) ima vrednost T ako i samo ako za sve interpretacije
promenljive # u skupu D formula A ima vrednost T; u drugom
slu¢aju je vrednost formule (V u) A (u) jednaka | . Sli¢no, (3 u) A (u)!
ima vrednost T ako i samo ako A ima vrednost T bar za jednu
interpretaciju promenljive « u skupu D; u drugom sludaju je
vrednost formule (3u)A (u) jednaka | .

Iz toga proizlazi da vrednost formule F zavisi samo od vred-
nosti koju imaju njene slobodne promenljive, odnosno ako je m broj
svih razlic¢itih slobodnih promenljivih formule F, onda njoj odgovara
Jjedna odredena relacija dufine m skupa D, tzv. RELACIJA FORMULE F.
Pre preciziranja navedenih pojmova, navodimo neke primere.

jednaka

Primeri 1. Neka je domen interpretacije skup svih prirodnih brojeva. Ako je
6 interpretacija slova a,, a relacija a:

X,y tim redom su u relaciji « <——> X i y su uzajamno prosti
jeste interpretacija relacijskeg slova Rf, onda formuli
2
Rj (x, a,)
odgovara. relacija duZine 1, u oznaci B, za koju:
X je u relaciji B <——> brojevi X i 6 su uzajamno prosti,

dok formuli
Ri(x,») => R(»,2)

odgovara rclacija duZine 3, u oznaci v, za koju je

Y& Y, 2)=a(X,y) > «(y, z) x,¥,zEN),

U sts)ari, interpretacija za (3u) A (x) je interpretacija formule —(V#)—A ()
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odnosno
X,V, z tim redom su u relaciji ¥ <——> iz pretpostavke da su

X,y uzajamno prosti sleduje da su'y,z uzajamno prosti.
Za relacije B i y imamo, na primer,

B)=1, BO®)=T, B®=1, B@»H=T, v(1,2,3)=T,
v(2,4,3)=1, v(3,510)=1.
2. Neka je F formula
@x)R*(x, ») > Ri(x x).

Ako je domen interpretacije skup prirodnih brojeva i ako R% interpretiramo
kao relaciju a:
a(x, Y)=T <—> 2x—3y=5,

onda formuli odgovara relaciji {:

B(X, y)=(3 X)(X(X, Y) = a(xi X).
Za nju je, na primer.

B(1, D=@0ax 1) > a(l, D=T > L=1,
B4, D=3x)a(x, 1) > a@, D=T =>T=T.

Dajemo precizniju definiciju relacije formule pri interpretaciji, koristeci
operacije sa relacijama izloZene u tatki 3 (u prvom Citanju se moZze izostaviti
tekst koji sledi i koji je ispred definicije 8).

Neka je R(t;, t; ..., tn) neka elementarna formula za koju su u,
Uyy..., Un SVE TNjene razli¢ite promenijive. Ako je data interpretacija I te ele-
mentarne formule, pri kojoj se relacijsko slovo R interpretira kao relacija ¢
domena D, onda svakoj vrednosti u;, Uy, ..., Um navedenih promenljivih odgo-
vara vrednost T ili L formule R(Z,, t,, ..., In), Prema tome da li se elementi

redom t,, t,,..., tn nalaze u relaciji o ili ne. (Pri tome pretpostavljamo da je
t; vrednost terma #; pri interpretaciji 1.)

Na taj nalin, elementarnoj formuli R(f, 5., tn) odgovara relacija
duZine m skupa D. Oznadimo tu relaciju sa «, a sa o [y, Uys- .. sUm] 0znalimo
relaciju « od promenljivih redom u;, 4y, .. Um. Tada « [u;, Uy, . . ., Um] ZOVEMO
OZNACGENA RELACIJA FORMULE R (t;, 15, ..., In).

Dajemo definiciju oznalene relacije bilo koje formule F.

Definicija 6. 1° Ako je R(t;, t,,... tn) elementarna formula, onda je
o[ty Uyy. .. Um] OZNACENA RELACUA TE FORMULE.

2° AKko su a[uy, Uyy---» Umls BIVis Vase s Vnl OZNACENE RELACUE FORMULA
A i B redom, onda su

o[ty Uyy o ooy Um) = BVis Vaseees Vmids o[y, Uy e on s Uml, (V&) o [uy, Hyy oo Uml

OZNAZENE RELACUE redom za formule A = B, 1A, (Vu)A.
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Primetimo da, prema definiciji formula koje sadrze znake Vv, A, <>,
kao i prema definiciji operacija v, A, < sa oznalenim relacijama, ako su [a],
[B] oznacene relacije redom za formule A i B, onda su [a]V [B], [2]A[B], [«] < [B]
oznacene relacije redom za formule AV B, AAB, A <B.

Definicija 7. Ako je [«] oznalena relacija formule F (pri interpretaciji 1), onda
njen relacijski deo zovemo RELACUA FORMULE F (pri interpretaciji 1).

Pomoéu pojma relacija formule neposredno se definiSu ostali
znadajni pojmovi koji se odnose na glavnu interpretaciju.

Definicija 8. Formula je TACNA pri interpretaciji I ako su pri toj
interpretaciji vrednosti njene relacije uvek jednake T. Ako je for-
mula tacna pri interpretaciji I, onda I zovemo MODEL te formule.

Formula F je NETACNA (pri interpretaciji I) ako je njena ne-
gacija — F ta¢na (pri interpretaciji 1).

Definicija 9. Formula je VALIANA ako je tacna pri svakoj interpretaciji.

Primeri. 1 Formula (R%(x, ») /\R%(y, z) > Rf (x, z)) je tana pri interpretaciji
koju &ine skup prirodnih brojeva i relacija ,,se sadrii‘‘, odnosno relacija o, za
koju je
a(xa y)=T <> (HZ)(y=ZX) (X, Y, ZEN)y
dok formula Rf(x, ») nije ni tana ni netana pri istoj interpretaciji, jer je, na
primer,
d(l, 3)=T, d.(2, 3)=_La a(4s 5)=.-L7 Q(S, 5)=T’
2. Formule

Rl > @ORI®), (VOEHRIxY = (V) (VORI ),
E@0VHRIx Y > @0)RIE X, ANVNHRIEY) =

VN@EDRIx Y, ANV (RIKY) © 1 RI(X )
jesu valjane formule.

Neka je sada & neki skup formula kvantifikatorskog racuna
prvog reda 1 D neprazan skup. Interpretacija I tog skupa formula
definiSe se na sli¢an nadin kao i za sluCaj jedne formule. Domen
interpretacije je neprazan skup D. Ista slova u razliCitim formulama
skupa & interpretiramo na isti nadin u skupu D. Ako se ¢ ozna-
gimo preslikavanje skupa svih konstanti, operacijskih i relacijskih
slova toga skupa & u skup ¢&iji su elementi interpretacije nave-
denih simbola, i pri tom je slika nekog simbola njegova interpreta-
cija, onda INTERPRETACIJA SKUPA FORMULA & jeste ureden par
(D, 9). Interpretacijom I (D, ¢) odredena je ujedno i inter-
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pretacija Iz =(D, ¢g) bilo koje formule F iz skupa & (o je pre-
slikavanje, &iji su originali konstante, operacijska i relacijska slova
formule F, a slike su njihove interpretacije pri interpretaciji I).

Definicija 10. Interpretacija I skupa formula G zove se MODEL SKUPA
FORMULA & ako je svaka formula F tog skupa taéna pri interpreta-
ciji Ig.

Primeri: 1. Neka term f% (t,, ), gde su 1, 1, termi, bude oznacen sa f; % I;.
Jedan model skupa formula

R%(x*(y*z), (x % y) % 2); R%(x*al,x); (Vx)(Hy)R%(x-x—y,a,)

jeste interpretacija za koju je domen skup realnih brojeva, kod koje je Rf inter-
pretirano kao jednakost, * kao sabiranje i @, kao broj 0. Zaista onda, ma
kakvi bili realni brojevi x, y, z, vaZe uslovi:

X+ +2)=x+Y)+2, x+0=x, (Vx)@3vy) x+y=0).

Za isti skup formula — interpretacija za koju je domen skup kompleksnih bro-
jeva 1, —1, i, —i (gde je i2=—1), dok su R%, *, a, redom interpretirani
kao jednakost, mnoZenje, broj 1 — takode predstavlja model.

Napomenimo i to da se modeli navedenog skupa formula zovu modeli
GRUPA, ukoliko se R% interpretira kao jednakost.

2. Interpretacija sa proizvoljnim domenom D i relacijom ekvivalencije
kao interpretacijom relacijskog simbola R% jeste model formule

R oA (B »=>R0o, 9)AR K AR, 2) = Ri(x, ).
3. Jedan model formule

V0 @0 ) (B » > B (1@ %))
odreduju:
1° skup prirodnih brojeva kao domen;
2° relacija > kao interpretacija slova Rf;
3° niz prirodnih brojeva an koji ima svojstvo lim ap= oo, kao interpre-

n— oo
tacija slova f i .
4. Neka = bude oznaka za R%, a R% (ty, t;) oznalimo f,=1,. Modeli

formule
iy D=fin x 2

koji imaju bilo koji domen D i kod kojih se simbol = interpretira kao jedna-
kost, mogu se opisati na sledeci nacin.
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OznaCimo sa M jedno odredeno preslikavanje ¢&iji su originali skupovi
{x, ¥, z} (X, y, z su elementi domena D), a slike su elementi domena D, i koje
zadovoljava uslov
M ({x})=x za sve x iz D.

Primedba. Takvo je na primer, sledeCe preslikavanje:
M ({x, y, z})=a, ukoliko nisu svi X, y, z jednaki; M ({x})=x%,
gde je a neki odredeni element domena D.
Ako je IT :D? — D bilo koje preslikavanje, onda je obrascem
f(X, Y, Z)=M({H (Xs Y, Z)5 H(y) z, X)’ H(Z, X, y)}) (X, y, Z, iz D)

odredena funkcija koja zadovoljava uslov

fx, y, 2)=1(y, z, %)
za sve X, y, z iz D.

Neposredno zakljuCujemo da se podesnim izborom preslikavanja IT mozZe
dobiti svaka funkcija f koja zadovoljava taj uslov.

Model polazne formule je, dakle, odreden interpretiranjem slova f'I’
funkcijom f.
5. Bilo koji model formule

R} (x, ) « R} (9, %)
2
je (D, (ﬁl», gde je D neprazan skup, R njegova binarna relacija definisana
jednakoscéu
R, =TI x,¥5) « I % x, y iz D).
Pri tome je Il proizvoljna relacija skupa D.

U slededim primerima, polazeéi od odredene interpretacije,
obrazujemo formule predikatskog rauna prvog reda kojima odgo-
vara ta interpretacija. Na takav se nalin, reéi ¢emo i tako, tekstovj
neke obiéne matematiCke teorije prevode na formulski jezik predi-
katskog racuna prvog reda. Za tzv. FORMALNO (odnosno potpuno
aksiomatsko) zasnivanje obiénih matemati¢kih teorija to ima pose-
ban znacdaj. U stvari, prvi korak u takvom zasnivanju je prevodenje
tekstova aksioma odgovarajuce teorije na pomenuti formulski jezik.
U primerima koje navodimo predikatska slova oznaavamo veli-
kim slovima latinice, bez indeksa. Inade, svako od tih slova ima
duZinu koja se potpuno podrazumeva iz teksta.

(I) Tekst. Ako je x paran broj, onda je x ceo broj.
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Prevod. P(x) => C(x)

Objasnjenje. P(x) i C(x) interpretiramo redom: x je paran
broj i x je ceo broj.

(I1) Tekst. 1° Svi racionalni brojevi su realni.

2° Nijedan racionalan broj nije realan.

3° Neki racionalni brojevi su realni.

4° Neki racionalni brojevi nisu realni.

Prevod. 1° (Vx)(Q(x) = R(x); 2° (Vx)(Q(x) > R (x));
3 @ Q@ARM®); 4 @x)(QX) AT RE).

Objasnjenje. Q(x) i R(x) interpretiramo redom: x je raciona-
lan broj i x je realan broj.

(II1) Peanove aksiome za prirodne brojeve glase:

1° 0 je prirodan broj.

2° Ako je x prirodan broj onda postoji drugi prirodan broj x’
(tzv. naslednik broja Xx).

3° Ako su naslednici dva prirodna broja jednaki, onda su
i sami brojevi jednaki.

4° 0 nije naslednik nijednog prirodnog broja.

5° Ako O ima svojstvo P i ako pretpostavka da prirodan
broj x ima svojstvo P povlali da to svojstvo ima i naslednik x’
toga broja, onda svojstvo P ima svaki prirodan broj.

Prevod. 1° N(0) 2° N(x) => N(x').
3 N@)ANQ) = &, Y) = I »).
4° N(x) = (Vx) 0 I, 0).
5° PO)A(YX) (N = P(x) = P())) = (VX)(NE) = P()

Objasnjenje. 0 je konstanta, x' je term dobijen od terma x
i operacijskog simbola duZine 1 oznaenog sa * (umesto ' (X)
stoji x'); N(x), J(x, »), P(x, x'), interpretiramo redom: x je pri-
rodan broj, x je jednak y, x ima svojstvo P, x’ je naslednik broja x.
Navedeni skup formula ne sadrZi sve iz Peanovih aksioma.

Na primer, za J(x, y) prirodno treba postaviti zahteve koji su u
skladu sa interpretacijom J kao jednakosti.
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Navedeni skup formula se na odredeni nadin upotpunjuje, kao
§to demo videti u drugom delu pri izlaganju tzv. formalne teorije
brojeva.

(IV) Tekst. Ako su x i y skupovi onda postoji skup z &iji
su elementi x i y.

Prevod. S(x)AS(») = @2)(SEAE(x, z2)AE(p, 2)).

Objasnjenje. S (x), E(x, y) interpretiramo redom: x je skup,
x je elemenat od y.

(V) Tekst. Ne postoji skup svih skupova.

Prevod. 1 (Ay»)SOMANVX)(S(x) > E(x, ).

Objasnjenje isto kao u (IV).

(VI) Ovaj primer navodimo iz knjige N. Prijatelj, Uvod v
matematicko logiko (str. 91—100).

Neka se J (x, »), P(x, y, z) interpretiraju redom: x je jednak y;
X, ¥, z leZe na jednoj pravoj, x leZi izmedu y i z. Inale, x, y, z,...
interpretiramo kao tacke.

Tada tekstovi:

1° Dve bilo koje tatke leZe na pravoj;

2° Ako talke x, y, z leZe na pravoj, onda na pravoj leZe i
tatke y, x, z kao i x, z, y;

3° Ako su x i y razli¢ite tacke i ako tacke x, y, z, kao i
X, y, x, leZe na jednoj pravoj, onda i tatke x, z, x, leZe na jednoj
pravoj;

4° Postoje tatke x, y, z koje ne leZe na jednoj pravoj;

5° Ako tatka x leZi izmedu taaka y i z, onda su tacke
X, ¥, z na jednoj pravoj;

6° Ako tatka x leZi izmedu tadaka y i z, onda su x, ¥, £
tri razlidite tacke;

7°  Ako tatka x lezi izmedu tadaka y i z, onda talka x leZi
izmedu tadaka z i y, a tadka y ne lezi izmedu tacke x i taCke z;

8° Ako su x i y dve razligite tacke, onda postoji tacka z
tako da tatka x leZi izmedu tafaka y i z;

9° Neka su x, y, z, x;, x, pet proizvoljnih tadaka i neka:
tatke x, y, z ne leZe na jednoj pravoj, tatka x, leZi izmedu tataka
x iy, tatke x,, x, », kao i z, x;, x, ne leZe na jednoj pravoj.
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Tada postoji tadka x, tako da tagke x;, x,, X, leZe na jednoj pra-
voj i da tadka x, leZi izmedu tataka x i z ili izmedu taCaka y iz
(Paschova aksioma)

imaju redom sledece prevode:

1° P(x, x, y) (i (Vx) (V») P(x, x, »))

2° P(x, y,z) = P(y, x, AP(x, z, ))

3 (I, WAP(x, », 2)AP(x, ¥, X)) = P(x, z, x,)

4° (3x) @y) 3z P(x, y, 2)

5° M, y,z) = P, »y 2)

6° M(x, »,2) = (I WA 2)A T, z))

7° M(x, y, 2) = M(x, z, DA M(y, x, 2))

8 —1J(x, ») » @2 M(, 3, 2)

9° (P, 2) AM(x, x, ) AT P(x,, x5, A T P2, g, x,))
=> 3x3) (P (x;, x5 x) AM (x5, X, z)V M (x3, ¥, 2)))-

I ovaj skup formula mora se progiriti uvodenjem novih for-
mula koje odgovaraju svojstvima jednakosti. To bi u ovom sludaju
bile sledede:

J(x, %), J(x,9) = I, x), I, AT, 2) = J(x 2),
A, x)ANT O, yINI (2, 2)) = P(x, y,2) = P(x, »1s z}))
A& x)ANT 0 yIAI(z 7)) = M, p,2) = M@x, ¥is 2))-

Na kraju napominjemo da jednom tekstu moZe, u naznalenom
smislu, odgovarati vie formula.

5. HIPOTEZE. POSLEDICE.

Definicija 1. Neka je G skup formula i F neka formula. KaZemo
da je F (SEMANTICKA) POSLEDICA skupa formula u oznaci G| —F
ako je za svaku interpretaciju 1 skupa svih tih formula ispunjen uslov:
Kada su sve formule skupa G tacne, onda je i formula F tacna.
Formule skupa & zovemo HIPOTEZE.
U daljem tekstu prvog dela umesto semanti¢ka posledica reci
¢emo kratko, POSLEDICA. Umesto {F,, F,, ..., Fy}|—=F piSemo i
F,,F,, ..., Fo|=F.
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Prema datoj definiciji je, na primer,
F,|=F; F,,F,|=F; F,AF,|=F; F,|=F VF,; F[=(VuwF,
gde su F,, F, proizvoljne formule, a u je promenljiva,

Postoji odredena veza izmedu pojma posledica definisanih
u ovoj tadki i odgovarajueg pojma u iskaznoj algebri.

Neka su A,, A,, ..., A,, A neke iskazne formule cija su sva
razlicita iskazna slova u,, u,, ..., U,. Neka su F\,F,, ..., F,, F
formule koje se dobijaju redom iz Ay, Ay, ..., A,, A kada se u
njima iskazna slova u,, u,, ..., U, zamene izvesnim odredenim for-
mulama kvantifikatorskog racuna prvog reda (podrazumevamo da se
isto slovo zameni istom formulom). VaZi, sledece §to se neposredno
dokazuje:

A, Ayy ...y Agf—A—F, F,, ..., F,|=F.

Kada budemo primenjivali ovo tvrdenje, dodatemo u tekstu
,,.prema iskaznoj algebric‘. Na primer, tatno je p, p = q|=—q, pa
je onda tatno i F,, F, »> F,|—=F,, gde su F,, F, proizvoljne for-
mule. KaZemo i: F,, F;, > F,|=F, prema iskaznoj algebri. Sli¢no,
prema iskaznoj algebri F,VF,, 7 F,|=F,; F,, 7 F,|=F,, gde su
F, i F, proizvoljne formule.

Navedenim tvrdenjem ne opisuju se svi slucajevi kada nastupa
F,, F,, ..., F,/—=F. Tako, na primer, pomo¢u njega se ne moZe
dobiti F|—=(Vx)F, §to je inade tagno, jer, prema definiciji tacnosti
neke formule, formule F i (¥ x)F su obe tacne ako i samo ako je
jedna od njih tacna.

Primeri. 1. U ovom primeru simbolima S, P, M oznatavamo tri relacijska slova
duzine 1. Dokaza¢emo:

O Vx) M) > P®), 3x) M@AS®) =% SEAPX).

Neka je D neki neprazan skup i neka su M, P, S oznake za tri relacije
duZine 1 toga skupa koje su ujedno i interpretacije odgovarajucih relacijskih
slova u (1). Ako su ispunjene hipoteze, onda za neki element c & D bice
M(@AS()=T, M() = P(c)=T, odakle na osnovu istinitosnih tablica
dobijamo M (=T, S()=T, P(@©=T, pa je S()AP(c)=T, odnosno
3x) SEAPX)=T. Tako je dokazano da je (Ix) (S(x)AP(x)) posledica.

(1) je u uskoj vezi sa jednim od tzv. ARISTOTELOVIH SILOGIZAMA, koje u
daljem tekstu zovemo, kratko, SILOGIZMI.

Svaki od silogizama ima dve hipoteze (premise) i jednu posledicu (zaklju-
¢ak). U njima ulestvuju tri termina: mali, srednji i veliki. Mali, u oznaci S.
jeste subjekat zakljulka (posledice), a veliki, u oznaci P, jeste predikat (u smislu
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bliskom gramati¢kom) zaklju¢ka. Srednji termin, u oznaci M, jeste zajednicki
u obe hipoteze. To se opisuje re€ima: ,,preko srednjeg termina izvodi se zakljucak
o vezi S i P

Hipoteze i zakljutak su refeni¢ne sheme jednog od sledec¢ih oblika:

(a) Svaki A je B,

(i) Neki A je B,

(e) Nijedan A nije B,

(0) Neki A nije B.

Ovde su A, B neki od S, P, M.

) Simbolima A, B odgovaraju NEPRAZNI skupovi objekata koji imaju neko
svojstvo. Pri tome: (a), (i), (¢), (0) treba redom shvatiti na slede¢i nalin:

,,Svaki onaj element koji ima svojstvo A ima i svojstvo B
,,Postoji element koji ima svojstvo A i svojstvo B¢

,,Svaki onaj element koji ima svojstvo A nema svojstvo B.¢
,,Postoji element koji ima svojstvo A, a nema svojstvo B<.

Obi¢no se redenitne sheme (a), (e), (i), (0) oznalavaju redom krace: aAB,
iAB, eAB, oAB. Slova a, i uzeta su iz reti AFFIRMO (tvrdim), kao njena prva
dva samoglasnika. Sli¢no, slova e, 0 su uzeta iz redi NeGo (odriCem).

Navodimo sve silogizme, grupisane u odredene FIGURE, koriste¢i navedene
krace oznake. Za svaki silogizam dajemo i odgovarajuce ime. Figure su sledece:

1 figura II figura III figura IV figura
MP PM MP PM
SM sM Ms Ms
SP SP SP Sp

Silogizmi prve figure su:
(1) Barbara (2) Celarent (3) Darii (4) Ferio (5) Barbari (6) Celaront

aMP eMP aMP eMP aMP eMP
aSM aSM iSM iSM aSM aSM
aSP eSP iSP oSP iSP oSP

Silogizmi druge figure su:
(1) Cesare (2) Camestres (3) Festino (4) Baroco (5) Cesaro (6) Camestrop

ePM aPM ePM aPM ePM aPM
aSM eSM iSM oSM aSM eSM
eSP eSP oSP oSP oSP oSP

Silogizmi trece figure su:
(1) Darapti (2) Datisi (3) Felapton (4) Disamis (5) Bocardo (6) Ferison
aMP aPM eMP iMP oMP eMP
aMs iMS aMs aMs aMs$s iMS

iSP iSP oSP iSP oSP oSP
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Silogizmi Cetvrie figure su:
(1) Bamalip (2) Calemes (3) Dimatis (4) Fesapo (5) Fresison (5) Calemop

aPM aPM iPM ePM ePM aPM
aMS eMS aMS aMS iMS eMS
iSP eSP iSP oSP oSP oSP

Prema (a), (), (i), (0), a s obzirom na uslov nepraznosti skupova objekata
koje imaju svojstvo S, P ili M, redeni¢nim shemama (a), (e), (i), (0) moZemo
na slede¢i nalin dodeliti odgovarajuée formule predikatskog raduna:

Svaki A je B: VMX)(AX) > BE)AGX)A(K);

Neki A je B: (3 x) (A (X)ABx));

Nijedan A nije B: VX)AE > BEDAEXH)AXAGX) BE);
Neki A nije B: GEx)AEABE)AEX) B x),

gde su A, B relacijska slova duZine 1,

Tada svakom silogizmu odgovara taéan zakljuéak oblika: F,, F,|=F, gde
su F,, F,, F formule koje na izloZzen naéin odgovaraju redom prvoj hipotezi, dru-
goj hipotezi i zaklju¢ku. Na takav nain, na primer, silogizmu Barbara odgovara:

VM@ => PEOYAE)IME), V) S (x) = ME)NAE xS (x)
FVX)E G => POOAGEDS )
U slucaju ovog silogizma vaZi i sledece:
ME > P®), V)EE > M®) = (Vx)S &) = PE),
§to se dobija iz prethodnog ,,otklanjanjem‘* formula
@XM (x), @x)S ).

Sti¢no vaZi, kao §to se neposredno proverava, i za sve ostale silogizme,
osim za sledec¢e: Barbari, Celaront. Cesaro, Camestrop, Darapti, Felapton, Bama-
lip, Calemop, Fesapo.

Tako, na primer, u sludaju silogizma Datisi mogu se otkloniti formule
kojima se garantuje nepraznost skupova i, prema refenom, dobija se:

VX)M@) = PE) @)MEASE) |= @x) S AP X)),
a to je zapravo primer od koga smo posli.

2. U primeru koji izlaZemo neka slovo Rf bude zamenjeno slovom R i
neka f ? ¢, ), f i (t), gde su ¢,, t, termi, budu oznaCeni redom ¢, 1,, t'l. Uz
to podrazumevamo, na primer, da su

1)1y, 17 omake za f1(f](t, 1), 1), £1(F] (D)

Neka skup formula

R(x, x); R(x,5) > R, x); R(x, ) AR(»,2) = R(x,2); R(x,5) = R(xz,y2);
R(x, ) = R(zx, zy); R((x) z, x(¥2)); R(xa,, x); R(xx', a)
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bude skup hipoteza. Taj skup ¢emo zvati i skup G. Navedimo neke posiedice
skupa G:

1° (R(x, WAR(x1, 7)) = R(xxy, )

2° R x, a)

3° R(a, x, x)

4° R(x", x)

50 R ((xy)’, yr xl)

6° R(xz, x) = R(z, a)

7° (32)R(xz y)

8 (@2)R(zx, y)

Dokazaéemo, na primer, da su 2° i 3° posledice skupa G. Uzastopnom
primenom hipoteza skupa G dobijaju se sledece posledice:

R (a;, xx7), R(x'a;, x'(xx")), R(x"a;, (¥’ x)x"), R(x’, (X' x)x")

R(x'x", (X x)x)x""), R(a,, (x'x)(x' X)), R{a,, (x'x)a), R(x'x, a))
¢ime je dokazano 2°.

Takode se iz G dobijaju i ove posledice:

R (a,x, (xx’)x), R(a,x, x(x’x)), R(a,x, xa), R(a,x, x),
Cime je dokazano 3°.

Skup hipoteza G na o&igledan nadin odgovara skupu aksioma kojim se
definiSe GrRuPA. Izvedene posledice odgovaraju dobro poznatim svojstvima grupe.

U iskaznoj algebri imali smo
(1) ALA, ..., Al |=A «— [ = (A ANAAN - - - NAY) 2 AL
Ovde analogon ne vaZ jer, na primer, jeste F|— (Vx)F, dok
nije [ = F = (Vx)F, $to se vidi iz sledeéeg primera.

Neka je formula Rj(x), ncka je domen D={l, 2} i neka se
R} interpretira kao relacija «: ,,biti jednak 1%, odnosno a(1)=T,
x(2)= 1. Tada F = (Vx)F glasi: Ri(x) => (Vx)R}(x). Formula

(Vx)R:(x) je netadna. Ako za x uzmemo 1 onda, zbogx(1)=T,
vrednost formule je T = L, odnosno _ . Dakle,

Ri(x) = (YX)Ri(%)
nije valjana formula.

Ako su u pitanju zatvorene formule, analogon vaZi. Odgo-
varajuéi stav navodimo bez dokaza, jer je skoro isti kao i dokaz
sliénog stava iskazne algebre.



56 SLAVISA B. PRESIC

Lema 1. dko su F,, F,, ..., F, zatvorene formule onda
F,F,, ..., F, | =F <> | = (F,AF,A...AF,) > F.

Neka _]C F formula &ije su slobodne promenljive v;, v,, ..., V;n
i neka je pri tom navedeni redosled isti kao redosled pojavljivanja
tih simbola u osnovnom nizu promenljivih

Xy Vs Zy, X5 V15215 eoe s Xns VYns Zps eee o

Tada formulu
vVv)(¥vy) ... (Vv F

zovemo ZATVORENIE formule F. Zatvorenje oznaavamo i F. Veoma
Je znatajno da F|——F i F |=F. Iz toga svojstva proizlazi

F,F,,...,F,| =F «—> F,,F,,...,E,|—F

Analogon stavu iz iskazne algebre je sledeéi stav. Dokaz izo-
stavljamo, jer je slian dokazu odgovarajuéeg stava iskazne algebre.

Lema 2. 4ko je F, zatvorena formula, onda
F,F,...,Fa| =F ~—> F,F,,...,F_ | =F, > F.

Tvrdenja koja smo u ovoj tadki navodili iskazujemo saZeto
u jednom stavu. Tu je jedino nov sludaj 4b, koji se neposredno
dokazuje na osnovu 4a i odgovarajuée tautologije.

Stav 1° Ako su A,,...,A,, A izkazne formule i ako su F,,
F,, ..., F,, F formule kvantifikatorskog racuna prvog reda, dobijene
iz njih kada se iskazna slova tih formula zamene nekim formulama
kvantifikatorskog racuna prvog reda (ista iskazna slova zamene se,
pri tom, istim formulama), onda:

1° AL A,,...,A,|=A — F,,F,,...,F,|=F
2° FI=F, F|—=F
3 F,,F,,...,F,|=F «—>F,,F,,...,F,|=F
4° Ako su F, F,, ..., F, zatvorene formule, onda
(@ F,F,...,F|=F <> [=FAF,A--- AF,>F
®) F,F,...,FR|=F <> |=F,>F > (..F.>F)...))
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5° Adko je F, zatvorena formula, onda
F,F,...,Fo|=F «<~—> F,, F,, ..., Foyy —F,>F
Navodimo primere primene ovog stava.

1. Vazi (vx) (R} () = Ry (%), (V) (R () = R3 ()

= (V%) (R} () = R3 () -
Zaista,
V0 R > RLE) =R ) > R, (V0 ®® = Ri@) =R ()
= R; (x), a prema iskaznoj algebri: R: x) > R; (x), Ré x) > R; ) |= R} (x)
= RL(x). Stoga je (V%) R} (®) = R(), (V) R (x) > Ri@) =R ()
> R; (x). Dokaz je zavrien ako primenimo R} > > R; ) =Nx (Rl1 x)
=> R_-‘,, (x))-

6. PRIMERI I NEKA SVOJSTVA VALJANIH FORMULA

U ovoj tagki navodimo razne primere valjanih formula, kao
i neke stavove o njima.

Jedna klasa valjanih formula moZe se dobiti iz tautologija,
na slede¢i nadin.

Neka je A iskazna formula &ija su sva razli¢ita iskazna slova
u,, Uy, ..., U, i neka je F formula koja se dobija kada se slova
u,, Uy, ..., U, zamene nekim formulama kvantifikatorskog racuna
(ista slova zamene se istim formulama) i pri tome se =, 71, V, A=
zamene odgovarajuéim znacima kvantifikatorskog raluna. Tada odi-
gledno vazi:
Stav 1 Ako je A tautologija, onda je F valjana Sormula.

Formulu F, dobijenu iz A na opisan nalin, zovemo IZVOD
formule A.

Primer. Izvodi tautologija
PV —p, PVA < aVp, (PATP) = q
(p > @< (pva,(p e q < ((=>DA@ => P
jesu formule
F,v - F, F,VF, & F,VF;, F, A F) > F,
(F, > F) © (F,VF), F, © F) < (F, > F)AF, = F),
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gde su F,, F, bilo koje formule kvantifikatorskog rauna prvog reda, i ti izvodi
su valjane formule.

Stav 2. Ako su A i B proizvoljne formule, onda su valjane sledece
JSormule:

(N (Vv) (AAB) < (YV)AA(VYV)B
(2) (Vv) (AVB) < (Vv)AVB
(v nije slobodna promenljiva u B)
3) 3v) (AAB) < (IvVAAB
(v nije slobodna promenljiva u B)
4) 3v) AVB) @ (AvVAV(@E»B
®) (VYA < (@v) A

Dokazi tih tvrdenja se neposredno izvode koristei istinitosne tablice.

Primedba. Kao pravilo za paméenje (1) — (5) moze da sluZi Cinjenica da u
sluéaju konaénog domena D={d,, d,, ..., da} formule oblika (Vv)F, GwF
imaju vrednost redom:

F,AF,A ... AFa, F;VE,V ... VFy

(gde F; znadi vrednost formule F kada v uzme vrednost d;, pretpostavljajuci jo§
da su i sve ostale promenljive koje eventualno ulestvuju u F uzele vrednosti).
U tom slu€aju (1), (4) u vezi su sa zakonima asocijativnosti za operacije A, V,
dok su (2) i (3) u vezi sa distributivnim zakonima V prema A i A prema V.

Najzad, (5) je u vezi sa De Morganovim zakonima.

Za formulu A kaZemo da je (SEMANTICKI) EKVIVALENTNA sa
formulom B, u oznaci A |—|B, ako je formula A < B valjana
formula. Neposredno se dokazuje

1° A=A, 2° A|=|B —> B|—| A,
3 A|—=|B, B|—|C —> A |=|C,
gde su A, B, C proizvoljne formule. Takode se lako dokazuje i sle-

dee: Ako je A valjana formula i A |—|B, onda je i B valjana
formula.

Uokimo, dalje formulu

0)) (VX) Ri (x) = Ri(»).



ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE 59

Neka je D domen interpretacije i « njegova relacija duZine 1 —
interpretacija slova R{. Jedna slobodna promenljiva date formule
je y, pa stoga formuli odgovara relacija duZine 1 skupa D. Neka
Je ¢ proizvoljan element iz D — interpretacija y. Ako je a(c)=T,
onda je vrednost formule (1) jednaka T, a ako je «(c)= |, opet
je vrednost formule (1) jednaka T, jer iz «(c)= 1 proizlazi da
(Vx)a(x)= 1. Kako to vaZi za svaki neprazan skup D i svaku
njegovu relaciju «, to je (1) valjana formula.

Uoc¢imo sada formulu
2) VX)A(x)=> A@) (t je term),

u kojoj je A(x) formula koja ima (eventualno) slobodnu promen-
ljivu x i u kojoj A (r) oznadava formulu dobijenu iz formule A (x)
kada se sva slobodna pojavljivanja promenljive x u A zamene sa ¢.
Formula (1) je jedan primer formula oblika (2). Neka je A (x)

formula (3y) Ri(x, y) i neka je term ¢ jednak y. Tada (2) glasi:
©) (Vx) @) Ri(x ») = @») R, ).

Ova formula nije valjana, kao $to se zakljuduje iz sledeée interpre-
tacije. Neka je D={l, 2} i neka je B njegova relacija duZine 2, za
koju je B(1, )=1, (1, 2)=T, B2, H)=T, B(2, 2)= L. Uz-
manjem skupa D za dom:n interpretacije i interpretirajudi R} kao
B, formula (3) ima vrednost |, jer (Vx)(3y) R: (x, y) ima vred-
nost T, dok (3y) Ri(», y) ima vrednost | .

Formule (1) i (3) jesu primeri formula oblika (2) i to jedna

je valjana, druga nije. Za ono $§to sledi, od interesa je jedna klasa
valjanih formula oblika (2).

Radi lak3eg opisivanja te klase, uvodimo jedan pomoéni po-
jam: term t je slobodan za promeljivu v u formuli A.

Neka je ¢ neki term &ije su sve promenljive u;, u,, ..., t,
i neka je v proizvoljna promenljiva.

Ako, pri tom, ne postoji nijedna podformula formule A jed-
nog od oblika

(Vu)B, (Vu,)B, ..., (Vu)B, Qu)B, (3u)B, ..., Qu)B,

tako da v ima slobodno pojavijivanje u formuli B, onda kaZemo:
TERM t JE SLOBODAN ZA PROMENLJIVU v U FORMULI A.
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Primeri. 1. Term y je slobodan za promenljiva x u formuli R} (x), ali isti term
za istu promenljivu nije slobodan u formuli (3y) R% (x, ), kao i u formuli
(V) R} ().

2. Term f f (x, z) slobodan je za promenlivu x u formuli

@R &, ») > Ri (),
ali nije slobodan za x u formuli
A2) (V3) R} (x, ») = R} ().
3. Term ¢ je slobodan za bilo koju promenljivu u formuli A ako sve

promenljive terma imaju jedino slobodna pojavljivanja u formuli A.
4. Term u je slobodan za promenljivu u u bilo kojoj formuli A.

Vazi sledeéi stav.

Stav 3. Formula
4 VMA@ > A

je valjana ako je A proizvoljna formula, u — promenljiva, t — term,
ukoliko je term t slobodan za promenljivu u u Jormuli A (u).

Dokaz. Pretpostavimo da formula (4) nije valjana. Tada pri nekoj
interpretaciji 1 formula (4) ima vrednost | . U tom slu€aju formula
(Yu)A (u) ima vrednost T, dok formula A () ima vrednost | .
Kako je term ¢t slobodan za promenljivu # u formuli A (u), odnosno
kako u formuli A () nijedno slobodno pojavljivanje promenljive u
nije u oblasti dejstva bilo kog od kvantifikatora (Vv;), (Av:), gde
je v; ma koja promenljiva terma ?, zakljucujemo da ako term i
promenljiva u dobiju pri nterpretaciji I istu vrednost, onda ¢ée i
vrednosti formula A (@) i A(f) biti iste. Znaci, za ovu odredenu
intrpretaciju promenljive u formula A (x) ima vrednost |, dok
prema pretpostavci formula A () ima vrednost T za svako u. 1z
kontradikcije sledi da je formula (4) valjana. |

U sledeéem stavu iznosimo neka karakteristiCna svojstva va-
ljanih formula.

Stav 4. 1° Ako su A, B, C proizvoljne formule, onda su formule:
(a) A=>(B=>A)
(b) A>3B=>C) = (A=>B) > (A =>C)
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©) (A =>"B) > (B=>A)
(@ (Vu)Aw) > A(®)
(term 1 je slobodan za promenljivu u u formuli A)
(e) (Vu)(A > B) > (A =>(Yu)B)
(u nije slobodna promenljiva formule A)
valjane.

2° Ako je A valjana formula, onda je i formula (¥ u) A valjana.

3° Ako su A i A = B valjane formule, onda je i formula B
valjana.

Dokaz. Formule (a), (b), (¢) jesu izvodi tautologija, pa su prema
tome valjane formule. Formula (d) je valjana, prema prethodnom
stavu. Formula (Vu)(A = B) je semantitki ekvivalentna sa svakom
od formula

(Vi) (mAVB), TAV(Vu)B, A= (Vu)B.

Koristili smo tautologiju (p=q) < (—pVq), kao i stav 2, pa
je (e) valjana formula.

Tvrdenja 2° i 3° neposredno proizlaze iz definicije valjane
formule i iz istinitosne tablice za operaciju = algebre (T, L) [

Pretpostavimo da se u iskazu ovog stava re€ VALJIANA zameni
reju KARAKTERISTICNA, tako da se onda novodobijeni iskaz shvata
kao definicija skupa karakteristiénih formula kvantifikatorskog ra-
&una, smatrajuéi pri tom da je taj skup K minimalan skup formula
koje ispunjavaju uslove definicije. Za kvantifikatorski radun prvog
reda najvaZnije je to S$to je skup K isti kao i skup svih valjanih
formula.

Ovo je, u stvari, iskaz poznatog Godelovog stava potpunosti
predikatskog raduna (razlika je jedino u tome Sto se, umesto ka-
rakteristiéna formula, kaZe teorema).

Taj stav pruZa moguénost da se skup valjanih formula uvede
bez upotrebe pojmova tadan, netalan, bez velikog dela teorije
skupova odnosno, sa tim u vezi, i SA MANJOM INTUICIJOM. U drugom
delu tako i &inimo, samo umesto valjana formula kaZemo teorema.
Za takozvano potpuno aksiomatsko odnosno FORMALNO zasnivanje
obi¢nih matemati¢kih teorija to ima prvenstveni znalaj, jer su
aksiome i teoreme tih teorija u odredenim vezama sa valjanim
formulama.




ITI. DEFINICIJE

U ovoj glavi izlaZemo najosnovnije o vrstama definicija na
koje se Cesto nailazi u matematici.

Definicijom se uvodi jedan nov termin (simbol) koji je dove-
den u vezu sa ve¢ uvedenim ili polazno uzetim simbolima. Misaoni
sadrZaj (korelat) termina uvedenog definicijom zovemo pojam. Otuda
kaZemo i da se definicijom uvodi nov pojam.

Definicija ima stoga dva glavna dela: DEFINIENDUM (deo koji
se definide) i DEFINIENS (deo kojim se definiSe). Na primer, u de-
finiciji:

,,PARAN BROJ je ceo broj koji je deljiv sa dva‘,
definiendum je ,,paran broj*, a definiens je ,,ceo broj koji je deljiv
sa dva‘“.

Kada se obrazuje definicija, pri izboru novog simbola (novog
imena) imamo veliku slobodu; naime, novo ime moZe biti ma koji
simbol prethodno neupotrebljen.

Tako, u aritmetici moZe se usvojiti svaka od definicija:

Broj a je dobar ako je a(a+1) deljiv sa 3.

Broj a je istaknut ako je a(a+ 1) deljiv sa 3.

Broj a je pravilan ako je a(a-+1) deljiv sa 3.
ukoliko definiendumi nisu ranije definisani.

U ovim definicijama stoji ,,ako* (izmedu definienduma i de-
finiensa) umesto ,,ako i samo ako‘. Ovakva zamena je, iz stilskih
razloga, Cesto prisutna u definicijama. Medutim, treba ista¢i da je
u navedenim i sli¢nim definicijama jedino ispravno upotrebiti ,,ako
i samo ako*.

I pored relativne slobode u izboru definienduma, definicija
mora da ispuni neke uslove da bi bila KOREKTNA.

Navodimo prethodno primer nekorektne definicije.

U skupu realnih brojeva definiSimo operaciju, u oznaci «,

na sledeéi nacin:
X # Yy=Z<«—>2>2,

62
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Prema toj definiciji je, na primer, 1 % 2=5, 1 « 2=8§, odakle
dobijamo 5=38, §to je netalno.

Poljski logi¢ar S. Lesniewski (1886—1939) prvi je formulisao
sledeéa dva uslova koja mora da ispuni korektna definicija neke
teorije.

1°  Novouvedeni simbol mora da bude OTKLONIIV iz svakog
iskaza (formule) teorije u kome se pojavijuje.

2° Definicija ne sme da bude takva da se pomocu nje u teo-
riji dobije tvrdenje (teorema) koje se bez nje ne bi moglo dobiti,
odnosno ne sme da bude KREATIVNA.

Dakle, OTKLONJIVOST i NEKREATIVNOST su uslovi koje mora
da ispuni korektna definisija. Stavite, uzimamo da ti uslovi definidu
pojam KOREKTNA DEFINICIJA.

Primer. Oduzimanje u skupu celih brojeva moze se definisati pomocu sabiranja
na slede¢i nalin:
X—y=Z<¢——>X=Yy+Z

Novouvedena operacija ima, na primer, svojstvo x—(x—y)=y. To svojstvo celih
brojeva moZe se izraziti i na sledeéi nacin, otklanjanjem simbola —:

,,Ako je x=y+z, onda je x=z+Yy.“

Ovo se neposredno zakljutuje uvodenjem jednakosti x—y =z i koriséenjem
da je njena posledica jednakost x—z=y.

Na tom primeru se vidi kako se moZe vrSiti otklanjanje novouvedene
operacije.

Jak razlog za uvodenje definicije, odnosno novih simbola, u
nekoj teoriji je uproi¢enje izlaganja.

U ovome §to sledi pretpostavljamo da je poznata definicija
teoreme specijalnih kvantifikatorskih raduna prvog reda, u oznaci J
(u daljem tekstu, kratko TEORUA J). O tim tzv. formalnim teori-
jama izlaZemo detaljnije u drugom delu (glava III). Na ovom
mestu zadovoljavamo se slede¢om definicijom.

Teorija S ima neke konstante, operacijska i relacijska slova od
onih koje ima i kvantifikatorski racun prvog reda. Formule teorije =)
jesu neke od formula kvantifikatorskog racuna prvog reda (one u
kojima ucestvuju simboli teorije S). Aksiome teorije S jesu:

1° formule oblika (a), (b), (c), (d), (¢) iskaza stava 4 (pret-
hodna glava, tacka 6);
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2° izvesne odredene formule — tzy. SPECIJALNE AKSIOME feo-
rije .

Skup TEOREMA feorije & je minimalan skup, koji ima sledeca
svojstva:

(1) Aksiome teorije S jesu teoreme.

(2) Ako je A teorema, onda je i (NVu) A teorema.

(3) Ako su A i A = B teoreme, onda je i B teorema.

Takozvana TEORUA S SA JEDNAKOSCU nuZno ima bar jedno
relacijsko slovo, u oznaci, na primer =, za koje su postavljene
dodatne aksiome u skladu sa svojstvima obi¢ne jednakosti (v. tagku
2, glava III, drugi deo).

U takvim teorijama uvodi se kvantifikator (3,u), gde je u pro-
menljiva na sledeéi nacin:

(314) A (u) je zamena za (3u) A (A (A@AA®Y) = u=v),

gde je A proizvoljna formula Cija je jedna slobodna promenljiva u i
u kojoj je promenljiva v prva u osnovnom nizu promenljivih takva da
Jje term v slobodan za promenljivu u.

Interpretacijom simbola kvantifikatorskog raguna od defini-
cija koje navodimo neposredno dobijamo definicije u raznim ne-
formalnim teorijama, kao 3to se vidi iz primera koje dajemo.

U teorijama < znadajno mesto imaju definicije kojima se
uvode novi relacijski simboli, operacijski simboli, kao i nove kon-
stante. Dezfiniendum i definiens odvajamo redom sa ,,je zamena za.

Neka je A(vy,v,,...,v,) formula &ije su jedine slobodne pro-
menliive v, v,, ..., v,, koje su razlidite. Ista Jformula moze imati i
razne vezane promenljive. Neka je R neki novi simbol.

Definicijom
1) R(vi, vy5 oo 5 v,) je zamena za A (v, vy, ..., V,)
uvodimo jedan nov sloZen simbol R (v, Vos ooy V) — definiendum
kao zamenu za formulu A (v, v,, ..., v,), koja je definiens. Kazemo

i da se definicijom (1) wvodi nov relacijski simbol R.
Inale (1) je korektna definicija.

Interpretacijom simbola formule A (v,,v,, ..., v,), na nadin
koji je izloZen u prethodnoj glavi, od definicije (1) prelazi se na
INTERPRETIRANU DEFINICUU, kojom se uvodi relacija duZine n do-
mena interpretacije D.

1 Cita se: postoji taino jedan ur‘.
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U definiciji umesto ,,je zamena za“ pifemo i <~—.
Primeri. 1. Relacijski simbol A duzine 2 uvodimo slede¢om definicijom:
A y) «——> R NVR ().

Ako R?, R% interpretiramo redom kao relacije =, < a promenljive x, y kao
realne brojeve, onda se A interpretira kao relacija « za koju je

o (X, y) <> X=yVX<Y,
odnosno ,,X je u relaciji « sa y «——> Xx=yVx<y*, tj. kao relacija <.
2. Uvodimo relacijsko slovo S duZine 1 sledeCom definicijom:
()} S@) «— @NER ),

koja je korektna, jer definiendum i definiens imaju iste slobodne promenljive.
Interpretirajmo R% kao relaciju ,,biti element** (Rf (¥, x) znali: y je ele-
ment iz x).
Tada prethodnom definicijom uvodimo jednu relaciju duZine 1:

X je u relaciji S <——> postoji y takav da je y element iz X.

Dobijenu relaciju moZemo zvati ,,biti neprazan skup*‘, odnosno ,,Xx je u
relaciji $*“ moze biti zamenjeno sa ,,X je neprazan skup*.

1z tog primera vidimo kako se ,,biti neprazan skup*¢ definife pomoéu
relacije €.

U slu€aju definicije (2) interpretirajmo promenljive na skupu prirodnih
brojeva, a Rf kao relacija «:x je u relaciji & sa y «<——> x*=y.
Tada se pomoéu (2) uvodi jedna relacija u oznaci, na primer S, za
koju imamo:
X je u relaciji S «<——> postoji y takav da je yi=X.

Dobijenu relaciju moZemo zvati ,,biti potpun kvadrat®.

3. Navodimo nekoliko primera iz obi¢ne aritmetike. Znaci su, dakle, ved
interpretirani na uobifajen nacin.

X>Y <> X>yVX=Yy
x|y «—> @) (=-=)
x je prost broj «—— x>IANVY) (G#IAY|X) = y=%)
y je aritmeticka sredina za X i z <——> x+z=2y
U sistemu celih brojeva nekorektna je sledea definicija:
Rx) «—— x+y=0.

5 Elementi matematike logike
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MoZe se, na primer, izvesti: Ako postoji y tako da je x+y=0, onda je, za
svaki y, x+y=0; $§to nije tano, izmedu ostalog, za x=1.

Neka je A (v, v,, ..., V,, W) formula teorije S sa jednakoséu cije
su slobodne promenljive tacno v,, v,, ... vy, w i pri tom su to razli-
cite promenljive. Neka je formula (3, w) A (v, v,, ..., v,, w) teorema
teorije S. Ako je O nov simbol, onda definicijom

B) OW, v, ..., v)=w je zamena za A (v;, V5, «.., Vp, W)

wvodimo sloZeni simbol O (v, v,, ..., V,)=w kao zamenu za formulu
A (Vs V35 «.vs Y, W), KaZemo i da se definicijom (3) uvodi nov ope-
racijski simbol O.

Sliéno, ako je A (w) formula koja ima w kao jedinu slobodnu
promenljivu i ako je ¢ novi simbol teorije S sa jednakoséu, onda u
slucaju kada je formula (3, w) A (w) teorema, definicijom

4) c=w je zamena za A (w)

wvodimo nov simbol c=w kao zamenu za formulu A (w). KaZemo i
da se definicijom (4) uvodi nova konstanta c.

Interpretacijom simbola na nacin izloZen u prethodnoj glavi,
od (3) odnosno (4) prelazi se na interpretiranu definiciju, kojom
se u domenu D definiSe operacija duZine n, odnosno jedan odredeni
element.

Korektnost definicije (3), odnosno (4), kojom se uvodi novo
operacijsko slovo odnosno konstanta, proizlazi iz vaZenja slededeg
tvrdenja, koje navodimo bez dokaza.

Neka je &' teorija sa jednakoséu, dobijena iz teorije S sa
Jjednakoséu dodavanjem novog simbola O odnosno ¢ (a sa tim u vezi
proSirenjem skupa formula, aksioma i teorema) i uzimanjem sledece
formule za aksiomu:

AWy, vyyoony Yy Oy, Vyy..., v,)) odnosno A(c).
Tada su teorije S i S’ u sledecem odnosu:

1°  Svaka teorema teorije S je teorema teorije .

2°  Postoji EFEKTIVAN POSTUPAK OTKLANJANJA NOVOG SIMBOLA
kojim se od svake teoreme teorije &' dobija teorema teorije .

Primeri. 1. U teoriji grupa &, &iji je jedini¢ni element oznalen sa e, dokazuje
se teorema (¥ u) (3, x) (ux=e¢). Na osnovu toga je korektno uvesti novo opera-
cijsko slovo duzine 1. To se i &ini na sledeéi nalin:

x=0 (u) «——> ux=e.
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Obitno se O (u) zamenjuje sa u—'.
Tim novim simbolom se prostije iskazuju, na primer, sledece teoreme:
(u—H-t=u, (uv —l=y—-ly-1,
koje je, naravno, moguéno prevesti na teoreme polazne teorije ¢, otklanjanjem
novog simbola.
2. U aksiomatskoj teoriji skupova, na primer u Zermelo-Skolem-Fraen-

kelovom sistemu, dokazuje se teorema (3;x)(Yy)y€x), pa se sa tim u vezi
defini%e nova konstanta @ i uzima aksioma (V»)"1(y& @) u §iroj teoriji.

Sledeéi tip definicija su ,,definicije u obliku Jednakosti‘. Defi-
def

niendum i definiens se obi¢no odvajaju sa =. Tim definicijama se
uvodi novo operacijsko slovo.

Te su definicije oblika

def
OV Voo vns V) =1,

gde je O novo operacijsko slovo duZine n, koje definisemo, v,
Vs ...V, jesu razli¢ite promenljive i to su Jjedine promenliive koje
ucestvuju u termu t.
def
Umesto = moZe se pisati ,,je zamena za‘“.

def
Primeri. 1 (x, ¥) = {{x}, {x, ¥}}.
2. Ako je u sistemu celih brojeva definisan — X, onda Xx—y moZemo
def

definisati pomo¢u x—y = x+(—Y).
U teoriji & Sesto se uvode definicije sli¢ne svima navedenim,

ali sa tom razlikom §to se umesto promenljivih pojavljuju termi
pod raznim pretpostavkama, koje se odnose na njihovu strukturu.

Na primer, u formalnoj teoriji brojeva uvodi se t,|?, na sle-
de¢i nadin:
1|t «—— Q) (t=1w),
gde su t,, ¢, proizvoljni termi i u je prva promenljiva iz osnovnog

niza X, ¥, Z, Xy5 Vis» Zis++5 Xns Yrs Zns o v oo promenljivih koja ne
udestvuje u tim termima.

U iskaznom racunu £ koji izlazemo u drugom delu (glava I
uvodimo definicije sledeceg oblika:

O(sys Sp,...5 8y) Je zamena za A,
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gde je A iskazna formula za koju su s;, S,,..., S, sva njena razli-
¢ita iskazna slova i gde je O novi simbol.

Kazemo da se takvom definicijom uvodi novi FORMULSKI SIMBOL
0. Takva je, na primer, definicija

(pAq) je zamena za —(p =>19),

gde je nov simbol A i gde umesto A(p, g) stoji dogovorno (p A g).
U drugom delu je viSe istaknuta razlika izmedu formalnog
raluna (teorije) i teorije pomoéu koje je izgradujemo, odnosno tzv.
META-TEORUE. U meta-teoriji upotrebljavamo &esto tzv. REKURZIVNE
DEFINICUE, koje se zasnivaju na matemati¢koj indukciji. Na ovom
mestu navodimo samo neke primere takvih definicija. Definicije
iskaznih formula, terma i kvantifikatorskih formula su rekurzivne.
Sli¢no, definicija stepena a™ al=a, a+t!=a® a je rekurzivna.



DRUGI DEO

I. FORMALNE TEORLJE

Formalna teorija, u oznaci J, odredena je kada su ispunjeni
sledeéi uslovi.

1° Dat je najvise prebrojiv skup simbola, tzv. OSNOVNIH
SIMBOLA teorije .

2° U skupu svih redi sa osnovnim simbolima teorije odreden
je podskup, tzv. skup FORMULA teorije . Uz to dat je i efektivan
postupak za odludivanje da li je neka re¢ formula ili nije.

3° U skupu svih formula odreden je jedan podskup, gije
elemente zovemo AKSIOME. Ako je jo§ dat i efektivan postupak za
odlugivanje da li je neka formula aksioma ili nije, onda d zovemo
AKSIOMATSKA TEORDJA.

4° Dat je kona&an broj tzv. PRAVILA IZVODENJA. Svako pravilo
izvodenja je izvesna relacija u skupu formula teorije d. Ako je «
jedno pravilo izvodenja duZine n, na primer, onda ma kakve bile
formule A, A, ..., Ay, A, postoji efektivan postupak za odlu-

givanje da li su redom formule A;, A,, ..., Ay A, u relaciji «

ili nisu. Ako su redom formule A;, A, ..., Ay Ay U relaciji «,

onda kaYemo i: A, je DIREKTNA POSLEDICA redom formula A,, A,,
AL A, ..., Ay

..., A,_, po pravilu izvodenja « i piSemo A

n

Oznadimo redom sa S(9), F(9), A4(F), R(T) skupove
osnovnih simbola, formula, aksioma i pravila izvodenja teorije g.

Navedeni skupovi odreduju formalnu teoriju, pa se teorija g
moe strikino definisati kao (S(3F), F(T), A(F), R(D))

Umesto formalna teorija ka¥emo i FORMALNI RACUN.
Definicija 1. Konalan niz formula

B, B, ..., Bn

formaine teorije J zovemo 1ZVOPENJE (DEDUKCUA; DOKAZ) u teoriji
ako svaka formula B; (1<i<m) tog niza ispunjava uslov:

1° B, je aksioma, ili

69
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2° B, je direktna posledica nekih prethodnih formula niza po
izvesnom pravilu izvodenja teorije J.

Definicija 2. Formulu By, formalne teorije zovemo TEOREMA u teoriji J,
u oznaci — B, ili — B., ako postoji bar jedan niz

g
B,, B,, ..., Bn,

koji je izvodenje u teoriji G. U ovom slucaju kaZemo i da je taj niz
izvodenje teoreme By,.

Primer Neka su slova @ i r osnovni simboli teorije . Dogovorno reli a, aa,
aaa, aaaa, ... ozna¢avamo a', a?, @, @, . .. (dakle a! je a, a"+! je a"a; n=12,...).

Neka su formule redi oblika a'ra?, a’ra®, a'ra®, ..., odnosno sve reli
oblika am™ran™, gde su m, n pozitivni prirodni brojevi. Za aksiome uzimamo sledece
formule: a'ra!, a’ra', a za pravila izvodenja:

a™mrah amragh amran, a"raP

o , B ; TERE s
arrqm am-+lpgn+ amrabP

od kojih su « i B duZine 2, a v je duZine 3.
Tada niz formula:
1y a’ral, (2) a‘ra®, (3) a’ra®, (4) a’ra',

predstavlja izvodenje u teoriji G jer: (1) je aksioma, (2) dobijamo iz (1) pomocu
pravila B, (3) dobijamo iz (2) pomocu pravila B, (4) dobijamo iz (3) i (1) pomocu
pravila v.

Prema tome, formula a@°ra' je teorema teorije J.

Takode su i formule a?ra?, a?ra*, a®ra?, a’ra’ teoreme. Uopste, ako je
m-+n paran broj onda je formula @™ ra” teorema teorije G. Dokazacemo da
vazi i slede¢e: Ako je a™ ra® teorema teorije G, onda je zbir m+n paran broj.

Neka se, formula a™ ra™ zove parna formula ako je zbir m+n paran broj.
Aksiome a'ra', a*ra' su parne formule. Ako je amra" parna formula, onda su
i formule a”ram, gm+1rgn+! takode parne. Slino, ako su a@™ra” i a"raP parne
formule, onda je i formula amra? parna. Kratko kaZemo: Aksiome su parne
formule i pravila izvodenja &uvaju parnost formula. Zbog ovoga svi ¢lanovi

B,,B,, ..., Bm
nekog izvodenja u teoriji G moraju biti parne formule.
Zaklju¢ak: Teorema raduna G mora biti parna formula.
Dakle, u sluaju navedene teorije G taan je iskaz:
Formula A teorije & je teorema ako i samo ako je A parna formula.

Za odlugivanje parnosti neke formule postoji efektivan postupak. Otuda
postoji efektivan postupak za odlu¢ivanje da li je neka formula teorije G teo-
rema ili nije. Iz ovog razloga, za teoriju G kaZemo da je ODLUCIVA.
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Uopste, neka formaina teorija G je ODLUCIVA ako postoji efek-
tivan postupak kojim se moZe za proizvoljnu formulu A te teorije
odluciti da Ii je teorema teorije J ili nije.

Primedba. U izloZenom tekstu pojam efektivan postupak uziman je u
intuitivnom smislu. Postoje razne stroge definicije tog pojma (definicija Markov-
ljevog algoritma, rekurzivnih funkcija), koje su na odreden nadin ekvivalentne.
Hipoteza je da one potpuno pokrivaju intuitivan pojam efektivan postupak.

Definicija 3. Neka je G neki skup formula neke formalne teorije J
i neka je A odredena formula iste teorije. Kafemo: formula A je
POSLEDICA skupa formula G ako postoji konacan niz formula

B,, B,, ..., By (B Jje jednaka A),

Sija svaka formula B; ispunjava uslov:

1° B, je aksioma; ili

2° B, je iz skupa G ili

3° B, je direktna posledica nekih prethodnih formula niza po
izvesnom pravilu izvodenja teorije J.

Ako je A posledica skupa formule &, onda piSemo F Z A ili

&G — A, a elemente skupa & zovemo HIPOTEZE (PREMISE, PRETPO-
STAVKE). Pomenuti niz B;, B,, ..., By, zovemo IZVODENJE FORMULE
A iz SKUPA HIPOTEZA &F.

Ako je & konalan skup, onda umesto {A;, A,, ..., A} —A
piSemo i: A;, A,, ..., A A.

Izvodenja iz hipoteza imaju sledeca znacajna svojstva:
1° dko G CF, 1 Gy - A onda &, - A.

2° G A ako i samo ako postoji konacan podskup F, skupa
G takav da.je G, A.

3° Neka G, B, gde je B proizvoljna formula iz skupa &,.
Adko G, — A, onda G, | A.

Formalne teorije obrazuju jednu klasu matematickih teorija.
Ostale matematicke teorije zovemo obiéne matematicke teorije.
Za opisivanje i izgradivanje neke formalne teorije koristi se izvesna
obi¢na matemati¢ka teorija, koju zovemo META-TEORUA te formalne
teorije. Formalnu teoriju u tom sludaju zovemo i OBJEKT-TEORUA.
Meta-teorija nuZno sadrii onaj deo logike koji smo izlagali u
prvoj talki, kao i odgovarajuéi deo logike sa kvantifikatorima.
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Jedan od tvoraca formalnih teorija, D. Hilbert, u svome PRO-
GRAMU izgradivanja formalnih teorija postavio je zahtev korid¢enja
STRIKTNE FINITNOSTI u meta-teoriji, odnosno nekorii¢enja, na pri-
mer, Zornove leme, aksiome izbora, aktualne beskona¢nosti i sli¢no.
Ali pomodéu takve meta-teorije nije moguéno dokazati, na primer,
neprotivurednost formalne teorije brojeva. To je rezultat K. Godela
(tzv. 1I-a Godelova teorema). Medutim, ako se meta-teorija pro§iri
teorijom ordinalnih brojeva, odnosno mneelementarnom teorijom
skupova, onda se neprotivurednost formalne teorije brojeva doka-
zuje, kao $to je to prvi udinio G. Gentzen 1936. g.

Za neki rezultat koji se odnosi na neku formalnu teoriju
veoma je znaajno pomoéu koje meta-teorije je dobijen. Ako se
o ovome ne vodi raduna, mogu nastati razni nesporazumi.

Meta-teorija se izlaZe koridéenjem jednog dela obi¢nog jezika,
prosirenog odgovarajuéom matemati¢kom terminologijom. Taj jezik
zZovemo META-JEZIK. I formalna teorija ima svoj jezik, tzv. OBJEKT-
-EZIK. To je skup &iji su elementi polazni simboli formalne teorije,
reti sastavljene od tih polaznih simbola, kao i konacni nizovi tih reci.
Prema tome, formule, aksiome i izvodenja pripadaju objekt-jeziku.

U prethodno navedenoj formalnoj teoriji formule ara, araa jesu
u objekt-jeziku, dok je iskaz:

,formula ara je teorema*

u meta-jeziku. U meta-teoriji koristili smo i izvesne elemente teorije
prirodnih brojeva.

Tvrdenje koje se odnosi na neku formalnu teoriju zovemo
meta-teorema. Tako: ,,formula ara je teorema‘ jeste META-TEOREMA.
Umesto meta-teorema u daljem tekstu kaZemo i STAV.

Obi¢ne matematitke teorije izgraduju se &esto na slede¢i nacin.
Polazi se od jednog skupa polaznih (osnovnih) termina i odre-
denog skupa relenica sa tim terminima, tzv. AKSIOMA. Za teoreme
se onda uzimaju relenice koje su tagne pri onim interpretacijama
pri kojima su i aksiome taéne; isto tako, teoreme su i sve reenice
koje se dobijaju iz aksioma primenom izvesnih logi¢kih pravila
(koja se obi¢no ne istiu). Za prvi sluéaj kaZemo da se teoreme
izvode SEMANTICKI, a za drugi — SINTAKTICKI. Kod obi¢nih mate-
mati¢kih teorija &esto se prepliu ta dva naina dobijanja teorema.
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Osim toga, postoji i jak stepen intuicije o skupu odnosno,
u novije vreme, o klasi.!

Kod formalnih teorija upotreba intuicije svodi se na neizbeZan
minimum, a takode se preciziraju pojmovi aksioma, teorema,
izvodenja i sli¢no.

Formalne teorije &esto se obrazuju sa ciljem tzv. potpunog
aksiomatskog (odnosno formalnog) zasnivanja neke obine mate-
maticke teorije.

Radi toga se formalna teorija tako izabere da elementima
njenog objekt-jezika odgovaraju objekti matemati¢ke teorije, koju
formalno izgradujemo.

U daljem izlaganju upoznacemo vise primera te vrste. Preci-
ziranjem ovoga Sto smo rekli dobija se pojam glavnih INTERPRETA-
cuA formalne teorije.

Ina&e, interpretacija neke formalne teorije je svako preslikava-
nje objekt-jezika te teorije u klasu objekata neke druge matematicke
teorije

Navodimo dve interpretacije posmatrane formalne teorije.

Obrazovali smo je inspiri§uéi se sledecim tvrdenjima iz teorije
celih brojeva:

a) —1=—1, —1=(—1)

b) Ako je (—1)'=(—1)), onda je (—Di=(—1), gde su i, ]
prirodni brojevi; itd.

Sa tim u vezi, pri njenoj glavnoj interpretaciji imamo:

Interpretacija slova a je broj —1, interpretacija slova r je
relacija ,,jednakost®, a interpretacija redi al je broj (—1)} itd.

Za isti primer, druga interpretacija, u oznaci g, jeste sledee
preslikavanje objekt-jezika u skup prirodnih brojeva:

1°g(@=1, g@)=3, g(aa)=11, g(araa)=1311;

odnosno g(s; s, ... sx) (gde su s; slova a i r) jeste prirodan broj
sije su cifre u dekadnom sistemu redom g(sy), g(s2)s - -+» & (S0

! Skup je ona klasa koja moZe da bude ukljutena u drugu klasu kao
element. Tako, klasa svih skupova nije skup.
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2° Ako su g(w,), g(Wy), ..., g(Wp) prirodni brojevi dode-
ljeni redom refima w,, wW,, ..., W,, onda nizu rei w,, w,, ..., W,
dodeljujemo prirodan broj, u oznaci g(w)2g(w2)2 2g(w)
¢ije su cifre redom cifre brojeva g(w;), kao i 2.

Na primer, nizu ara’, a’*ra dodeljujemo broj 13111211131.

Koris¢enjem sli€ne interpretacije Godel je dokazao neke svoje
poznate stavove.

U daljem, u vezi sa formalnim zasnivanjem obi¢nih matema-
tickih teorija osnovni znafaj ima formulski jezik kvantifikatorskog
rauna K. Pri tome, aksiome odgovarajue formalne teorije su
odredene formule racuna %K. Do njih se dolazi prevodenjem (teksta
prirodnog jezika) na formulski jezik rauna K (slicno kao na
str. 48—51).

Navodimo jedan primer. Tekst. 1° x je skup. 2° x je klasa. 3° x je ele-
menat iz y. 4° x je klasa svih skupova.

Jedan prevod. 1° S(x). 2° K(x). 3° x€y. 2 KXV S O) >y € x).
Objasnjenje. S, K, & su oznake za tri predikatska slova. Umesto < (y, x)
stoji y € x.

Napominjemo da prevodenje nije uvek svodljivo na glavnu
interpretaciju rauna %, jer ona ,,operiSe* jedino sa skupovima.

Primedba. Postoji odredena sli¢nost izmedu pojmova formalnih teorija i obi&nih
matematiCkih teorija.

Formalna teorija ima polazne simbole, aksiome (odredene formule) —
obi¢na matemati€ka teorija ima polazne (osnovne) termine, a aksiome su odre-
dene recenice.

Dokaz obi¢ne matemati¢ke teorije je konalan niz &iji Je svaki Clan: aksi-
oma, ranije dokazana teorema ili ¢lan za koji postoje izvesni prethodni &lanovi
niza iz kojih se on dobija pomocu nekog pravila izvodenja (ta se pravila obi¢no
ne ekspliciraju).

Na primer, u sistemu nenegativnih realnih brojeva niz
(1) x+y=x+y (aksioma) (2) 0 < 2+/Xy (dokazana teorema)

) X+y <xX+24/xy+y (,,sabiranjem* (1) i (2)

) VxS W +VY)R @iz (3)

©) VX+y<vVx+4/y (iz (4) ,.korenovanjem*)

predstavlja dokaz tvrdenja: Ako su X, y nenegativni realni brojevi onda je
< VX +4/Yy.

U stvari, nema velike razlike izmedu strogog izlaganja obitne matematitke te-
orije i izlaganja formalne teorije.

Pojmovi, formalne teorije su preciziraniji i ,,neodredenost‘* koja proistice
iz upotrebe prirodnog jezika svedena je na minimum.

Osnovna je razlika §to se u sluaju obi¢ne matematitke teorije ne odva-
jaju meta-teorija i teorija.



II. ISKAZNI RACUN 2

U ovoj glavi izlaZemo jednu formalnu teoriju koju zovemo
ISKAZNI RACUN £ ili, kratko, RACUN Z.

Slovo £ u vezi je sa imenom J. Lukasiewicza, od koga potife
sistem aksioma ovog ratuna — upro¥enje sistema koji je ranije
uveo G. Frege. Inage, ta formalna teorija je u uskoj vezi sa algebrom
(T, L). Algebru (T, L) zovemo GLAVNI MODEL iskaznog rafuna Z.

1. AKSIOME I PRVE POSLEDICE
OSNOVNI SIMBOLI raduna £ jesu:

> ()Pagrpi @iy - PnGnTn e
gde je n=1,2,3, ...
Simbole
parp a1 ry -+« PnGn'tn --.

zZovemo ISKAZNA SLOVA.

ISKAZNE FORMULE uvodimo sledeCom definicijom.
Definicija 1. 1° Iskazno slovo je ISKAZNA FORMULA.

2°. Ako su A i B ISKAZNE FORMULE, onda sui — A, (A = B)
ISKAZNE FORMULE.

3° ISKAZNE FORMULE mogu se dobiti jedino pomocu konalnog
broja primena 1° i 2° ove definicije.

Sledeéom definicijom uvodimo V, A, <.
Definicija 2. Neka su A i B formule. Tada:

(A AB) je zamena za — (A = B),

(AV B) je zamena za (1A = B),

(A < B) je zamena za ((A = B)A(B => A)).
Usvajamo sliéne konvencije brisanja zagrada kao u algebri

(T, L)
75
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AKSIOME RACUNA /2 jesu:
Al A= (B=>A),
A2 A=>B=>C)=>{(A=>B)=>(A=>0),
A3 (B> —7A)=>(A=>B)

gde su A, B, C proizvoljne formule.

Ovo su tzv. shema-aksiome, po$to svaka od njih ne predstavlja
samo po jednu formulu, jer A, B, C mogu biti bilo koje formule.
Tako, na primer, aksioma je svaka od formula

p=>@=p, p=>@=>p), (Mg=>"1(@>9)=>(r>9=>9,
Jedino PRAVILO IZVODENJA raduna /£ je tzv. MODUS PONENS:
AJA=>B
B
(Cita se: ,,Jz A i A > B izvodimo B¢ ili ,,B proizlazi po modus

ponensu iz A i A = B*). Umesto redi ,,po modus ponensu‘ upo-
trebljavamo i skraéenicu ,,po MP*.

Prema definiciji izvodenja iz prethodne glave, izvodenje u
ratunu £ je svaki konadan niz formula

ALA, ..., Ay
&ija svaka formula A; (1< i <n) zadovoljava uslov
1) A; je aksioma; ili
2) A; proizlazi po modus ponensu iz neke dve prethodne
formule toga niza.

Navodimo jedan primer, Neka je A neka iskazna formula. UoCimo sle-
deci niz:
A=>((A>A)>A))=>(A>A>A) = (A>A)
A= ((A=A)=> A)
A=>A=22A))=>A>A)
A= (A=A
A=A

Cije éemo Clanove zvati redom A, A,, A,, A,, A,. Formula A, je A2; u njoj
treba umesto A, B, C redom staviti A, A = A, A. Formula A, je Al; u njoj
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treba umesto A, B redom staviti A, A = A. Formula A; se dobija iz A; i A,
po modus ponensu, a formula A, je Al. Najzad, formula A dobija se iz A; i
A, po modus ponensu. Na taj nalin dokazali smo da je A,, A,, A;, A, A
izvodenje odnosno ujedno da je A; teorema. Formulisaemo to i posebno.

Lema 1. Ako je A bilo koja iskazna formula, onda
A= A

2. STAV DEDUKCIJE

U skladu sa definicijom iz prethodne glave u racunu £ for-

mula F je posledica skupa formula G ako postoji niz formula
B,, B,,..., B,

tako da je B,=F i da svaka formula B; toga niza ispunjava uslov:

1° B, je aksioma; ili

2° B, je jedna od formula skupa &; ili

2° B, se dobija iz neke dve prethodne formule toga niza po
modus ponensu.

Ako je F posledica formula skupa &, onda piemo &I|-F,
a u sluaju F={F,, F,,..., Fo} pidemo i F;, F,,..., Fot-F.
Formule skupa & zovemo hipoteze, a niz By, B,,..., By zovemo
IZVODENJE (PO HIPOTEZAMA).

Ako je GF, kaZemo i: F je 1zvopLiva iz &. Ako kaZemo F
je m—IzvoDLIIVA iz &, to znadi da jedno izvodenje za Fi—F ima
m &lanova. Ovaj pojam uvodimo radi preglednosti dokaza sledeeg
osnovnog stava — STAVA DEDUKCUE (Herbrand, 1930).

Stav 1. Ako je & neki skup formula i ako &, AB, onda
G- A= B.

Primedba. &, AB znadi G U{A}-B, a sliCno obeleZavanje usva-
jamo i u tekstu dokaza.
Dokaz. Oznalimo sa J(n) slededi iskaz (koji zavisi od prirodnog
broja n):

Za svaku formulu B, ako je B n-izvodljiva iz &, A, onda je
formula A = B izvodljiva iz &.
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Indukcijom dokazujemo da je J(n) tafan iskaz za svaki pri-
rodan broj n, &ime ¢e stav biti dokazan.

Neka je n=1. Tada jedno izvodenje formule B iz &, A ima
tadno jedan &lan, pa taj ¢lan mora da bude B. Ako je BE& ili
ako je B aksioma, s obzirom da je B = (A = B), po modus
ponensu dobijamo FHA =B. U sluaju kada je B=A, imamo
G1A =B, jer je A > A (lema 1).

Neka je n proizvoljan prirodan broj. Pretpostavimo da je
J (k) tadan za sve k koji su manji od n. Dokazaéemo da je iskaz
J (n) tacan.

Neka je B;, B,,..., By, B, jedno izvodenje formule B iz
G, A, gde je B,=B. Tada postoje Cetiri mogucnosti:

1° B je aksioma.

2° B je iz G

3° B je jednaka A.

4° Postoje i i j koji su manji od n, tako da je formula B
jednaka B; = B.

U sludajevima 1, 2, 3 dobijamo A = B na potpuno sli-
gan nad&n kao kada je n=1. U slutaju 4 imamo: GF—A = By,
G1-A = B; (po indukcijskoj hipotezi). Prema aksiomi A2 imamo

A= (B;>B) = (A=>B) = (A= B)),

pa po MP (dvostruka primena) dobijamo &Fi-A = B.

Dakle, prema principu matemati¢ke indukcije proizlazi da je
J(n) tadan iskaz za svaki prirodan broj n. [§
U sluaju kada je n=1, tagno je: ako A —A, onda -A; = A.
$to ina&e proizlazi iz navedenog dokaza stava dedukcije.
Posledica stava dedukcije je sledeée tvrdenje:
Adko A, A,, ..., Aj-A, onda A=A, (A= ... (Aa=> A). . ).
Navedeni stav dedukcije ima zna&ajnu ulogu u formiranju
raznih teorema rafuna 2, kao $to je u gradenju tautologija odgo-
varajuéu ulogu imala slitna teorema algebre (T, L).

Navodimo neke primere.

Primer 1. Ogigledno B, A |~ A, gde su A i B bilo koje formule. Prema stavu
dedukcije redom dobijamo

BHFA=>A, +B=> (A= A).
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2. A, A> B, B> CC, jer je niz
AL, A=>B, B,B=>C, C
izvodenje po hipotezama (prva, druga i Cetvrta formula su hipoteze, treca se

dobija po modus ponensu iz prethodne dve, dok se poslednja dobija po modus
ponensu iz treée i &etvrte formule niza).

Prema stavu dedukcije, iz

A, A=> B, B>CHC
dobijamo
A=>B,B=>CRHA=>C.

3. Dokazaéemo A, — A — B, gde su A i B bilo koje formule.
Odgovarajuée izvodenje po hipotezama je niz

O = A (Hipoteza)

@) "A=>(B=> 1A (A1)

3 "B= A (z (1) i (2) po MP)
4 (—"B>7A) > (A=>B) (A3)

5) A>B (Iz (3) i (4 po MP)
©) A (Hipoteza)

(7 B (Iz (5) i (6) po MP)

1z A, = A |- B dobijamo primenom stava dedukcije
A= (A > B).
Rezultate primera 2 i 3 formuliSemo i odvojeno.
Lema 2. A4ko su A, B, C bilo koje formule, onda:
A=>B,B=>CHA=C.

Lema 3. 4ko su A, B bilo koje formule, onda A, — A\ B, kao
i A= (A=B).

Podse¢amo na neka opsta svojstva pojma dedukcije koja dalje
desto koristimo.

(1) dko A, A,. ..., AL~ A, onda A, A, ..., A,
Antis o5 Ansx AL
(2) dko Ay, A,, ..., A,—A i A-B,
onda A, A,, ..., A, B.
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() dko A, A,, ..., AL A iadko su A, A,, ..., A, teo-
reme, onda je i A teorema.

Specijalno, prema ovom za iskazni raun L imamo:

(3a) Adko su A i A = B teoreme, onda je i B teorema.

(3b) Ako su A > B i B =C teoreme, onda je i A = C teorema.

Isti¢emo jo¥ jednu Cinjenicu. Ako je A,, A,, ..., A, niz Ciji
su C&lanovi aksiome, teoreme ili su takvi da se mogu dobiti od
nekih prethodnih c¢lanova po MP, onda je formula A, teorema;
jer se oligledno taj niz moZe upotpunm tako da je 1zvodene teo-
reme A,. Dalje Cesto upotrebljavamo i takve nizove &iji pojedini
glanovi, dakle, mogu biti ve¢ dokazane teoreme.

OSNOVYNE LEME

Radi daljeg izgradivanja rauna £ potrebne su nam neke leme
koje izvodimo u ovoj tacki.

Lema 4. Ako su A, B bilo koje formule, onda su sledece formule
teoreme:
(@ " A=A, b) A1 AL (¢) (A=>B) = (mB=>7A),
@ A=>(—B=>"(A=>B)).

Dokaz. (a) Prethodno dokazujemo —1—1 A |- A. Odgovarajule iz-
vodenje je

() 7 A (Hipoteza)

2) " A=> (A 1A) (Lema 3)

3) A>T TITA (Iz (I) i (2) po MP)

4) (A=A (A= A) (A3)

B) " A=A (Iz (3) i (4) po MP)

(6) A (Iz (1) i (5) po MP)
gde u zagradi stoji obrazloZenje da je niz (1), ..., (6) izvodenje

po hipotezama. Prema stavu dedukcije iz ﬂ-ﬁA[——A dobijamo
neposredno "1 A = A,
(b) Prema (a) imamo —1—71A=—1A. Pofto je po A3:

(A A > (A>T A),
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po MP dobijamo
—A>A.

(c) Dokazujemo prethodno A = B, =1 A ——1B. Izvode-
nje je niz

(O A=>B (Hipoteza)

(2) = A (Hipoteza)

(3) A=A (Prema (a))

4) A (Iz (2) i (3) po MP)
(5) B (Iz (1) i (4) po MP)
(6) B> 7B (Prema (b))

) ——1B (Iz (5) 1 (6) po MP)

Iz A=>B, 7 AR B, prema stavu dedukcije, neposred-
no dobijamo

®) (A=>B) > (A= 7 B).
Kako je
) (7 A>77B) = (B> TA) (A 3),
prema (8) i lemi 2 dobijamo
F(A=B) > (B> 7A).
(d) Kako A, A= B |- B, po stavu dedukcije dobijamo

(10) - A = (A > B)=>B).
Na osnovu (c) je
(11) (A =B)=>B) > (mB=>"(A>B),

pa je prema lemi 2
FA=>(—B=>"(A>B). §
Lema 5. Ako su A i B bilo koje formule, onda
A=>B, WA>BI B.

6 Elementi matematiCke logike
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Dokaz. 1zvodimo prethodno A = B, = A = B} —1B = B. Izvo-
denje je niz

¢y A=>B (Hipoteza)

2) —TA=>B (Hipoteza)

3) (T77A=>B) > (mB=>—171A) (Lema 4 (c)

(4) —“B=> A (Iz (2) i (3) po MP)

(5) 1A A (Lema 4 (a))

(6) B A (Iz (4) i (5) prema lemi 2)
@) —B=>B (Iz (1) i (6) prema lemi 2)

Izve3¢emo takode i A=> B, "A=>B}-C=B, gde je C
bilo koja formula.

Prema lemi 3 imamo
(8) F 7T B=> B> 0.
Prema aksiomi 2 je
9 F(B=>B=>"1C) > (mB=>B) = (mB=>—0)),
pa iz (7), (8), (9) dvostrukom primenom MP dobijamo posledicu

(10) —1B=> —C.
Prema aksiomi 3 je

(11) F(B=>-2C = (C=>B),

pa iz (10) i (11) po MP dobijamo C = B. Dakle, A = B,
A= B} C= B. Po§to je - B = B, uzimanjem umesto C for-
mule B = B dobijamo po MP da A= B, "A>B+ B. j§

Sledeca lema je neposredna posledica prethodnih lema. Uvo-
dimo je samo radi preglednijeg izraZavanja u dokazu stava o
potpunosti iskaznog rauna.

Lema 6. Ako su A i B bilo koje formule, onda
(a) A,B+~ A=>B, (b) A, 7B} — (A > B),
(c) "A,B-A=>B, (dd —A " B-—A=B.



ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE 83

Dokaz. (a) Izvodenje je niz

B (Hipoteza)
B=>(A=>B) (Al)
A=>B (Iz dve prethodne po MP)

(b) Prema lemi 4 (d) je mA=> (M B=>"7 (A= B)), pa odatle
po MP neposredno proizlazi A, 7 B =71 (A = B).

(c) i (d) neposredno proizlaze redom iz leme 3, jer je prema
njo " A~ A =B, odakle i A, B+ A =B, odnosnc A,
- B~A=>B.§

4. GLAVNA INTERPRETACIJA. POTPUNOST. NEPROTIVURECNOST.
ODLUCIVOST

Glavna interpretacija raluna £ je algebra (T, L); u tom
sluaju znaci V, A, =, &, 7 interpretiraju se kao odgovarajuce
operacije algebre (T, L), dok se iskazna slova p, ¢, r,... inter-
pretiraju kao elementi skupa {T, L}

Ako je A neka formula, onda svakoj interpretaciji njenih is-
kaznih slova — vrednosti tih slova — odgovara VREDNOST formule.
Formulu koja uvek ima vrednost T zovemo tautologija.

U algebri (T, L) i simboli operacija A, V, <> bili su polaz-
ni simboli.! Medutim, prema uvedenim definicijama, proizlazi da
ako se neka formula algebre (T, 1) preslika na odgovarajucu
formulu raduna /£, onda je ta formula tautologija algebre (T, 1)
ako i samo ako je i slika te formule u racunu £ tautologija.
Smatramo da su slike, na primer, formula p, p=>¢q, T (p=>9q)
redom formule p, p=>¢, T (p=>q)

Neposredno se zakljutuje da vaZi slede¢i stav.

Stav 2. Svaka teorema racuna £ je tautologija.

Dokaz. Aksiome A1, A2, A3 su tautologije, Sto se neposredno
proverava.

Ako su formule A i A = B tautologije, onda je i formula B
tautologija prema definiciji operacije = u algebri (T, ). Ovo
iskazujemo i ovako: modus ponens Cuva tautologije. Zbog ovoga
ako je niz A, A,, ..., A, izvodenje, onda je i A, tautologija.
Dakle, teorema raluna £ je tautologija. [

! I u toj algebri mogli smo formule definisati isto kao u ratunu Z.
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Isto tako, i svaka tautologija je teorema. Za dokaz je potrebna
lema 7.

Neka je A formula i neka su u,,u,, ..., u, razlidita iskazna
slova, medu kojima se nalaze sva iskazna slova formule A (dakle,
$Vi u; ne moraju biti slova formule A). Oznag&imo, dalje, sa v jednu

odredenu vrednost (7, 7,, ..., 7;) uredene k-torke (u;, u,, ... , ).
Neka simbol ', 1< i <k oznadava formulu u; ili — u;, prema
tome da li je 7;= T ili v;,= | . Sli¢no, neka A’ bude A ili — A,

prema tome da li A dobija vrednost T ili | kada iskazna slova
dobiju pomenutu vrednost v.

Lema 7. Za bilo koju vrednost v vaZi:
(D w', u), oo, u — A

Primedba. Pre dokaza navodimo jedan primer za ilustraciju. Neka je A formula
p=>qineka su uy, u,, ..., ux redom slova p, q. Tada svakoj vrednosti tih
slova odgovara po jedno tvrdenje oblika (1). Navodimo ih:

p,a-p=>gq
P, gk —(p=9q)
“p,glp=gq
P, g p>g
U ovom specijalnom slu¢aju lema 7 je direktna posledica leme 6. U
stvari, lema 6 ima osnovnu ulogu u dokazu leme 7.
Do]fa;. Dokaz izvodimo indukcijom prema broju n (=0,1,2,...),
koji je Je(_inak. broju pojavljivanja znakova — i = u formuli A.
U daljem je v jedna odredena vrednost.
Ako je n=0, formula A mora biti neko iskazno slovo U, i
tada (1) glasi
w' 'y o, w ),
8to je tatno, jer u,’ |- u,’.
~ Neka je n>0 i neka je lema taéna kad god je broj pojavlji-
vanja pomenutih znakova jednak j i pri tome je j<n. Mogu nas-
tupiti sledeéi slucajevi.
Slucaj 1. Formula A je oblika —B, gde je B neka formula. B ima
ista iskazna slova kao A, ali je njen broj pojavljivanja znakova
J=n—1, dakle manji od n, pa je

2) w's w'y ..., u' —B.
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Izved€emo sledece:
3) B’ |~ A’, odnosno B’ (1 B).

Zaista, ako formula B dobija vrednost T, onda (3) glasi
B - —1— B, a ovo proizlazi iz leme 4 (a); medutim, ako B dobija
vrednost |, onda (3) glasi = B 1B, $to je talno. Iz (2) 1 (3)
proizlazi
u', uyy s U A,
pa je dokaz zavrSen u ovom slucaju.

Sluéaj 2. Formula A je oblika (B = C). Prema indukcijskoj hipo-
tezi je

C) w'y uyy oo, w B wl, w, o w =G

jer formule B i C imaju brojeve pojavljivanja znakova =, —1 manje

od n.
Izvodimo prethodno

(5) B, C'— A’, odnosno B, C'-(B=C).

Prema tome koje vrednosti uzimaju formule B, C, B = C, (5) se svodi
na jedan od sluCajeva

B,C—B=C; B, 7C—1(B=>C);
—B, C—B=>C: 1B, —~C—B=C,

od kojih je svaki tadan prema lemi 6. Iz (4) i (5) neposredno
dobijamo

w', wy oo, A,
pa je indukcijski dokaz zavren. [

Stav 3. (Stav potpunosti)
Formula iskaznog racuna £ je tautologija ako i samo ako je teorema.

Dokaz. 1z stava 2 proizlazi dokaz jednog dela tvrdenja. Ostaje da
se doka¥e da je svaka tautologija teorema. Dokaz koji navodimo
pripada L. Kalmaru.

Neka je A neka tautologija i neka su uy, Uy, ..., U Sva
njena razli¢ita slova. Tada za svaku vrednost tih slova imamo
(lema 7):

(6) w', uys oo, w1 A



86 SLAVISA B. PRESIC

Za sve one vrednosti v iskaznih slova za koje je vrednost slova uy
jednaka T imamo

7
@) u's w'y oo, Wiy, U A,

a za sve one vrednosti istih slova za koje u, dobija vrednost |,
prema (6), dobijamo

7
(3) w's )y oo, ', Tug = Al

Iz (7) i (8), prema stavu dedukcije, dobijamo

u's uyy oo, Uy U > A u's wy)y oo, U T A,
odakle, prema lemi 5, dobijamo
) R A N
i pri tom (9) vaZzi za sve vrednosti slova u, u,, ..., #—;. Na taj
nadin iz (6) dobijamo (9), a iz (9) sli¢no imamo
w'suy, o, W A
za sve vrednosti slova wu,, u,, ..., #_,. Posle konafno mnogo

koraka, na taj nadin dobijamo — A. |

Posto postoji postupak za utvrdivanje da li je neka formula
tautologija ili nije (postupak, uostalom, izvire iz same definicije
tautologije), prema dokazanom stavu w racunu £ postoji postupak
kojim moze da se utvrdi da li je unapred data formula A teorema
ili nije.

Ovu ¢&injenicu istiemo u stavu.
Stav 4. Iskazni radun £ je odluciv.

Ratun £ je pored svih navedenih svojstava, i neprotivuretan,
i to u dva smisla, koja prethodno definiSemo za bilo koju for-
malnu teoriju.

. . . (F .

Neka je G neka formalna teorija i neka je (—15) neko presli-

kavanje u skupu njenih formula (original je F, slika je F). Osim
toga neka postoji postupak formiranja F pomoc¢u formule F

Definicija 3. Formalna teorija G je neprotivurena u odnosu na

. . (F - .=
preslikavanje <IE> ako ne postoji nijedan par formula A i A takav

da su A i A teoreme teorije J.
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Definicija 4. Formalna teorija J je APSOLUTNO NEPROTIVURECNA ako
postoji bar jedna formula te teorije koja nije teorema.

U slu€aju iskaznog rafuna neprotivure€nost u odnosu na

preslikavanje ( > zovemo, kratko, NEPROTIVURECNOST. VaiZi sle-

-
deéi stav.

Stav 5. Iskazni racun je neprotivurelan.

Dokaz. Neka je, obrnuto, ralun /£ protivuredan, odnosno neka
postoje formule A i —1 A tako da su obe teoreme. Prema stavu 2,
obe formule su tautologije. Medutim, to je nemoguée, jer nije
2 T=T.8

Iskazni racun £ je i apsolutno neprotivuredan. Pre dokaza

navodimo jedan stav &ija je neposredna posledica apsolutna nepro-
tivure¢nost iskaznog racuna.

Stav 6. Neka je J formalna teorija, koja medu polaznim simbolima
ima i znake =, = i u kojoj je jedno pravilo izvodenja modus
ponens. Ako je u toj teoriji

A= (A= B),
gde su A i B bilo koje njene formule, onda je ta teorija neproti-

vure¢na u odnosu na preslikavanje (

F . .
) ako 1samo ako je apso-
= F

lutno neprotivureéna.
Dokaz. Neka je, najpre, teorija G neprotivurena u odnosu na

. . F o .
preslikavanje ( F) . Ako ne bi bila apsolutno neprotivureéna, onda
1

bi svaka formula bila teorema, pa izmedu ostalog i izvesne dve
formule oblika A, — A. Medutim, onda G nije neprotivureéna u

odnosu nra preslikavanje < F
= F

). Dakle, iz neprotivurednosti u od-

F L .
nosu na ( F) proizlazi apsolutna neprotivurelnost.
—l

\

Neka je, zatim, teorija J apsolutno neprotivureéna. Ako ne

bi bila neprotivureéna u odnosu na preslikavanje ( ), onda bi

\ 1
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postojale formule A, —1 A, koje su obe teoreme. Medutim, ako je
B proizvoljna formula iz

——A=>(A=>B),

dvostrukom primenom modus ponensa dobija se |- B, pa teorija I
nije apsolutno neprotivureéna, $to predstavlja kontradikciju. Tako
smo iz apsolutne neprotivureSnosti izveli neprotivurecnost u odnosu

na (*\FF)' 2

Kako iskazni radun /£ ispunjava uslove prethodnog stava,
prema stavu 5, dobijamo sledeci stav.

Stav 7. Iskazni raéun £ je apsolutno neprotivurecan.

Prema stavu potpunosti, svaka tautologija je teorema. Dokazi
stavova 1, 3, kao i dokazi lema 1—7 jesu takvi da daju ideju kako
da se za unapred datu formulu A, koja je tautologija, obrazuje njeno
izvodenje u racunu £. U daljem izlaganju dajemo neke primere na
kojima to detaljnije objaSnjavamo.

1. Navodimo primer na kome se od izvodenja za F,, F,, ..., Fa—y, Fa = F
obrazuje izvodenje za F,, F,, ..., Fa_; - Fn = F. Pri obrazovanju novog izvo-

denja na osnovu starog osnovno je imati na umu dokaz stava dedukecije.
Neka su A, B, C neke formule. Tada

¢))] A, A=>B,B=>CHC.
Jedno izvodenje za (1) je
2) A (Hipoteza)
3) A=>B (Hipoteza)
4 B (Iz (2) i (3) po MP)
[®) B=>C (Hipoteza)
6) C Iz (4) i (5) po MP).

Izvodimo sledece:
FLA=>A; G-A=>(A=>B); GHrA=>B; GFA=>B=C) FErA=>C,
gde je G skup formula A=>BiB=C.

1° Vazi G - A = A, jer je — A = A. MoZe se eventualno ponoviti dokaz leme 1.
Ovde nastupa mogucénost 3 u dokazu stava 1.

2° Izvodenje za G — A = (A = B) je

Q) A=>B (Hipoteza iz &)

8) (A=>B) > A=>(A=>B) (Al

) A=>A>8B) dz (7) i (8) po MP)
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Gvde je nastupila moguénost 2 dokaza stava 1.
3° Izvodenje za & — A = B je

(10) A=>(A=>B) (Izvedena iz &)

an (A>A=>B) > (A>A) > A=>B) (A2

(12) (A=A > (A=>B) (Iz (10) i (11) po MP)
(13) A=A (Lema 1)

(14) A=>B (Iz (12) i (13) po MP)

Imali smo moguénost 4 iz dokaza stava 1.
4° Izvodenje za G - A = (B = C) je

(15) B=>C (Hipoteza)
(16) B=>C > A=>B=>0C) (A
17 A=>B=>0 Iz (15) i (16) po MP)

(mogucnost 2 iz dokaza stava 1).
5° Izvodenje za & — A = C (moguénost 4 dokaza stava 1) je

18 A=B (Izvedena iz &)

(19) A=>B=0 (Izvedena iz &)

20) A=>B=>0C) > ((A=>B) > (A=0) A2

(¥2)) (A=>B) > (A=>0 Iz (19) i (20) po MP)
(22) A=>C Iz (18) i (21) po MP)

Navedeni primer ilustruje kako se, znajuéi izvodenje za ¥, Fp, ..., Fa_y,
F, - F, moze obrazovati izvodenje za F,, F,, ..., Fa_; = Fn > F.

II. Navodimo primer na kome se za datu formulu A obrazuju izvodenja
za u/, u),...,u —A’, za bilo koju vrednost v slova u;. uy, ..., Uk (videti
iskaz leme 7).

Neka je A sledeca formula (p =1 ¢9) = (g > p). Zaslovau,, uy, ..., Uk

uzimamo p, g. Inspiriuéi se dokazom leme 7, obrazovaemo sva izvodenja za
p’, ¢ — F, gde F moze biti bilo koja podformula formule A, odnosno izvode-
nja za
1) pad=ps P a = (aYspsad=4q5 phd (D)
rad—@=>=4q; p.dr-@=>"p); phad 4.

Zbog obimnosti postupka, uradiéemo to samo za jednu vrednost v slova
p, q i to za vrednost (T, 1). Tada (1) glasi
2 p, qp; p, I gFT1g; Py glETIgs p, gD

p, " gp=>71q; p, g g=>"1pi, p, Dg Al

1 Napominjemo da je jedno izvodenje za &k A = B sledete: A = B
(hipoteza iz &F).



90 SLAVISA B. PRESIC

Navodimo izvodenja samo za neke sludajeve.

o

—

Izvodenje za p, W q ——— p:

P (Hipoteza)

p=>17p (Lema 4)

—p (Iz prethodnih po MP)
2° Izvodenje za p, - q - p =1 ¢, prema dokazu leme 6:

-1q (Hipoteza)

Tg=>(p=>79) (Al

p=>"1q (Iz prethodnih po MP)
3% Izvodenje za p, =1 q |- g = —1p, prema dokazu leme 6 ili dokazu leme 3:

49 (Hipoteza)

“g=>@=>7p) (Lema 3)

q=>"p (Iz prethodnih po MP)

4" Izvodenje za p, - g - A, prema dokazu leme 6:
qg=>—"1p (Izvedeno iz hipoteza)
@=>"p) =>p=>"9 = @=>7p) (A)
(p=>719 = (@=>"1p) (Iz prethodnih po MP)
Navedeni primer ilustruje kako mogu da se formiraju 2% izvodenje za
u', u) ..., WA,
gde simboli imaju znacenja kao u lemi 7.

III. Neka je A neka formula koja je tautologija. Ako je v vrednost nje-
nih iskaznih slova, onda mogu da se formiraju ukupno 2k izvodenja za

u’, uy), ..o, w'—A
slicno kao u primeru II.

Dokaz stava 3 daje ideju kako da se obrazuje niz koji je izvodenje formule
A u racunu L.

Skiciramo postupak na primeru tautologije A:
(p=>"9 > @=> —p.
Mogu se obrazovati izvodenja za
P aA P, g A
P, T q- A P, 1A,
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pa se mogu obrazovati izvodenja i za
PHa=>A plg=>A

pHTg=>A P14 A

Prema lemi 5, moZe se obrazovati izvodenje za g > A, g => A A,
pa se onda mogu obrazovati i izvodenja za p — A, — p — A. Odavde proizlazi
da mozZemo obrazovati izvodenja za | p = A, -1 p = A, odnosno, prema
lemi 5, i za - A.

Najzad, primetimo da se znaci V, A, < mogu otkloniti koriste¢i defi-
nicije kojima smo ih uveli.

Iskazni radun £ ima i razne druge algebarske interpretacije
osim algebre (T, ). Navodimo jednu od njih.

Neka je E neki skup i neka je /P (E) skup svih podskupova
skupa A, tzv. PARTITIVNI skup skupa E. Znake Vv, A, — inter-
pretirajmo redom kao skupovne operacije sa imenima: unija, presek,
komplement (u odnosu na E). Kao interpretacije formula A = B
i A < B uzimamo interpretacije formula

— AV B odnosno (TAVB)A(AV —B).

Ako se iskazna slova interpretiraju kao podskupovi skupa E,
onda svakoj vrednosti tih slova odgovara vrednost formule koja je
neki podskup skupa E. Pri tom vaZi stav sli¢an stavu potpunosti,
koji smo dokazali.

Neka formula iskaznog raduna £ je teorema ako i samo ako
je vrednost formule uvek jednaka E.

Ovo je jedna POLIVALENTNA INTERPRETACUA rafuna £ Za
slu¢aj kada je E jednoClan skup, onda je ?(E) dvoélan, jer je
P (E)={9, E}. Ako jo§ @ i E oznadimo redom | i T, moZe
neposredno da se zakljuéi da se opisana interpretacija svodi do na
razliku u oznakama na glavnu interpretaciju iskaznog raduna.

5. NEZAVISNOST AKSIOMA RACUNA 2

U formalnoj teoriji za neku aksiomu kaZemo da je NEZA-
VISNA od drugih aksioma ako ta aksioma nije teorema druge teorije
koja se dobija iz polazne teorije izostavljanjem te aksiome.

U racunu £ svaka od aksioma je nezavisna od drugih, kao 3to
se zakljuCuje iz sledefeg dokaza.
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(1) Dokaz nezavisnosti Al od A2 i A3. U skupu S &iji su ele-
menti 0, 1, 2 definiSemo operacije = i — pomodu tablica

["1 :>,0 1 2
0|1 0|0 2 2
1)1 112 2 0
210 210 0 0

Neka je A proizvoljna iskazna formula. Ako znake =, —
interpretiramo kao navedene operacije 1 ako slova interpretiramo
kao elemente 0, 1, 2, onda svakoj vrednosti tih slova odgovara
vrednost formule A. Formulu A nazovimo istaknuta ako uvek ima
vrednost 0. Neposrednim proveravanjem mozZe se zakljuiti da su
A2 i A3 istaknute. Prema definiciji operacije = proizlazi da ako
A, A = B imaju vrednost 0, onda mora i B da ima vrednost O.
Zato kaZemo i: modus ponens Cuva istaknutost.

Prema tome, sve posledice A1 i A2, odnosno teoreme teorije
gje su aksiome A1 i A2 i modus ponens pravilo izvodenja, jesu
istaknute formule. Medutim, A1 nije istaknuta jer, na primer,
p = (g = p) dobija vrednost 2 kada p, g dobijaju vrednosti redom
1, 2. Stoga je formula Al nezavisna od A2 i A3.

(2) Dokaz nezavisnosti A2 od Al i A3. Ovaj dokaz je sliCan
prethodnom. U skupu &iji su elementi 0, 1, 2 definiSemo operacije
= 1 — pomocu tablica

l - = I 01 2
0] 1 0| 0 2 1
1] 1 1 0 2 0
211 2 0 0 0

Ako za proizvoljnu iskaznu formulu A znake =, — inter-
pretiramo kao navedene operacije, a iskazna slova kao 0, 1, 2,
onda svakoj vrednosti iskaznih slova odgovara vrednost formule A.

Formulu A nazovimo zapafena ako ima uvek vrednost 0. Ako
su A i A = B zapaZene, prema definiciji operacije =, proizlazi da
je 1 formula B zapaZena. Dakle, modus ponens Cuva zapaZenost.
Neposrednim proveravanjem se zakljuuje da su formule A1 iA3
zapazZene. Ako A 2 nije nezavisna od A1 i A3 onda je ona zapa-
Zena. Medutim, formula (p=> (g=>r)=>{(p=9) => (p=>r)) nije
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zapaZena, jer uzima vrednost 1 ako slova p, ¢, r uzmu redom
vrednosti 0, 2, 2. Stoga je formula A2 nezavisna od A1l i A3.

(3) Dokaz nezavisnosti A3 od Al i A2. Sve posledice aksioma
A1l i A2 su izvesne tautologije. U tim tautologijama moZe da
udestvuje i znak —. Neka za formulu F simbol g(F) oznalava
formulu dobijenu iz formule F brisanjem svih znakova —. Tauto-
logije F, koje su posledice A1 1 A2, imaju svojstvo — §to se lako
dokazuje — da su za njih i formule g (F) tautologije. Aksioma A 3
nije posledica od A1 i A2, jer ona nema opisano svojstvo odnosno
(—g=> —1p)=> (p=q) jeste tautologija, dok (g = p) = (p = ¢) nije.

6. DRUGE AKSIOMATIZACIJE ISKAZNOG RACUNA

Postoje razni nadini aksiomatizacije iskaznog raduna. Oni se
razlikuju medu sobom po izboru polaznih operacijskih simbola,
aksioma, kao i pravila izvodenja.

Navodimo nekoliko primera u kojima su polazni simboli
operacija neki od V, A, =, <, 7.

1° Polazni simboli operacija su V i —1. A = B je po defi-
niciji =1 AV B. Aksiome su

AVA=>A; A=>AVB; AVB=BVA;
B=>C)=>AVB=>AVC)

(A, B, C su proizvoljne formule) a pravilo izvodenja MP. Ovaj
sistem tretiraju Hilbert i Ackermann.

2° Polazni simboli operacija su A i — dok je A=B po
definiciji — (A A —1 B). Aksiome su

A=AAA; AAB=>A; (A=>B)=> (m(BAC)=> =1 (CAA))

(A, B, C proizvoljne formule), a pravilo izvcdenja je MP. Ovaj
sistem razvija Rosser.

3° Polazni operacijski simboli su =, —, a ostali su defini-
sani onako kao §to smo i mi uéinili u raunu Z. Aksiome su

A= (3B=>A), (A:>(B:>C)):>((A:>B):>(A:>C)),
(—lA:>—|B):>((—1A:>B):>A),

(A, B, C proizvoljne formule), a pravilo izvodenja MP. Ovaj sistem
razmatra Mendelson.



94 SLAVISA B. PRESIC

4. Polazni simboli operacija su =, A, V, —1. Aksiome su
A= (B=>A)
A=> B=>C) = (A=>B) = (A=>0Q)
(ANB) > A
(AANB) > B
A= (B> (AAB))
A= (AVB)
B= (AVB)
A=>C => (B=>C) > (AVB=>0Q)
(A=>B) > (WA=> " B) > 71A)
A A

(A, B, C su proizvoljne formule).
Inade, A < B je, po definiciji, (A = B)A(B = A). MP je pravilo
uvodenja. Ovaj sistem razvija Kleene.

Svi navedeni sistemi su ekvivalentni u smislu da kada se u
jednom od njih definifu formule sa svim simbolima operacija V,
A, =, <, T u skladu sa vezama koje postoje inae izmedu od-
govaraju¢ih operacija u algebri (T, L), onda formula F jeste
teorema jednog sistema ako i samo ako je teorema i drugih. Si-
stem 4 izgleda glomazan zbog velikog broja aksioma. Medutim, on
ima jedno znalajno svojstvo. Ako se u njemu aksioma T A= A
zameni aksiomom — A = (A = B), dobija se nov sistem, tzv. INTUI-
CIONISTICKI ISKAZNI RACUN. Svaka teorema tog raCuna je teorema
i iskaznog rauna /2. On je u tom smislu podradun iskaznog rauna
(uopste o podracunima videti kod Churcha). Navodimo neke teo-
reme racuna £ koje nisu teoreme intuicionistiCkog racuna

—mp=>p, (7qg=>"p) > (p=>9, PV TID,
—(pAQ) => pVTiq

Postoje aksiomatizacije iskaznog rafuna sa jednom jedinom
aksiomom (shema-aksiomom).
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Navodimo jedan takav sistem.
1. Polazni simbol operacije je 1, aksioma je

(At@B1C)H (D1 (D1D)(ELB) L ((ALE) T (ATE))
(A, B, C, D, E proizvoljne formule), a pravilo izvodenja: Iz
A1 (B41C) i A sleduje C. Ovaj sistem potie od J. Nicoda (1917).

Na kraju napomenimo i to da Novikov, Church, Devidé
razmatraju razne druge sisteme aksioma.



III. KVANTIFIKATORSKI RA(:?UN PRVOG REDA.
SPECIJALNI KVANTIFIKATORSKI RACUNI PRVOG REDA

1. AKSIOME. NEPROTIVURECNOST. STAV DEDUKCIJE

Kvantifikatorski raéun prvog reda, u oznaci K, jeste formalni
radun &ji su osnovni simboli i formule uvedeni u prvom delu
(glava II), a &ije su aksiome (shema-aksiome) sledece:

Ax1 A= (B> A);
Ax2 (A> B=>C) = (A=>B) = (A=>0));
Ax3 (—mA=>"B) = (B=>A),
Ax 4 NVMuyA@w) =>A@
(term ¢ je slobodan za promenljivu u u formuli A);
AxS NMuw(A=>B) > (A= (Vu)B)
(promenljiva u nije slobodna promenljiva formule A),

gde su A,B, C proizvoljne formule.
Pravila izvodenja ovog rafuna su:

(MP) Iz A i A= B sleduje B
(Gen) 1z A sleduje (Y u) A,

gde je u promenljiva.
Navedena pravila izvodenja zovemo redom: MODUS PONENS i/
GENERALIZACUJA, a oznalavamo ih sa MP i Gen.

Bilo koja teorema iskaznog racuna £, kada se iskazna slova
te teoreme zamene proizvoljnim formulama racuna K., prevodi se u
teoremu racuna K. Osim toga pretpostavljamo da se znaci =, ™
ratuna £ prevode u znake =, — rafuna K i da se isto slovo
zamenjuje istom formulom. Dokaz proisti¢e iz Cinjenice Sto su u
radunu K prisutne aksiome Ax1, Ax2, Ax3 i modus ponens kao
pravilo izvodenja. Na takav nadin dobijenu teoremu ratuna K zo-
vemo 1zvoD odgovarajuée teoreme rauna Z.

96
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Na primer, sledece formule su teoreme rafuna K.
AVA < A, 1A= (A=>B), AV A,
((AAB)AC)>D) & (A=>(B=>(C= D))),

gde su A, B, C, D proizvoljne formule rafuna X, i one su izvodi
odgovarajucih teorema rafuna £

Primer 1 Formula F:
AW A > (VX)) TA,

sa proizvoljnom formulom A, predstavlja jednu teoremu raduna %K. Ovo proizlazi
iz slededeg niza formula:

) X)) A=A (Ax 4)

) —-— A=A (izvod teoreme raluna £)

3) (Vx) " A=> 1A = (A=A > (V)" A= A)
(Izvod teoreme rauna £)

(G (A A) > (V)" A=>A) (Iz (1) i (3) po MP)

©) (VX)) A=A Iz (2) i (4) po MP)

6) VX)) ((¥x) 1A= A) Iz (5) po Gen)

Q) VR (VR) A A) > (V)T AS (DA (Ax 5)

® V) A= (YA (z (6) i (7) po MP),

©) (Vx) " A=>(Yx)A) > (-w(Vx)A:>—1(Vx)—|"1A)
(Izvod teoreme racuna £2)

S (VRA> (V) mA  (z (8) i (9 po MP).

Primetimo da navedeni niz formula postaje potpuno izvodenje teoreme F
kada se upotpuni izvodenjima formula @), 3i@®.

Navodimo jo¥ nekoliko teorema rafuna K koje nisu izvodi
formula raduna £:

(V) (VA< (V) (VXA

(Vx) A =>(@3x)A,

(Vx) (AAB) < (Vx)AA(VX)B,

(VX)AV (Vx)B = (Vx)(AVB),

A@) > @x)A() (term £ je slobodan za promenljivu x u
formuli A),

7 Elementi matematitke logike
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@x) (VA= (Vy) 3Ex)A,

(YVx)(B=>C)A(Nx)(A=>B) = (Vx)(A=C0C),

(V0 (C=>BAV)(C=>ANPAEXNC) = (Ex)(AAB).

Prema stavu 4 u prvom delu (glava II, tacka 6), neposredno
zakljuCujemo da su sve teoreme kvantifikatorskog rauna prvog

reda valjane formule. Takode je svaka valjana formula teorema. To
je poznati Godelov stav, &iji dokaz dajemo u iduéoj glavi.

Kao i u sluaju iskaznog rafuna, neprotivureénost kvantifika-

v . . A
torskog ratuna prvog reda u odnosu na preslikavanje ( A) Zo-
—/
vemo, kratko, meprotivureénost. — VaZzi sledeéi stav.
Stav 1. Kvantifikatorski racun prvog reda je neprotivurecan.

Dokaz. Neka su

1 2 1 3 2 1 i i-1 1
Rl, Rly R2, Rl! RZ’ R3’ seey Rls -RZ s s v Ri’ oo

P, 49, s Pis G5 Ty oen

redom nizovi svih relacijskih, odnosno izkaznih slova. Za ¢lanove
ovih nizova koji imaju isti rang kaZemo da su odgovarajuéi simboli

(na primer, Rl i D, kao i R} i D, jesu odgovarajuéi simboli).
Uvodimo preslikavanje f skupa svih formula raduna S¢ na
skup formula iskaznog ra¢una /£ na sledeéi nalin:

1° Ako' je R (t,, t;, ..., t;) elementarna formula ra¢una %,
onda je f(Ri(t;, t, ..., t;))=v, gde su R} i v odgovarajuéi
simboli.

2° f(A = B)=f(A) > f(B)
f(mA)="1(4A), f(Vu) A)=1{(A).
Na primer, slike formula
Ri(x »), Ri(fi(x, »), @), (VO RI(x 2), Ri(x 0 =" Ki(x 5)
jesu redom sledeée formule:

p, D, p, P> 4.



ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE 99

Neposrednim proveravanjem zakljuéujemo da su slike svih
aksioma Ax1, Ax2, Ax3, Ax4, AxS5, teoreme ratuna Z£. Podto
u racunu £ vaZi: a) f(B) izlazi iz f(A) i f(A= B); b) f(Vu) A)
proizlazi iz f(A); onda su i slike svih teorema raduna K izvesne
teoreme ratuna Z.

Ako je raun K protivurean, onda za neki par formula
Ai —A vaii — A, — — A. Medutim, tada u raunu £ dobijamo
 f(A), — — f(A) $to je nemoguce, jer je radun £ neprotivurean.
Prema tome, ratun ¥ je neprotivuretan. fi

Primedba. Preslikavanje f, kori$¢eno u prethodnom dokazu, u da-
ljem izlaganju zovemo brifuca funkcija.

Stav dedukcije koji dokaznjemo je specijalan slucaj opstijeg
stava, koji vaZi za radun K
Stav. 2. Ako je G neki skup formula rauna K, A zatvorena formula
i ako &, A B, onda F— A = B.

Dokaz. Slizno kao u iskaznom radunu, kaZemo da je formula B
n-izvodljiva iz skupa hipoteza & U {A} ako postoji bar jedno izvo-
denje za &, A |- B koje ima duZinu n.

Ozna&imo sa I(n) sledeéi iskaz:

Za svaku formulu B, ako je B n-izvodljiva iz skupa hipoteza
G U {A), onda je formula A = B izvodljiva iz skupa hipoteza &.

Indukcijom dokazujemo da je I (n) taCan iskaz za svaki pri-
rodan broj n, odnosno na taj nain dokazujemo i sam stav.

Neka je n=1. Tada jedno izvcdenje formule B iz &, A ima
taéno jedan &lan, pa taj mora da bude B. Zatim, ako je BEGF
ili ako je B aksioma, s obzirom da je |- B = (A = B), koristei
MP dobijamo & - A = B. Najzad, kada je B=A, imamo & A = B,
jer je formula A = A teorema racuna *.

Neka je n proizvoljan broj. Pretpostavimo da je iskaz I1(k)
tadan za sve prirodne brojeve k koji su manji od n. Dokazujemo
da je tada tadan i iskaz I(n).

Neka je By, By, ..., Bays Ba jedno izvodenje formule B iz
G, A, gde je B,=B. Tada postoje mogucnosti:

1° B je aksioma ili B je iz &.

2° B je jednaka A.

3°  Postoje brojevi i i j manji od n, tako da je formula B
jednaka B; = B.

7‘
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4° Postoji broj k manji od n tako da je B jednaka (Vu) By,
gde je u izvesna promenljiva.

U sluGajevima 1°, 2° dobijamo & — A = B, sli¢no kao pri
dokazivanju taénosti iskaza I(1).

U sludaju 3°, prema indukcijskoj hipotezi, imamo

Prema Ax2 imamo

(A =>@B;=>B) > ((A=>B;)> (A >B)),

pa po MP (dvostruka primena) dobijamo & — A = B.
U sludaju 4° iz &, A |~ By, prema indukcijskoj hipotezi, ima-
mo & - A = By, odakle primenom pravila Gen dobijamo

g = (Vu) (A = Bk)-

Posto je A zatvorena formula, ispunjeni su uslovi primene AxS5,
koja daje
= (VYu) (A = By = (A => (Vu) BY).

Primenom MP dobijamo &F I A = (Vu) By, tj. F |~ A = B. Prema
tome, iskaz I(n) je taan za svaki prirodan broj n. |§

2. SPECIJALNI KVANTIFIKATORSKI RACUN PRVOGA REDA.
FORMALNA TEORIJA BROJEVA. AKSIOMATSKE TEORIJE SKUPOVA

SPECIJALNI KVANTIFIKATORSKI RACUN PRVOG REDA je formalna
teorija &ije su formule neke od formula raduna X (tadno one u
kojima udestvuju samo neke odredene, ali ne nuZno i sve konstante,
operacijska i relacijska slova). Aksiome spscijalnog rauna su, prvo,
sve one koje proistiu iz shema — aksioma Ax1, Ax2, Ax 3, Ax4,
Ax 5 i, drugo, izvesne SPECUALNE AKSIOME. Specijalne aksiome su,
dakle, izvesne formule rafuna K. Jedina pravila izvodenja su MP
i Gen.

Neka je S izvestan specijalni kvantifikatorski radun prvog reda.

Prema definiciji teoreme za slutaj bilo koje formalne teorije, teo-
rema raduna S je svaka formula A tog ratuna za koju postoji
bar jedan konafan niz formula (izvodenje)

Ax’ Az, e ey An,
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gde je formula A, jednaka formuli A i &ija svaka formula
A; (1<i<n) ispunjava uslov:

A, je aksioma raduna S ili A; se moZe dobiti iz nekih pret-
hodnih formula tog niza po MP ili Gen.

CISTI KVANTIFIKATORSKI RACUN PRVOG REDA je specijalni kvan-
tifikatorski raun prvog reda koji nema nijednu konstantu i opera-
Gijsko slovo, a ima sve ostale simbole kao radun K.

KVANTIFIKATORSKI RACGUN PRVOG REDA SA JEDNAKOSCU je svaki
specijalni kvantifikatorski raun prvog reda koji medu predikatskim
slovima ima i jedno slovo duZine 2, oznadeno, na primer = (umesto
= (#,, t,) pie se t,=1,), i koji medu specijalnim aksiomama ima i
sledeée formule:!

t,=t, t=t, = t,=1, (t1=t2/\t2=t3) = =1
’ 7 ’
(1) U =ti AL =ta A At=11) > fllt, s e 1)
7 ’ ’ ’
=f{(tl, t23 ) tj);
’ ’ ’
(=11 Aty=t2 .- A=) = Ri(t, s ooy 1)
H ’ ’ ’
= Rf(tl, 12, «oey tj)),
gde su t;, 1, ..., ), t;, t;, e tj' termi, f{, R} su operacijska 1
relacijska slova tog rauna.

Neka je o izvesni specijalni kvantifikatorski radun prvog reda u kome
je definisano relacijsko slovo, u oznaci =, definicijom oblika

x=y je zamena za A,

gde je A izvesna formula koja ima kao slobodne promenljive jedino x i y i u
kome su sve formule (1) teoreme. I takav raun J zovemo kvantifikatorski
raun prvog reda sa jednako3cu.

Model nekog specijalnog raduna S je model njegovog skupa
specijalnih aksioma, prema definiciji iz prvog dela (glava 2).

Odnosno, model racuna S je ona interpretacija pri kojoj su
tacne specijalne aksiome tog raluna.

U slucaju kvantifikatorskih rafuna prvog reda sa jednakoicu
uvodimo i tzv. NORMALNI MODEL. To je onaj model u kome se rela-
cijsko slovo = interpretira kao jednakost.

Neka su M, i M, modeli raduna & koji imaju redom domene

1 Neke od njih mogu biti teoreme.
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KaZemo da su ti modeli 1ZOMORFNI ako postoji 1—1 presli-
kavanje f domena D, na domen D, tako da su ispunjeni uslovi:
(1) Ako su relacije R; i R, interpretacije istog relacijskog
slova duZine n, onda:
R, (X;, Xp5 -+, %) je tadna «— R, (f(x)), (%), ..., £ (X)) je tacna,
gde su x; elementi domena D;.

(2) Ako su operacije g, i g, interpretacije istog operacijskog
slova duZine n, onda:

g] (xls Xz, AR xn) je jednak YX > gz (f(xl)’ f(xz)’ AR f(xn)) je
jednak f(y,).

(3) Ako su elementi a, i a, interpretacije istog simbola kon-
stante, onda:
f(a,) je Jednak a,.

Za radun S kaZemo da je KATEGORICAN ako su svi njegovi
modeli izomorfni.

Za ratun S kaZzmo da je NEPROTIVURECAN ako u toms radunu
ne postoje dve formule, A i —A, tako da su obe teorems tog
racuna.

Navodimo neke znalajne primzre spzcijalnih kvantifikator-
skih raduna isti¢uéi jedino njihove konstante, opzracijska i relacijska
slova, kao i njihove specijalne aksiome.

Svaki od navedenih raduna S u vezi je sa izvesnom (nefor-
malnom) matemati¢kom teorijom. Tu vezu u daljem lzlagan]u pre-
ciziramo. U nekim slu€ajevima ona prosto znadi da je, po nasoj
veri, model ratuna & odreden odgovarajuéom matemati¢kom teorijom.

Primer 1. ELEMENTARNA TEORUA GRUPA & je specijalni rafun prvog
reda koji ima relacijsko slovo Rf, u drugoj oznaci =, operacijsko

slovo f1 i konstantu @,. Umesto fi(t, t,), a, redom pisemo
t,+1t,, 0. Specijalne aksiome su:

x+@+2)=(Cx+y)+z
x+0=x
(Vx) @y) x+y=0)
X=X
X=y>y=Xx
(x=yAy=2)=>x=z
Fy =21 AX,=Y;) = X, + X, =Y+ ).
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To je radun sa jednakoScu.
Jedan (normalni) model rauna ¢ odreduju:
1° Domen koji je skup svih celih brojeva.
2° Operacija sabiranje kao interpretacija simbola +.
3° Broj nula kao interpretacija simbola 0.

Radun ¢ je neprotivureSan, $to se moZe dokazati na sledeci
nadin, koristeéi brisuéu funkciju f iz prethodne glave.

Pretpostavimo da je & protivurean, odnosno da su mu
izvesne formule A i A teoreme. Ovo znali da u predikatskom
raunu X imamo:

Ax (Q) - A, Ax(Q) — A,
% X

gde smo sa Ax (@) oznadili skup navedenih (specijainih) aksioma
raduna 4. Odatle, zamenom svake formule slikom pri preslikavanju
f (koje, inale, teoreme i izvodenja predikatskog rauna K prevodi
u teoreme i izvodenja iskaznog raduna L) dobijamo

{9, 9= q, quDq}!zB,
{9. > q, quDq}Z“ﬂB,

gde je B (jednaka f(A)) izvesna formula iskaznog raCuna.
Prema stavu dedukcije iskaznog raduna imamo

qu (g=>9q) = (@Ng=>q9) = B)),
Zq:> (g=>9) > ((gNhg=>9) =>1B).

Dobijene formule su tautologije iskaznog rafuna, jer su
njegove teoreme.

Neka je T vrednost slova ¢ i neka formula B ima vrednost
b (to je T ili L) kada njena slova imaju izvesnu izabranu vred-
nost. Tada dobijene formule imaju vrednosti b i —1b, odnosno
T i L. Ovo je kontradikcija, jer su one tautologije.

Primer 2. FORMALNA TEORIJA BROJEVA je specijalni ralum prvog
. s . . 2 1

reda, u oznaci o4, koji ima jedno relacijsko slovo Rj, kon-
. .. 1 2 2 2 1

stantu @, i operacijska slova f1, f1, f2. Umesto Ri, a, fi(t)
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2 2 v ’
fi(t, 1), f2(t, 1) redom piSemo =, 0, #1, t;+1, 415,
Specijalne aksiome raduna -4 jesu

(x=yAx=2z) >y=z

x=yox'=y; x#0! x+0=x, x+y' =(x+y)

x-0=0, x-y =x-y+x

AOQANVX) (A =>AE)) = (YX)AR),
gde je A (x) proizvoljna formula raduna o4.

Medu nabrojanim aksiomama poslednju zovemo PRINCIP MA-
TEMATICKE INDUKCUE. To je, u stvari, shema-aksioma, jer A (x)
moZe biti proizvoljna formula. Iz te aksiome dobijamo pravilo:

Ako su A(0) i (Vx) (A(x) > A(x")) teoreme racuna A, onda
Jje i formula (Vx)A(x) teorema raduna A.

To se moZe i ovako oznaliti: A (0), (Vx) (A(x) => A(X))
F(V x) A (x). Ovo najadekvatnije odgovara poznatoj matemati¢koj
indukciji za prirodne brojeve (u koje je dogovorno uévriéena i O,
§to se inaCe u matematitkoj logici ¢ini iz praktiénih razloga).

Medutim, data shema-aksioma sadrZi samo prebrojivo mnogo
individualnih aksioma, dok se matemati¢ka indukcija za prirodne
brojeve sastoji iz neprebrojivog skupa aksioma (jer se odnosi na
sve podskupove skupa prirodnih projeva).

Navodimo bez dokaza razne teoreme rafuna 4, dakle posle-
dice skupa hipoteza ¢&iji su clanovi navedene aksiome, odnosno formule
kvantifikatorskog racuna K.

I ti=t,, L=t,=>t,=t, (L=, Al,=1) >t =1,
(L=t \Nt;=t) =>4 +t=t,+1,,
(=, At=1) >t t3=1,"1,,

gde su ¢, t,, 3, t, proizvoljni termi. ZakljuCujemo:
Racun A je raéun sa jednakoséu.

M O-4,=0, 042,=1,, t1-ty=t,-t,+1, ti+l=t,+1, t,-t,=t,-1,,
ti+t,=(t +5), t+(t,+1) =t +1,) +1s,
tl'(t2+t3)=t1't2+t1't3’ (tx'tz)'t3=t1'(t2't3):

LAl =t+t, > 1, =1,
L+t,=0=> (t,=0At=0), ¢;,#0At,-1,=0) =¢,=0,
GBFONG, -ty =1;-1) > 1,=1,

! X" 0 stoji umesto — (x'=0).
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gde su t, t,, t, proizvoljni termi. Ove teoreme odgovaraju poznatim
syojstvima koje, po naSem uverenju, imaju prirodni brojevi 0, 1, 2,3,..
III Oznagimo terme 0, 0’, 0", 0’”, 0’ ... dogovorno sa
0,1,2,3,4, ... . Te terme zovemo NUMERALL
Uvodimo i sledeée definicije:
t,<t, je zamena za (Au) (uAOAt +u=1)
1, <t, je zamena za L, <<t,\Vi, =1,
t,>1, je zamena za t,<t
t,>t, je zamena za t,<t,
t,|t, je zamena za Qu) (L=t u),

gde su t,,f, termi i gde je u prva promenljiva osnovnog niza
X, ¥y Zy X1 Y1s Z1s +++s Xns YnZns --+ KOja ne uestvuje niu f; niu 7.

Tada su i sledeée formule teoreme raduna A4:

t+1=t1, t,-1=t, t,-2=ti+t, t;-3=@+1)+t, -0,
ti+t,=12 (,=0At,=DV(,=1At,=0),
t,=1= (t,=1At,=1), 0<1, 1<2, 2<3, ...,
i <t), G<HLALLZL) =<t
L<t, >l +1,<t,+t;,
<t 4L (GFH5SGE),
L<HLAL<t) > 14<t;,
L<t;, (G=LVHu<LVL>L), L<LVLLY,
L#0<1,>0, (,>0A1,>0) >1,-1,>0,
(LSLALSY) >t =1,
(t;, t, su termi).
~ Navedeni skup teorema lako se moZe progiriti sve novim i
novim teoremama, inspirisué¢i se pri tome onim $to smatramo da
ispunjavaju 0, 1, 2, 3, ... . Tako, na primer, teoreme su i formule
(x+y)?2=x*+2xy+)%
x+yP=x3+3x2p+3x*+3% ...,
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gde, na primer, x2, x3, 2xy redom znale x-x, (x-Xx) X, X-y+x-y,
a sli¢no i ostali delovi formula (tako x*+2xy-+y* je zamena za
(x4 2xy) + y? itd.).

Sve iskazano navodi nas na pomisao da raun £ dobro
odgovara sistemu na$ih prirodnih brojeva, odnosno da mu pot-
puno opisuje sva svojstva. Medutim, istina o toj vezi nam otkriva
nasluéenu komplikovanost svojstava koja imaju prirodni brojevi
0, 1, 2, 3,... Ovo miSljenje potvrduju razni stavovi koje doka-
zujemo u tacki 6 ove glave.

U ovoj tadki dajemo jo§ neka svojstva racuna A4.

Verujemo da skup prirodnih brojeva 0, 1, 2, 3,..., u od-
nosu na operacije sabiranje, mnoZenje i operaciju " za koju x'=x
+1 &ni normalni model rafuna 4, ako se njegovi simboli
+, -, /, interpretiraju redom kao pomenute operacije i ako se kon-
stanta O interpretira kao broj 0. Taj model zovemo STANDARDNI
MODEL. Svaki drugi neizomorfan sa njim normalni model raduna A4
zovemo nestandardni model. Verujuéi da je standardni model
model raduna 4, zakljuujemo da je ralun -4 neprotivuretan,
posto je nmeprotivuredan svaki specijalni kvantifikatorski ralun prvog
reda koji ima model.

Postoji dokaz neprotivurenosti raduna o4, bez pozivanja
na model, jedino pomoéu meta-teorije koja sadrZi veliki deo teo-
rije skupova (teoriju ordinalnih brojeva). Prvi takav dokaz je dao
Gentzen 1936.

Pretpostavljajuéi da je standardni model model racuna A4,
dokazujemo sledeéi stav, koristeéi stav 5 iduce tacke.

Stav. Racun A ima nestandardni model.

Dokaz. Formirajmo nov radun o4 dodavanjem Kkonstante a, i
aksioma a,#0, a,#1, a,#2,..., a,#n,..., a sa tim u vezi 1
svih aksioma koje proistiéu iz Ax1-— Ax5 dozvoljavaju¢i da u
formuli A (x) udestvuje i nova konstanta a,.

Radun 4 je neprotivurefan. Zaista, ako je, obrnuto, raun
A’ protivuredan, onda u njemu postoji izvodenje B;, B,,..., B,
za neku njegovu formulu oblika AA —A.

Neka je m jedan numeral koji ne ulestvuje u tom izvodenju
i neka je
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niz formula koji se dobija iz prethodnog kada se u njemu a, za-
meni u svakoj formuli sa m. Taj niz je izvodenje izvesne formule
A’ A A’. Kako je A4 po pretpostavci neprotivureCan racun, na
taj nadin dolazimo do kontradikcije.

Dakle, radun o4’ je neprotivurean. Prema stavu 5 iduce
tatke, -4’ ima normalni model M. Taj model nije izomorfan sa
standardnim modelom, jer ne postoji nijedan prirodan broj koji
je razli¢it od svih prirodnih brojeva. [

Primer 3. AKSIOMATSKE TEORIJE SKUPOVA.

U svojim prvim istraZivanjima tvorac teorije skupova Cantor
nije se eksplicitno pozivao na neke aksiome o skupovima.

Medutim. analizom njegovih dokaza moZe se zakljuciti da se
skoro sve teoreme koje je on dobio mogu izvesti iz sledecih
aksioma:

1 Dva skupa su jednaka ako imaju iste elemente.

2 Za unapred dato svojstvo postoji skup Ciji su elementi bas
oni koji imaju to svojstvo (Aksioma apstrakcije).

3 Za svaki wneprazan skup postoji bar jedna funkcija Ciji su
originali neprazni podskupovi tog skupa, a slike su elementi originala
(Aksioma izbora).

Aksiomu apstrakcije prvi je formulisao G. Frege (1893).
B. Russell je 1901. godine iz te aksiome izveo kontradikciju po-
smatranjem skupa svih skupova koji imaju svojstvo da nisu sami
sebi elementi.

Neka je, dakle po pretpostavci, U skup svih skupova ¥, koji
imaju svojstvo V& V. Za skup U postoji jedna od dve moguénosti:

1° UcU. U tom sluaju je U jedan od V-ova, odnosno
elemenata skupa U, pa ima svojstvo U& U.

2° UgU. U tom slu€aju U nije jedan od elemenata skupa
U, pa nema svojstvo Ud& U, odnosno jeste Ue U.

Oznadimo sa P iskaz U< U. Prema tome, izveli smo tacnost
iskaza: P— ne P, ne P—P, odakle na osnovu pravila istinitosti
za implikaciju proizlazi da su i P i ne P istiniti.

Primedba. Neka je A oznaka za neko predikatsko slovo duZine
dva. Formula

(V) Ex) (A, ») <A, X))

je valjana, Sto se neposredno dokazuje.
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Negacija te formule je ekvivalentna sa sledeCom formulom:
X) AN XA y) 1 4(x x)
Formula (K) je, prema tome, uvek neta¢na. Uocimo sledecu
interpretaciju:
Domen je bilo koji skup i A4 se interpretira kao relacija €.
Tada prema (K) zakljudujemo da nije tano
ANV)EEYye 1 (xEX)),

odnosno da ne postoji skup &iji su elementi skupovi koji nisu sebi

elementi. |
Istorijski, Burali-Forti je prvi 1897. otkrio paradoks u jednom
delu teorije skupova — u teoriji ordinalnih brojeva. Ubrzo zatim

(1899) Cantor je nasao slian paradoks u teoriji kardinalnih brojeva.

Iako su matematiCari bili jednodus$ni u pitanju neophodnosti
izmena u samim osnovama matematike, u pitanju nacdina ostvari-
vanja tih izmena doSlo je do dubokih razmimoilaZenja.

Prema formalistickom gledi¥tu zasnivanje neke matematicke
teorije ne sme da se temelji na intuiciji, ve¢ je potrebno stvoriti
aksiomatsku bazu i tada je matematifka istina jedino omno §to pro-
izlazi iz aksioma bez obzira na mogucéa znalenja takvog tvrdenja.

Dakle, za formaliste reSenje problema se sastojalo u izgradnji
aksiomatske teorije skupova, iz koje izlaze svi rezultati Cantorove
teorije skupova, a istovremeno u onemogucivanju postojanja ,,sku-
pova‘ koji dovode do otkrivenih paradoksa.

Mnogi su nastojali da izbegnu paradokse proudavajuci dublje
njihovu strukturu. Tako je Russell svojom teorijom tipova uspeSno
otklonio uolene paradokse. Strogim prihvatanjem njegove teorije
mnogi rezultati matematike postaju neobiéno sloZeni. Medutim,
zajedni¢ka odlika navedenih nadina reSavanja je nastojanje da se
sacuvaju svi postojeéi rezultati teorije skupova.

Nasuprot takvim shvatanjima razvio se pravac intuicionizam,
&ijim koncepcijama se uklanjaju paradoksi, ali se zato dovode u
pitanje Citave grane klasi¢éne matematike.

Jezikom formula predikatskog rauna uvode se razne tzv. aksio-
matske teorije skupova. Te teorije su specijalni kvantifikatorski racuni.

Medutim, ni za jednu od poznatih aksiomatskih teorija ne
znamo da li je neprotivureéna.

Navodimo prethodno tzv. NBG sistem, koji je prvobitno uveo
von Neumann (1925, 1928), a koji su zatim dopunili R. Robinson
(1937), P. Bernays (1937—1954) i K. Godel (1940).
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Raun NBG je specijalni kvantifikatorski radun prvog reda
koji ima samo jedno relacijsko slovo R (obi&no se R} (u, v) zame-
njuje sa u€v) 1 konacno mnogo (individualnih) aksioma. Izuzetno
pri opisivanju tog rafuna promenljive su X;, X,, X;, ..., dok za
njihove oznake uzimamo X, Y, Z, .... Promenljive X, X,, X5, ...,
X,, ... interpretiramo kao klase, a klasa je odredena svojstvom
koje poseduju njeni elementi. Inage, ne zahtevamo da svakom svojstvu
odgovara klasa. To pretpostavljamo samo za ona svojstva koja su
u skladu sa aksiomama raduna NBG. Samo neke klase su skupovi,
odnosno uvodimo sledee definicije.

Definicija 1. M (X;) je zamena za (3 Xi+,) (Xi€ Xiy,), gde je
i=1,2,3,....

M (X;) &itamo:X; je skup.

Definicija 2. x; je zamena za M (X)) (i=1, 2, ...).

Na taj naéin X;, X5, X3, «..5 X, ... je niz promenljivih kojima
u interpretaciji odgovaraju skupovi. Za njihove oznake uzimamo
Xy Vs Z, Uy Vy W, o .

Formule

(VX) (M (X) = A (X)), @X)(MX)AA (X))
oznacavamo dogovorno redom (Vx;) A (x), (3x)A(x;), gde je
i=1, 2, ....

Navodimo aksiome i osnovne definicije rafuna NBG, dajudi
pri tom i komentare koji su u skladu sa interpretacijom pro-
menljivih X;, x; kao klasa, odnosno skupova, i sa interpretacijom
simbola &€ relacijom koju moZemo zvati ,,biti element od*.

Definicija 3.
X=Y je zamena za VZ2)(ZEXZEY)

(Z je prva promenljiva niza X,, X,, ..., X,, ... koja se
razlikuje od X i Y).

Definicija 4.

XCY je zamena za VZ2)(ZEX > ZEY)

(Z je prva promenljiva niza X,, X,, ..., X,, ... koja se
razlikuje od X i Y).
Definicija 5.

XCY je zamena za X CYANX # Y.
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Definicijama 3, 4, 5 uvedene su jednakost i inkluzije (neprava
1 prava).
Aksioma T (Aksioma ekstenzije)
X,=X,> (X, €EX, < X, EX,).
Aksioma P (Aksioma egzistencije para)
(Vx;) (V) @x3) (Vxg) (x4 € X3 S X=XV Xy =X3).

Za bilo koje skupove x;, x, postoji skup x, tako da su x;, x,
jedini elementi toga skupa.

Aksioma N (Aksioma egzistencije praznog skupa)
3x) (Vxp) (x; & xy).
Iz navedenih aksioma izvode se sledete teoreme:
X=X, X=YXCYAYCX), X=Y=>Y=X,
X=YANY=Z)=>X=Z, X=Y=>(ZEXSZCEY),
XEYo>MX), =Yoo (V2)zeEX<zCY),
(V%) (V) @G12) (Vi) (e E 2> u=xVu=y), 3, (V) (7 & %).

Na osnovu njih zakljudujemo da je NBG racun sa jednako3¢u.
Poslednje dve navedene teoreme opravdavaju uvodenje jedne nove
konstante, u oznaci 9@, i novog operacijskog slova za skupovne
promenljive, u oznaci { }.

Definicija 6. z={x, y} je zamena za (NVu)(ucz<u=xVu=y),
gde je u prva medu promenljivim niza X;, Xy ...5 Xps o -

koja se razlikuje od x, y i z.

Definicija 7. x,=90 je zamena za (VX,) (x, & X,).

Definicija 8. (x, y) je zamena za {{x}, {x, y}}-
(x, y) zovcmo ureden par redom za x i y. Mogli smo staviiti

62 y) {{x} {x. y})-

Inade, {x} je zamena za {x, x}.

Uredenu trojku (x, y, z) definifemo kao zamenu za ((x, y), z).
Sli¢no, rekurzivno definiSemo (¥, uy, <., Up).
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Navodimo niz tzv. aksioma o egzistenciji klasa, u kojima se
govori o egzistenciji klasa i skupova C&iji elementi zadovoljavaju
neke uslove.

Aksioma B1l. X)) (Vx,) (Vx3) ((x;, x;3) E X, X, € X3).

Aksioma B2. VX)) (VX @X;) (Vx) (x, € Xsox, € X, Ax, € X,).
Aksioma B3. (VX)) 3X,)(Vxy) (x; € X, > x;, ¢ X)).

Aksioma B4. (VX)) 3X,) (Vxy) (x, € X, < (Ix;) (x4, x3) = X))).
Aksioma BS. (VX)) 3X,) (Vx3) (Vxy) (x5, x4) €EX, = x; € X))
Aksioma B 6.

(VX)) BX,) (Vx3) (Vx) (Vx5) (%3, X4, X5) € X, < (34, X5, X3) € X))
Aksioma B17.

(VX)) BX,) (Vx3) (Vx4) (VX5) (X3, X4, X5) € Xy = (X3, X5, X4) € X))

Koriste¢i aksiomu T mogu se iz aksioma B,, B;, B, dobiti
teoreme, koje se razlikuju od tih aksicma jedino u tome $to u
njima stoji (3, X,), (3; X») umesto (IX,), 3X5). To opravdava uvo-
denje novih cperacijskih slova u oznaci (,—, 9 (redom: presek,
komplement, domen).

Definicija 9.

Z=XNY je zamena za Vu)(ucZouceXAucY).

Z=X je zamena za (Vu) u€ Z <> u & X).

Z=PD(X) je zamena za Vu)(uc Z < 3v) (u, v) € X)),
gde je u prva medu promenljivim X;, X,, ... X,, ... Ciji se indeks
razlikuje od indeksa: u prvom slucaju od X, Y, Z, u drugom slucaju
od X i Z, u treéem slucaju od X, Z, v.
Definicija 10. -

XUY je zamena za (Yﬂ Y).
V je zamena za 2.

X—Y je zamena za Xﬂ—);.
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Navodimo neke teoreme koje se izvode pomoéu izloZenih
aksioma.

{x, yy={z, o> (x=zAy=w)V(x=uAy=2z),
x =0 e (x=zAy=u),
NVMuyuceXUYoucsXVuey),
NVMyywer), XNX=X, XUX=X, XNY=YNX, XUY=YUJX,
XNo=9, XNV=X, XUo=X, XUV=V,
ENNNZ=XN(¥Nz), XUuUZ=XU(YU2),
XNYUDH=XNNUENZ), XU(YNZ)=XUrnNExuz,
XUY=XnY, XNY-XUY, X—X=0, X=X,
V—X=X, V-0,
M)AV VW ((u, vVEY S (v, u) e X).
Aksioma U (Aksioma egzistencije sume skupa)

(Vx) 3x,) (Vx3) (%3 € x4 (Axy) (%3 € X4 A X4 € X))

MoZe se dokazati da vaZi teorema dobijena iz te aksiome na
taj nalin $to se (3x,) zameni sa (3,x,). Na osnovu toga moZemo

uvesti tzv. SUMU skupa x, u oznaci U (x) ili (J v na sledeéi nadin:
vex

ue U@y uevAvex).
Aksioma S (Aksioma o podskupovima)
(Vx) (VX)) 3%3) (Vx) (s Ex3 @ X, E X A Xy € X))

Za bilo koji skup x; i klasu X, postoji skup x;, &iji su
elementi zajednitki elementi skupa x; i klase X,, tj. presek sku-
pa i klase je skup.

Aksioma W (Aksioma o partitivnom skupu)
(Vx) (3x) (Vx3) (x5 € x, < x5 C x)).

Teorema je i ona formula koja se dobija iz aksiome W kada
se (3x,) zameni sa (3; x,). Tako, moZemo uvesti novo operacijsko
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slovo, duZine 1, u oznaci #(x) na sledeéi nadin:
yePx)=yCx.
U tom sludaju su, na primer, teoreme sledeée formule:
? @) ={o), ?{2)={2 {&}}, 72, {2})
={o, {2}, {2, {2}}, {{&}}}-

Definicija 11.
Un (X;) je zamena za

(Y Xi41) (¥ Xixn) (¥ Xit3) ((Kigr Xi+z) € Xi
A (Ki1s Xiws) € Xi = Xigy = Xits)
(i=1, 2, 3,...).
Un (X;) itamo: klasa X; je jednoznalna.
Aksioma R (Aksioma zamene)

(Vx) (Un(Xs) = (3 x) (Vx3) (X3€%,
< (@xy) (x5 X3) € XA x € x)))-

Dakle, ako je X5 jednoznaCna klasa, tada klasa svih drugih
komponenti uredenih parova koji su elementi te klase jeste skup
ako je i klasa prvih komponenti neki skup.

Aksioma I (Aksioma beskonacnosti)
Bx) @Ex, AN(Vx) (xEx, = XU {x;} €x))-
Dakle postoji skup x, koji ima element O i sa svakim ele-
mentom x, sadrZi i element x, U {x;}.
Tako su aksiome raduna NBG potpuno navedene. Aksiome
su T,P, N,S, U, W, R, I, BI—-B7.
Inade, aksiome N i S mogu se izvesti iz ostalih aksioma.

AKSIOMATSKA TEORIJA SKUPOVA ZSF (Zermelo-Skolem-Fraenkel)
u stvari je podteorija teorije NBG, 1 to onaj deo koji se odnosi
na skupove.

8 Elementi matematitke logike
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Promenljive su x,, X,, X5, .. ., a jedino relacijsko slovo je €.
Aksiome su: T, P, N, U, W, I i jedna shema — aksioma koja
odgovara aksiomi R.

Ako je F(x, y) bilo koja formula, onda je aksioma formula
P=Q, gde su P i Q redom sledece formule:

(VY x) (VX)) (Y x3) (F (x5, x3) AF (X1, X)) = x3=,),
Axs) (Vx3) (x;€x5<> (3x) (6, Ex4 AF (x1, %3))-

Svaka formula rauna ZSF moZe se smatrati i kao formula
raduna NBG. Dokazano je da je ZSF neprotivurecan racun ako i samo
ako je NBG neprotivurecan.

Aksiomu izbora nismo ukljudili ni u jedan od tih rafuna.
Za zasnivanje teorije skupova usvaja se i ta aksioma.

Ta aksioma glasi P = Q, gde su P i Q redom sledee formule:

(Vx) (x5, €Ex, = X, DAV X3) (X3 E X, A X37%, > X3 % =9)),
@ x) (Vx) (X, €Ex4 = (A1 Xs5) (Xs EX; N X))

Dakle, ako je x, skup medusobno disjunktnih nepraznih sku-
pova, onda postoji skup x, koji sadrZi po tano jedan element tih
nepraznih skupova.

U teoriji skupova je dugo bio nereSen tzv. PROBLEM KONTI-
NUUMA. Da bi se on prikazao, potrebno je uvesti izvesne definicije,
na primer ,skup x je beskonalan®, ,skup x je ekvivalentan sa
skupom y*“. Zadovoljavamo se da obi¢nim reima opiSemo drugu
definiciju:

Katemo da je skup x ekvivalentan sa skupom y ako postoji bar
jedno 1—1 preslikavanje skupa x na skup y.

Pitanje je da li je tadan slede¢i iskaz:

2 Ako je x beskonacan skup i P (x) njegov partitivan skup, onda
ne postoji skup y koji ima sledele svojstvo: skup X je ekvivalentan
sa nekim podskupom skupa y, skup y je ekvivalentan sa nekim pod-
skupom skupa P (x) i pri tome skup y nije ekvivalentan ni sa sku-
pom X ni sa skupom P (x)*“.

Odgovor na taj problem (uopsteni problem kontinuuma) dao
je P. Cohen, 1964. g. (The independence of the continuum hypothesis;
Proc. Nat. Acad. Sci. usA, I — 1963, 50, 1143—1148; II — 1964,
51, 105—110).



ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE 115

Ozna&imo sa C formulu koja na formulskom jeziku predi-
katskog rauna odgovara iskazu pod znacima ,, “ u navedenom
pitanju. P. Cohen dokazao je da ni C ni —C nisu teoreme ZSF
sistema (u koji je ukljudena aksioma izbora), odnosno nezavisnost
hipoteze kontinuuma od ostalih aksioma sistema ZSF( u koji je
ukljugena aksioma izbora).

Prema tome, moZemo proudavati aksiomatske teorije skupova
koje imaju aksiomu C, kao i one koje imaju aksiomu —1C.

Na kraju ove talke istitemo jednu Cinjenicu koja vaZi za svaki speci-
jalni kvantifikatorski raéun < prvog reda.

Oznatimo sa Ax(JS) skup svih specijalnih aksioma rauna JS. Prema
definiciji teoreme uvedenoj za bilo koju formalnu teoriju, neka formula A raluna S
je teorema tog rafuna ako i samo ako je ta ista formula posledica skupa hipo-
teza Ax(JS) u kvantifikatorskom radunu %, ili u kraéim oznakama:

@) Ao Ax(S) A,
Jd X

gde je A formula raduna . MoZemo pretpostaviti da su sve aksiome zatvorene
formule.

Kako u svakom izvodenju ulestvuje konatno mnogo aksioma, za mneki
konatan podskup zatvorenih formula {A;, A,, ..., An} C Ax(J) vaii

(b) Ax(S) - A <—— (A, A,y ...s Ag) - Al
X X

Pomenuti podskup zavisi od formule A.
Koristeéi (a) i (b) i stav dedukcije dobijamo:

(© FA<——>FA => A2 (...(Aa2>A)... ),
= 4

odakle izvodimo zakljuSak da svakoj teoremi A specijalnog raéuna S odgovara
jedna odredena teorema racuna ¥. Odnosno, ispitivanje teorema nekog speci-
jalnog kvantifikatorskog ratuna & je u uskoj vezi sa ispitivanjem teorema
kvantifikatorskog ra¢una prvog reda . Na taj nadin, raun % ima poseban
znadaj i zauzima centralno mesto medu svim specijalnim kvantifikatorskim
raCunima prvog reda.

3. EGZISTENCIJA MODELA I NEPROTIVURECNOST.
GODELOV STAV. SKOLEM-LOWENHEIMOV STAV
Neka je & neki specijalan kvantifikatorski ralun prvog reda
i neka je &’ formalna teorija koja ima sve simbole kao i teorija 5]

i jo§ dodatne konstante by, by, ..., by, ... .

8
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S tim u vezi, skupovi formula, kao i aksioma teorije ', jesu
nadskupovi odgovarajuéih skupova formula i aksioma teorije .
Tako, na primer, u J' je aksioma svaka formula oblika (V x) A (x)
=> A (b)) koja se dobije iz Ax 4 ako se umesto ¢ uzme b,.

Dozvoljavamo da rafun S ima i neke druge aksiome, a ne
samo one koje proizlaze po shemama Ax 1—AxS5.

Svaki takav raun S’ zovemo dopuna rauna S. VaZi sledeéa
lema.

Lema 1. Ako je specijalan kvantifikatorski radun S neprotivurecan,
onda postoji njegova dopuna &', koja je takode neprotivurecan racun
i u kojoj je tacan iskaz:

Ako formula A (u) ima kao slobodnu promenljivu jedino u i ako
Jje formula — (Y u) A (u) teorema racuna &', onda u racunu S’ postoji
term t takav da je i formula — A (t) teorema tog racuna.

Dokaz. Clanove niza promenljivih X, ¥, z, X;, ¥;s Z1s «+vs Xps Yns Zns e o«
oznaimo redom sy, S,, 83, ... §,, ... . Neka je

Fl(s), F2(s), F3(s), ..., Fo(s), ...
Fl(s), F2(s,), F3(sp), ..., Fo(s,), ...
Fl(sy), F2(sy), F3(s3), ..., Fo(s3), ...

Fl (SD.)’ F2 (sn)’ F3 (sn)’ AR ] Fn (Sﬂ)’ A

9 e ey . 3 e

skup svih formula obrazovanih od simbola rafuna S i od dodatnih
konstanti b,, b,, ..., by, ... i pri tome formula F(s;) ima jedinu
slobodnu promenljivu s;. Taj skup formula je prebrojiv.

Oznalimo sa Fy(si) k-ti ¢lan niza &iji su Clanovi redom:

Fl(sy), F2(sy)s F'(sy), F3(s)), F2(5)s F1(85)s .-
FI(s), FFU(s), v, FP(si), FU(s)y..., (I=1,2,...)

isa by, bj,,..., b;n, ..., sledeéi niz konstanti:

1° b;, je omaj b; (i=1, 2,...) koji ne ucestvuje u formuli
F(sy) i pri tom od svih takvih b; ima najmanji indeks.
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2° bj, je onaj b; (i=1, 2,...) koji ne ulestvuje u formu-
lama F, (si,), F,(si,), razhku_)e se od b;, i pri tom ima najmanji
indeks od svih takv1h b;.

k° .b; je onaj b; (i=1, 2,...) koji ne ufestvuje u formulama
Fy(si,), F,(si,)s - --> Fr(si), razlikuje se od svih b, biyy ... by
i pri tome ima najmanji indeks od svih b; koji imaju ta svojstva.

Oznadimo sa S’ dopunu raduna S koja izmedu ostalih aksi-
oma ima i sledeée aksiome Ay:

1 (V Sik) Fy (Sik) = 1 Fk (bjk). (k= 1,2,.. .)

Lema je dokazana ako dokaZemo da je &’ neprotxvur‘-can,
poSto, prema A, ako je "1 (Vi) Fy (s5,)> onda je | "F (53>
gde je b; odreden term.

Oznaéimo sa S, (k=0, 1, 2,...) dopunu raduna S kome su
dodate aksiome 4,, 4,,..., Ay, ali ne i Ayy,,.... Dakle, I, je
polazni radun S sa dodatnim konstantama b;,..., by, ... 182
aksiomama koje proistiu iz shema Ax 1—AxS.

Indukcijom po k dokazujemo da su svi rauni S (k=0,
1, 2,...) neprotivure€ni.

Neka je k=0. Ako je S, protivuredan, onda postoji formula
A u S, takva da je — AA 1 A. Neka je

S
B;, B,,..., Bn (Bm je AN A)

jedno izvodenje za tu teoremu i neka je x, jedna promenljiva koja
ne udestvuje u tom izvodenju. Pretpostawmo da se sve udestvujuce
konstante b; u navedenom izvodenju zamene sa Xx,. Tada se dobija
niz formula raduna J:

By, Byyovos Bn  (Bm je ANTIA)
koji je lzvodenje u tom raCunu (jer opisana zamena prevodi aksi-
ome raluna S, u aksiome rauna S i Cuva pravila izvodenja; na
primer, B pr01z1a21 iz A i A > B). Tako dobijamo da u radunu S

posto_p teorema A/\'TA, §to je nemoguce, jer je & neprotivu-
rean prema pretpostavci. Dakle, &, je neprotivurean racun.
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Neka je k broj veéi od 0 i neka je Sy, neprotivure€an raun
(indukcijska hipoteza).

Pretpostavimo da je S, protivurefan rafun. Onda su sve for-
mule tog raduna njegove teoreme. Specijalno je — — A, odakle,

k
prema nafinu na koji se od rafuna Sy, prelazi na radun Sy,
imamo A, + —1 A4;. PoSto je A zatvorena formula, prema stavu
Sk—
dedukcije proilzlazi
— Ak => Ak'
ék—q
U iskaznom rafunu imamo tautologiju (p => —1p) = —p.
Stoga je A4, tj.
k—1
= (T (s Fu(siy) > 7 Fe(8))-
ék-—x
Prema tautologijama —(—p=> —1¢q) = —p, 1 (Cp=> T1g9) > ¢
dobijamo
(l) = (v sik) Fk (Slk)’ - £ (bfk)'
ék—-l CSk-x
Neka je
B,, B,, ..., By

jedno izvodenje za teoremu Fy (b)) rafuna J,—, i neka je x, pro-
menljiva koja ne udestvuje u tom dokazu. Ako se b; zameni sa x,
u svim formulama B;, onda dobijamo nov niz, koji je izvodenje
formule Fy(x,) raduna Si—,.

Na taj nadin je — F,(x,), odakle, prema pravilu Gen, dobijamo

F (Vx,) Fp(xp)-
k—1
Kako je term Si, slobodan za promenljivu x, u formuli Fy (x,),

to, prema Ax4, dobijamo  Fi(s; ). Prema pravilu Gen, imaino
cSk--:

= (Vsy) Fi(sy)-

Sk—1y
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Odavde, prema (1), dobijamo
= D (Ys) Felsi)s = (Ysi) Felsiy)s

Sk—y Sk—1
§ta je nemoguée, jer je Si—, neprotivureCan racun.

Na taj nadin su svi S neprotivureéni rauni.

Odatle zakljuéujemo da je iraun S’ neprotivureCan, jer izvo-
denje za neku njegovu formulu oblika A A =1 A mora biti i izvodenje
u nekom ratunu S, gde je k dovoljno veliki, a to je nemoguce,
jer je svaki J; neprotivurecan.

Kako je (Qu)A (w), po definiciji, formula — (Vu) 71 A (u),
kao posledicu dokazane leme imamo sledeu lemu — lemu o egzi-
stencijalnom kvantifikatoru.

Lema 2. Ako je specijalan kvantifikatorski ralun S neprotivureéan,
onda postoji njegova dopuna S', koja je takode neprotivurecan ralun
i u kome je tacan iskaz:

Ako formula A (u) ima kao slobodnu promenljivu jedino u i
ako je (Au) A (u) teorema racuna S', onda u S’ postoji term t takav
da je i formula A (t) teorema tog raluna.

Lema 3. Ako zatvorena formula — F nije teorema specijalnog raluna
S, onda je neprotivurean radun S,, koji se dobija iz racuna S
dodavanjem nove aksiome F.

Dokaz. Pretpostavimo da je radun S, protivureCan. U tom slucaju
postoji neka formula A tog raluna tako da je — A, A
S S
Koristeéi tautologiju (p A —1 p) = ¢, odnosno teore:mul I
— (AA—A) > —F,
S
dobijamo |- — F. Prema nadinu obrazovanja raluna J; zakljuCujemo

F—~ —F. Plrimenom stava dedukcije imamo  F = —1F, odakle
= S
na osnovu tautologije (p = —1p) = —1p dobijamo — T F, §to je

=

kontradikcija. Dakle, radun J, je neprotivurelan. |

Definicija 1. Specijalni kvantifikaiorski racun prvog reda S zovemo
POTPUN ako svaka zatvorena formula A zadovoljava uslov:

A ili A
S S
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Definicija 2. Specijalni kvantifikatorski racéun prvog reda S zovemo
PROSIRENJE specijalnog kvantifikatorskog racuna prvog reda S ako
oba racuna imaju iste simbole i ako je svaka teorema raduna S

ujedno i teorema raduna S.

Dokazujemo sledeCu, tzv. lemu Lindenbauma.

Lema 4. Neprotivurecan specijalni kvantifikatorski raéun prvog reda
& ima neprotuvurecno i potpuno proSirenje .

Dokaz. Skup svih zatvorenih formula raduna J je prebrojiv. Neka
je F;, F,, ..., Fyu,... niz &iji su ¢lanovi sve pomenure zatvorcne
formule. Defini§imo niz &;, &5 ..., Su, ... specijalnih kvantifi-
katorskih rauna prvog reda na sledeé¢i nalin. Neka o, bude .
Pretpostavimo da je <, odredeni radun. Tada je S,+; isti kao S,
ako je — —1 F,4;, a u drugom sluéaju JS,+, se dobyja iz I, prih-

n
vatanjem da je i formula F,., aksioma.

Svaki od raduna S, je neprotivureCan. Dokaz izvodimo in-
dukcijom po n. Prema pretpostavei je &, (tj. S) neprotivuredan.
Neka je S, neprotivureCan. Razlikujemo dva slucaja.

I SLUCAT S,y =S,. Tada je S,4, neprotivurean.

I SLUCAT Sy4#S,. Prema nadinu na koji smo definisali
Sa+y, formula — F 4, nije teorema raCuna ,. Na osnovu leme 3,
radun S,y, je neprotivuredan. Dakle, ako je I, neprotivuredan,
onda je 1 S,+,; neprotivureSan, odnosno svi rafuni J,, I,
Sys e vs Sus ... su neprotivureéni.

Oznadimo sa S raun ¢&iji su simboli isti kao simboli racuna
S i &ije su aksiome, aksiome svih raduna Sy, Sps-.0s Sneee-

Radun S je neprotivurean, jer izvcdenje za neku njegovu
formulu oblika AA — A mora biti 1 u izvesnom J,, §t0 je nemo-
gude.

Posto je radun S i potpuno proSirenje raduna o, lema je
potpuno dokazana. [§

Sledeéi stav — stav o vezi izmedu egzistencije modela i nepro-
tivurecnosti ima poseban znadaj.

Stav 1. Svaki neprotivurecan specijalni kvantifikatorski racun S prvog
reda ima prebrojiv model.
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Dokaz. Neka je &' dopuna rafuna J, obrazovana kao u dokazu
leme 1, odnosno dodavanjem konstanti b,, by, ..., b, ... 1 aksi-

oma Ag:
(Vs Fi(siy) > T Fy (0)-

Dopuna &' je neprotivuredan rafun. Oznaéimo sa ¢ potpuno
neprotivureéno proSirenje raduna ', koje, prema lemi Lindenbau-
ma, postcji. Neka je M skup svih zatvorenih terma iz S, tj. terma
koji ne sadiZe promenljive. U tcm skupu uvodimo na sledeci
nadin operacije 1 relacije.

1°  Ako je f7 operacijsko slovo raduna & iakosu #;, £, ..., ¢;
neki zatvoreni termi istog rafuna, onda je term i@, ty, oo s t))
rezultat operacije, u oznaci fi, nad termima ¢, ¢,, ..., t;, odnosno

. def
£ty ty oo 1) = F1(ts tys oo s 1))
Tako, na primer,
£2(a, FLO) =S, F1BY), f1(f3(@)=r1(f3(a))!

Na taj nacin, svakom operacijskom slovu £ raduna & dode-
ljuje se po jedna operacija duZine j skupa M.

2°  Ako je R] relacijsko slovo rauna & i akosuty, t,, ...,
neki zatvoreni termi, onda kaZemo: ¢, #,, ..., ¢; tim redom su u
relaciji R} ako i samo ako je formula R (), tyy ..., t;) teorema
raduna o.

Dakle, svakom relacijskom slovu R’ odgovara po jedna relacija

duZine j skupa M, u oznaci R}, za koju je
) Ri(t,, tyy .o » t)=T <«— }ZR{(tl, Ly ovns L))

Interpretirajmo operacijska i relacijska slova rafuna ¢ kao
navedene operacije i relacije skupa M, a za interpretaciju kon-
stanti uzimamo iste konstante. Tako dobijamo interpretaciju 7
raduna &, kao i raduna . Dokazatemo da u odnosu na tu inter-
pretaciju vaZi: zatvorena formula A je tacna pri interpretaciji I ako
i samo ako je formula A teorema teorije .

Dakle, krace,

3 A je tatna <— — A
¢

! Primetimo da su f i f razliCiti simboli.



122 SLAVISA B. PRESIC

Ozna&imo sa d(A) broj znakova =, —, V koji se pojavljuju
u formuli A. Dokaz izvodimo 1ndukcuom prema broju d.

Neka je d (A)=0. Tada je iskaz taan, jer je A elementarna
formula, pa se uslov (3) svodi na (2).

Pretpostavxmo sada da je iskaz taan za svaku zatvorenu for-
mulu B &iji je broj d(B)<n. Dokazujemo da je navedeni iskaz
tatan za svaku zatvorenu formulu A za koju je d(A)=n.

Pri tome razlikujemo tri sludaja.

Slu¢aj 1. Formula A je oblika — B. Tada, prema indukcijskoj
hipotezi, imamo

B je tatna «—— |-B,
¢
odnosno odatle

B je netana <— nije — B,
1

§to, na osnovu potpunosti rauna &, daje

B je netalna <—— | 1B,
¢
odnosno

A je tatna «<——  A.
1)

Slugaj 2. Formula A je oblika B = C. Posto je A zatvorena formula,
takve su i formule B i C. Prema indukcijskoj hipotezi 1 na osnovu
potpunosti rauna ¢, imamo:

B je tatna «— - B, B je netatna «—— "B,

6 4
C je tatna «— - C, Cje netatna «— —"11C,
o 6 '

odakle neposredno dobijamo
B > C je netatna <———B, - C;
G G
1j.
B=C je netatna «<—— 1 (B=>C)
o

odnosno
A je tana «—— - A.
6
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Slutaj 3. A je oblika (Vs,) B. Mogu nastupiti dva sluCaja.

Sluéaj 3a. Formula B je zatvorena. Tada. prema indukcijskoj hipo-
tezi, imamo:

B je talna «— — B.
6

Poito: 1° B je tadna «<—— A je talna, i

2° B«—o A,
¢ é
onda
A je taCna «—— |- A.
G

Slu¢aj 3b. B nije zatvorena formula. U tom sluaju formula A je,
prema oznakama dokaza leme 1, oblika (‘v’s,-p) F, (s,p), gde je p

neki prirodan broj.
Neka je A tadna pri interpretaciji I, ali nije — A. Prema

potpunosti, imamo 1A, tji. 71(VYs)F, (s1)-
¢ 6
Medu aksiomama A:

mit4 Sik) Fy (Sxk) > 1 F (bjk)
(za izvestan prirodan broj k) nalazi se i aksioma oblika
0 —(V5) F, (s,) = —1 Fp(By)-
1z (4) dobijamo z— 1 F,(b,;,)- Posto je A tadna, to je, prema Ax 4,

i formula F,(b;,) tana. Prema indukcijskoj hipotezi, ta formula
je teorema, odnosno - F,(%;,), Sto dovodi do kontradikcije, jer
6

Ig 1 F, (bjp).

Prema tome, ako je A tadna formula pri interpretaciji I,
onda je  A.
é

Pretpostavimo da je A netana i da je | A. Podto je formula
G

(¥ s1,) Fp (s;,) netalna pri interpretaciji I Ciji je domen skup zatvo-
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renih terma, onda je za neki zatvoreni term ¢ formula F, (¢) netalna.
Iz = (Vs,) Fp (si,) prema Ax 4 dobijamo |- F,(f), odakle prema
G G

indﬁkcijskoj hipotezi dobijamo da je formula F,(f) taCna. Prema
dobijenoj kontradikeiji zaklju¢ujemo: ako je A netatna, onda for-
mula A nije teorema rafuna ¢

Prema tome, indukcijom je dokazano za svaku zatvorenu
formulu A rafuna o:

A je talna pri interpretaciji /<«— — A.

Na taj nalin interpretacija I je model (prebrojiv) raluna ¢,
pa prema tome i polaznog raduna . |§

Neka je & neki specijalni kvantifikatorski rafun prvog reda
koji ima model. Dve formule oblika A i - A ne mogu biti teoreme
tog rafuna, jer bi u protivnom obe bile tatne, odakle bi se dobijalo
T =T.

Prema ovome tvrdenju i na osnovu dokazanog stava, zaklju-
Cujemo:

Radun je neprotivurecan ako i samo ako ima model. Slededi,
tzv. Lowenheim-Skolemov stav, pronaden je pre stava 1.

Stav 2. Ako specijalni kvantifikatorski racun prvog reda ima model,
onda on ima i prebojiv model.

Dokaz. Ako S ima model, onda je S neprotivureCan. Prema stavu 1,
S ima prebrojiv model.

Prelazimo na dokaz poznatog Godelovog stava, koji glasi:

Formula A kvantifikatorskog racuna prvog reda K je valjana
ako i samo ako je ona i teorema tog racuna.

Posto smo dokazali da je svaka teorema raluna K takode i
valjana formula, ostaje jedino da se dokaZe sledeci stav.

Stav 3. Ako je formula A kvantifikatorskog racuna prvog reda K
valjana, onda je ta formula i teorema istog racuna.

Dokaz. Neka je A, zatvorenje formule A (v. tatku 5, glava 11,
prvi deo). Posto je A valjana, to je A, valjana. Pretpostavimo da
A, nije teorema raduna K . Neka je S radun koji se dobija iz
ratuna X uzimanjem formule — A, za specijalnu aksiomu. Racun
S je neprotivuredan na osnovu leme 3.
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Prema stavu 1, taj radun ima model i u tom modelu je for-
mula — A, taéna. Ovo je kontradikcija, jer je A, valjana formula.
Dakle, A, je teorema, a prema Ax 4 je i formula A teorema. [

Koristeéi stav 1 dokazujemo i sledeéi stav, kojim se uspostavija
veza izmedu pojma semantitka posledica, koji je uveden u prvom
delu (glava II, tatka 5), i pojma posledica (odnosno i tzv. SINTAK-
TIEKA posledica) uvedenog u glavi o formalnim teorijama. Inace,
sve formule su iz kvantifikatorskog ratuna K . Ne umanjujuéi
opstost, pretpostavljamo da je formula F zatvorena.

Stav 4. Neka je G neki skup formula racuna K i neka je F izvesna
zatvorena formula istog racuna. Tada

F|=F«~—->&|-F.
K

Dokaz. Pretpostavimo, najpre da je &|—F. Oznalimo sa S specijalni

kvantifikatorski radun prvog reda za koji je & skup specijalnih

aksioma. Ako je taj radun protivuredan, onda su u tom ralunu

teoreme sve njegove formule pa — F, odakle & —F. Ako je J
3 %

neprotivuredan, onda postoje dve mogucénosti.
1° Formula F jeste teorema raduna &. U ovom slutaju do-
kazali smo & F.
x

2° Formula F nije teorema raduna . Radun J; dobijen iz
raduna <& dodavanjem aksiome —F neprotivurean je na osnovu
leme 3. Prema stavu 1, raun <, ima model. U modelu su tacne
sve aksiome raduna o;, odnosno sve formule skupa &, kao i for-
mula —F. Medutim, to je nemoguée, jer je &|—=F, pa je i for-
mula F tadna u tom modelu.

Posto slugaj 2° ne moZe nastupiti, zakljudujemo da iz G |=F
proizlazi & — F.

*

Neka je zatim, & - F. Tada je formula F teorema raCuna
A
S &iji je skup specijalnih aksioma jednak skupu &. Stoga je for-
mula F tana pri nekoj interpretaciji ako su pri istoj interpretaciji
taine sve formule iz skupa &. Dakle, & |~ F—— G&|—F, pa je stav
%

potpuno dokazan. [§
Najzad dokazujemo stav o vezi izmedu egzistencije normalnog
modela i neprotivurecnosti specijalnog racuna S sa jednakoscu.
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Stav 5. Neprotivurecan raéun S sa jednako$Séu ima konalan ili pre-
brojiv normalan model.
Dokaz. Prema stavu 1, ratun S ima prebrojiv model M. Relaci-
ja =, prema definiciji raduna sa jednako3¢u (prethodna tacka), ima
svojstva:

X=X, X=y=>y=X, (X=YyAy=2z)>Xx=2,
pa je = relacija ekvivalencije skupa M. Oznafimo sa x klasu ekvi-

valencije elementa X, a sa M skup svih klasa ekvivalencije. Skup
M je konadan ili prebrojiv.

Neka su f, R intepretacije u modelu M redom za operacij-
sko slovo f duZine m i relacijsko slovo R duZine n. U skupu M
gefini§imo na sledeéi nadin operaciju f duZine m i relaciju R du-
Zine n:

o _ def
f (X5 X35 0005 Xm)=F (X5 X550 esXm),s
o __def
R(X; X500+ X)=R (X, %X,, ..., X,).

Koristeéi definiciju raduna sa jednako3¢u, neposredno zaklju-
Sujemo da M ¢&ini normalni model raduna <, smatrajuéi da su f, R
intepretacije redom slova f, R i da je interpretacija ma koje indi-
vidualne konstante a jednaka a. [j

Primedba. KaZe se da je model M obrazovan od modela M kon-
trakcijom.

4. GODELOVI BROJEVI. ARITMETIZACIJA. DEFINICIJA REKURZIVNIH
FUNKCIJA

Svakom osnovnom simbolu s kvantifikatorskog raCuna prvog
reda K na sledeéi nalin dodeljujemo prirodan broj, u oznaci g(s),
tzv. Gddelov broj simbola s.

g(()=3; g())=5 g()=7 g()=9 8(=>)=11
gl =5+8k (k=1,2,...)

WUy Uys oo 38 X3 ¥ Zy ov s Xns Vs Zns v o)
g@)=7+8k (k=1,2, ...
g(fR)=9+8(223% (k,n>1)
g(Ri)=11+8(223%) (k,n>1).



ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE 127

Prema tom dogovoru imamo, na primer, g(x)=13, g() =21,
g(as) =47, g(Ri)=>59.

Neposredno se proverava da su razliCitim simbolima dodeljeni
razliditi prirodni brojevi i da su svi dodeljeni brojevi neparni.

Neka je 5,8, ... s konafan niz simbola, odnosno reé rafuna
K. Za Godelov broj te reCi, u oznaci g(s;s, ... §) uzimamo
2860 386D 6D ode je 2,3, ..., py niz uzastopnih prostih
brojeva.

Na primer;

i
g(R) ,8(() g g6) g(as) g()

g(RI(x, ag)=2°"7.3""". 8% "V 11" .13
=259.33,513,77.1147.135
g((()=2¢0).38(()=23.33=216
Izmedu ostalog, svakoj formuli raduna %K dodeljen je jedan

prirodan broj — Godelov broj te formule.
Neka je w,w, ... w; konadan niz redi rauna K. Za Gddelov
broj tog niza redi, u oznaci g(w, w, ... w;) uzimamo 28MnD 3802 |

... pA™). Na taj nain, izmedu ostalog, svakom konaCnom nizu
formula odgovara neki Gddelov broj. Isto tako, svakom izvodenju
teorije A dodeljuje se po jedan prirodan broi.

Opisanim postupkom dodeljuje se svakom simbolu, reci, ko-
nacnom nizu redi raCuna K po jedan prirodan broj.

Funkcija g je 1—1 preslikavanje skupa simbola, re€i, konacnih
nizova redi rauna %K u skup prirodnih brojeva. To preslikavanje
nije preslikavanje na skup prirodnih brojeva jer, na primer, 10 nije
Godelov broj.

Tom idejom je Godel (1931) izvrSio prevodenje mnogih
problema izvesne formalne teorije na probleme relacija medu pri-
rodnim brojevima 0, 1, 2, ... . Ta ideja je presudna u reSavanju
mnogih problema matematicke logike.

Inacde, preslikavanje g koje smo naveli samo je jedan primer
tZv. ARITMETIZACIJE.

Definicija 1. ARITMETIZACUA formalne teorije G je svako 1 —1
preslikavanje skupa osnovnih simbola, redi, konacnih nizova reci teorije
G u skup prirodnih brojeva koje ima sledeca svojstva:

1° g je izradunljiva.

2°  postoji postupak kojim se moZe utvrditi da li za dati pri-
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rodan broj n postoji objekat x takav da je g(x) =n; a takode i postupak
za nalaZenje objekta x.

Upotrebljeni nadin dodeljivanja prirodnih brojeva osnovnim
simbolima ratuna K nije jedini mogué. Isto takode mogué je
svaki drugi nain koji ispunjava uslove date definicije.

U prethodnoj definiciji pojmovi izracunljiva funkcija i postupak
su intuitivni.

Intuitivno, izraunljiva funkcija je ona za koju postoji postupak
kojim se od originala dobija slika. Na primer, takve su funkcije
odredene jednakostima

f(x)=x+2, g(x, y)=x"+ max (x, y)

Takva je i funkcija za koju je f(x)=ap+a;+ -+ - +2a,
ako je x=ay,+a,;-10+ - - - +a,-10", gdesu a;, a;, ..., a, iz skupa
brojeva 0, 1, ..., 9.

REKURZIVNE FUNKCUE, ¢iju definiciju navodimo, spadaju u
klasu izradunljivih funkcija. Te funkcije su, inale, izvesna presli-
kavanja skupova N¥ (k=1, 2, 3, ...) u skup N (prirodnih brojeva).

Funkcije odredene jednakostima

N®x)=0 (nula-funkcija)

SE)=x+1 (naslednik-funkcija)

Ul (Xy> Xps ovv s X5) =X (projekcijska funkcija)

4, j=1,2,3,...; i<j)
zovemo POLAZNE funkcije.

Neka su f, g, h funkcije za koje vaze jednakosti

(X5 Xps ovvs Xns 0)=8(X(5 Xp5 + v+ 5 Xn)
(1)

F(Xyr Xpp eoes X Y+ D) =h (X, Xy o5 X, Yo £ (X5 Xy s o0 5 X Y))
za sve prirodne brojeve X;, X5, «+ . Xp, Y-

Tada kaZemo da se funkcija f dobija pomocu funkcija g i h
rekurzijom. Za X, X,, ..., X, kaZzmo da su parametri rekurzije.
Ako njih nema, onda jednakosti (1) glase:

f(0) =k,

f(y+1D)=h(y, f(¥),
gde je k neki prirodan broj.
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Ina&e, jednakosti (1) jedinstveno odreduju funkciju f pomocu
funkcija g i h.

Neka je g funkcija koja ima sledefe svojstvo:

(Vxl) (sz) e (Vxn) (3 Y) (g (Xla xz’ «ee s Xp, Y)=0)‘
Neka
(J'Y(g (xl’ X35 +oe5 Xns Y)=0)
oznadava, za date brojeve
Xys Xp5 « o5 Xns
najmanji broj y za koji je
8(Xs Xps o oo s %n, Y)=0.
Tada jednakost

f(xU > ) Xn)=IJ'Y(g(X1’ X35 005 Xn» y)=0)

jedinstveno odreduje funkciju f. KaZemo u tom sluaju da je funk-
cija f dobijena pomoéu p-operatora (od funkcije g).

Neka su g, h;, h,, ..., he date funkcije.

Tada jednakost

£ (X5 Xpp ove s X)=8(hy (X1, X5 -+« 5 Xn)s

hy (Xgs Xps «oe > Xn)s o5 B (Xy5 X5 oo 5 X))
jedinstveno odreduje funkciju f. KaZemo da je ta funkcija odredena
supstitucijom pomocu funkcija g, hy, h,, ..., h.

Definicija 2. Za funkciju f: NX—N, gde je k neki pozitivan priro-
dni broj, katemo da je REKURZIVNA ako postoji bar jedan konalan
niz funkcija
fi, 6, ..., 5 (f, je jednaka f)

tako da svaka funkcija f; toga niza zadovoljava uslov:

1° f; je polazna funkcija; ili

2° f; se odreduje pomolu nekih prethodnih Clanova niza rekur-
zijom, supstitucijom ili p.-operatorom.
Primer. Funkcija f: f(x, y)=x+y je rekurzivna. Njoj odgovara
sledeéi niz:

Ui, S, f,

jer je f(x, 0)=x, f(x,y+1)=S(f(x, y).
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Dokazuje se, na primer, da su sledeée funkcije rekurzivne:

X—y akO X>y
f(x, y)=x-y, g(x,y)={ 0 ako x<y.

h(x, y)=x% k(x, y)=max (%, y).
Church je postavio hipotezu (Churchova feza) da je skup re-
kurzivnih funkcija jednak (intuitivnom) skupu izracunljivih funkcija.
Poznate su mnoge Cinjenice koje idu u prilog te hipoteze.
Neka je « neka relacija duZine n skupa prirodnih brojeva
1 neka je f sledeéa funkcija (tzv. KARAKTERISTIENA FUNKCLA rela-
cije ao):
(1 ako a(X;, X5 .., X)=T
10 ako (X, Xy, ..., X)) = |

Za relaciju o kaZemo da je rekurzivna ako je njena Sunkcija
f. rekurzivna.

fo (Xys Xys enny Xp) =

5. RELACIJE I PRESLIKAVANJA PRIRODNIH BROJEVA PREDSTAVLJIVI
U FORMALNOJ TEORIJI BROJEVA J RACUNU ¢

Definicja 1. Relacija o duZine n skupa prirodnih brojeva je PRED-
STAVLIIVA u formalnoj teoriji brojeva -4 ako postoji bar jedna for-

mula A (x,, X,, ..., x,) racuna A koja ima jedine slobodne promen-
bive x;, X,, ..., X, tako da su ispunjeni slede¢i uslovi:
1° Adko su redom prirodni brojevi m;, m,, ..., m, u relaciji «,

onda je }—A(El, Ez, cee, my).
A

2°  Ako redom prirodni brojevi m,, m,, ..., M, nisu u rela-
ciji «, onda je - 1 A(my, m,, ..., m.,).
A

Na primer relacija jednakost, predstavljiva je u radunu 4
formulom x,=x,. Sli¢no, relacija u oznaci < predstavljiva je formu-
lom X, <x,. Naravno, svaka relacija « skupa prirodnih brojeva nije
predstavljiva u ralunu 4. Razlog je, na primer, 3to je skup svih
formula rafuna 4 prebrojiv, dok skup svih relacija skupa prirod-
nih brojeva nije prebrojiv.

Neka je M neki podskup skupa prirodnih brojeva. Njemu
odgovara sledeca relacija, u oznaci w:

Prirodan broj x je u relaciji p. ~— x € M.
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KaZemo, skup M je predstavijiv u radunu A ako je relacija p
predstavljiva u istom radunu. Isti skup je rekurzivan ako je relacija
@ rekurzivna.

Dokazuje se, na primer, da su u radunu -4 predstavljivi sle-
deéi skupovi: skup parnih prirodnih brojeva i skup prostih brojeva.
U daljem izlaganju koristi¢emo sledeCu &injenicu. Ako su predstav-
ljivi skupovi A i B, onda je predstavljiv i skup A()B. Zaista ako
su A(x,) i B(x,) formule koje predstavljaju redom skupove AiB,
onda je skup ANB predstavljiv formulom A (x)) AB(x,), 3to se
neposredno proverava.

Neka je f preslikavanje skupa N2 u skup N, gde je N skup
svih prirodnih brojeva.

Definicija 2. Preslikavanje f je PREDSTAVLIIVO u formalnoj teoriji
brojeva A ako postoji bar jedna formula A (xy, ..., X,, Xp4,) Cije st
Jjedine slobodne promenljive x,, ..., X,, Xp+1, tako da su ispunjeni
sledeci uslovi:

1° Ako f(m,, m,, ..., m,)=MMy4q,

onda - A (m,, ..., mg, Moty)-
A
2° ; G x4 ) A(my, my, ..., My, Xpipq)

Na primer, funkcija za koju je f(x)=x? predstavljiva je for-
mulom x2=x21’, dok je funkcija odredena jednako$¢u f(x,y)=x
predstavljiva formulom x;=x, Ax,=x,.

U daljem izlaganju u vezi sa odredenim specijalnim kvanti-
fikatorskim rafunom pojavljuju se:

I. Binarna relacija y skupa prirodnih brojeva, definisana na
slede¢i nadin:

Prirodan broj m je u relaciji vy sa prirodnim brojem n ako i
samo ako je m Gédelov broj neke formule A (x,) cija je jedina slo-
bodna promenljiva x,, dok je broj n Gddelov broj nekog izvodenja
Sormule A (m), ukoliko je ta formula teorema.

II. Funkcija d skupa prirodnih brojeva, koja ispunjava uslov:

Ako je m Gdédelov broj formule A (x)) Cija je jedina slobodna
promenljiva x,, onda je d(m) Gddelov broj formule A (m).

111. Skup For ¢iji su elementi svi oni prirodni brojevi koji
su Godelovi brojevi formula raduna A.
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Ina&e, pojavie nam se i pojmovi predstavljivost neke relacije
ili preslikavanja prirodnih brojeva ne samo u odnosu na rafun -4 veé
i u odnosu na neki radun S specijalni kvantifikatorski raun sa
jednako$éu koji ima iste simbole kao radun 4. Ti pojmovi se uvo-
de definicijama koje su slitne ve¢ navedenim i dobijenim iz njih
kada se na odgovarajuéi nadin raun -4 zameni rafunom . Radi
toga ih ne ponavljamo.

Medu radunima S znadajno mesto zauzima raun () ¢&iji je
autor R. Robinson (1950) i koji ima sledeCe specijalne aksiome
(konacno mnogo):

Q X=Xy

Q, Xy =Xy =X = Xq.

Q; (X=X, A Xy =X3)=> X = X;.

Q, X =X2x"=x,.

Q; X=X, (X + X3 =X, + X3 A X3+ X, = X3+ X,).
Qs X=X (X) - X3 =X, - X3 A X3+ X = X3 %)

Q, X' =x=>x=x,.

Qs 0+#x,.

Q X, #0=>3x,) (x,=x,).
Qo x,+0=x;.
Qu X % =0+ x,) .
Q.2 x-0=0.
Qs Xy X) =X X+ X,
Bez dokaza navodimo sledeéa tvrdenja koja koristimo u da-
ljem izlaganju.

1° Relacija v (koja se odnosi na formule racuna A) predstav-
ljiva je izvesnom formulom T (x,, x,) u racunu A.

2° Funkcija d (koja se odnosi na formule raduna ()) predstav-
ljiva je izvesnom formulom D (x,, x,) u tom racunu.

3° Skup For, &iji su elementi oni prirodni brojevi koji su Gdde-
lovi brojevi formula raluna (), predstavijiv je u radunu ().
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4° Neki skup S prirodnih brojeva predstavijiv je u ralunu A
ako i samo ako je predstavljiv u ralunu

Ta se tvrdenja obitno dokazuju kori¥¢enjem teorije rekurzivnih funkcija.

Dokazuje se obilno, najpre. za svaku od pomenutih funkcija i relacija
da su rekurzivne, pa se, dalje, koristi slede¢i osnovni stav:

Funkcija ili relacija skupa prirodnih brojeva predstavljiva je u ralunu A
(raéunu () ako i samo ako je rekurzivna.

6. NEPOTPUNOST FORMALNE TEORIJE BROJEVA

Dokazujemo, pod izvesnim pretpostavkama, da u formalnoj
teoriji brojeva 4 postoji zatvorena formula F takva da ni F ni
— F nisu teoreme te teorije — odnosno dokazujemo NEPOTPUNOST
te teorije.

Prethodno uvodimo pojam «-neprotivuretnosti za teoriju A.

Definicija 1. KaZemo da je A -NEPROTIVURECNA ako je ispunjen
sledeci uslov za svaku formulu A (u) (u je promenljiva): Ako su sve

formule A(0), A(1), A(2),..., A(n),... teoreme, onda formula
(@ u)— A (u) nije teorema.

Ako prihvatimo standardni model kao model formalne teorije
brojeva, onda odatle proizlazi da je ta teorija w-neprotivureCna.
Inade, w-neprotivurednost povladi neprotivure¢nost, odnosno vazi stav.

Stav 1. Ako je radun A w-neprotivureian onda je on i neprotivurecan.

Dokaz. Uotimo sledeéu formulu A (x):x=x = x=x. U raCunu A
sve sledeée formule su teoreme: 0=0=>0=0, T=1=>1=1,...,
n=n=n=n,..., pa kako je, prema pretpostavci, radun A w-ne-
protivuredan, formula (3x) ™ (x=x = x=x) nije teorema. Dakle,
u radunu o4 postoji bar jedna formula koja nije teorema. Stoga je
A neprotivure€an radun. [

Neka je vy relacija duZine 2, uvedena u prethodnoj ta&ki, i
neka je I'(x;, x,) formula raduna A4 koja je predstavlja. Dakle:

1°  Prirodan broj m je u relaciji y sa brojem n ako i samo

ako je ispunjen uslov: m je Gédelov broj neke formule A (x,) koja
ima jedinu slobodnu promenljivu x,, a n je Gédelov broj nekog iz-

vodenja formule A (m), ukoliko je ona teorema.
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2° Ako je m u relaciji v sa n, onda je \— I‘(ﬁ‘n—, E), a ako
A
m nije u relaciji ¥ sa n, onda je ——1 I (m, n).

Uodimo sledec¢u formulu A (x,):

(1) (Vx)= L (x, x).
Neka je m njen Godelov broj. Tada je A (m) sledeCa formula:
(2) (Vx))— I'(m, x,).

U onome $§to sledi, osnovnu ulogu ima zatvorena formula (2).

Dokazujemo sledeéi stav Ciji je autor K. Godel (1931).

Stav 2. (1) Ako je racun A neprotivurecan, tada formula (2) nije
teorema tog racuna.

(2) Ako je racun A w-neprotivurecan, tada formula —(2) nije
teorema tog racluna.

Dokaz. (1) PE:tpostavimo da je A neprotivureCan raun i da je
(M x,)m I'(m, x,). Neka je n Godelov broj bilo kog izvodenja
A

te teoreme u rafunu 4. Tada je broj m u relaciji y sa brojem n.
Posto formula I'(x,, x,) predstavlja relaciju vy, to je + I'(m, n).
A

Medutim, iz —(Vx)—1 I'(m, x,), prema Ax4, dobijamo da je
A

=T (m, n). Tako imamo  I'(m, n) i -1 I (m, n), §to je nemo-

A A A

guce, jer je A neprotivureCan rafun. Dakle, (2) nije teorema
rafuna A.

(2) Pretpostavimo da je 4 w-neprotivure€an i da je
Z"'!(sz)“l I'(m, x,), odnosno ;—:(2). Kako je, prema stavu I,

raun 4 neprotivure€an, to nije |~ (2). Prema tome, nijedan pri-
A

rodan broj n ne moZe biti Godelov broj nekog izvodenja for-
mule (2). Na osnovu d:finicije relacije y, za svaki prirodan broj n
imamo: m nije u relaciji y sa n.

Kako formula I'(x,, x,) predstavlja relaciju vy, formula
—I'(m, n) je teorema za svaki prirodan broj n. Po3to je -4 w-ne-
protivure€an, sledeéa formula nije teorema:
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@3x,) 7 I'(m, x,), odnosno nije teorema formula (3x,) I'(m, x,).
Ovo dovodi do kontradikcije, jer smo pretpostavili da je teorema
formula —(Vx,)" I'(m, x,) odnosno (3 x,)I'(m, x,). Dakle, —1(2)
nije teorema racuna A. [§

Iz dokazanog stava proizlazi da ni (2) ni —(2) nisu teoreme
rauna A ako je taj raCun w-neprotivurecan.

Primedba. Za formulu (2) se na slede¢i nadin zakljuuje da je taéna formula u
odnosu na standardni model.

Pretpostavimo da je (2) netaéna formula. To znali da je talna formula

@x)T (m, X,), odnosno da je prirodan broj m u relaciji y sa izvesnim prirod-
nim brojem n. Na osnovu toga zakljuéujemo da je formula

(Vx) T (x;, x)

teorema. Stoga je teorema i formula (2). Medutim, to je, prema dokazanom
stavu, nemoguce.

J. Rosser (1936) dokazao je samo uz pretpostavku neprotivu-
reCnosti rauna -4 da u tom raunu postoji zatvorena formula F
takva da nijedna od formula F, = F nije teorema tog raluna.

Postavlja se pitanje da li se uzimanjem (2) ili — (2) za aksi-
omu od rafuna 4 prelazi na nov radun koji je potpun. Odgovor
je negativan, jer vaZi sledefe tvrdenje. Neka je 4, radun dobijen
iz raCuna -4 uzimanjem nekog skupa formula Ax za skup novih
aksioma. Racun 4, je nepotpun ako je skup svih Gddelovih brojeva
formula skupa Ax predstavljiv u radunu 4.

Dokaz je sliCan navedenom. To se tvrdenje i ovako iskazuje:
formalna teorija brojeva je esencijalno nepotpuna.

Dokazuje se da su i ranije navedene aksiomatsk= teorije
skupova nepotpune, kao i esencijalno nepotpune.

7. NEODLUCIVOST FORMALNE TEORIJE BROJEVA I KVANTIFIKATOR-
SKOG RACUNA PRVOG REDA

U ovoj tacki dokazujemo neodludivost formalne teorije brojeva
i kvantifikatorskog raduna prvog reda, u smislu koji je preciziran
definicijom I. Pri tome koristimo hipotezu da je formalna teorija
brojeva neprotivureéna.

U dokazima se pojavljuje funkcija d, koju smo uveli u tacki 5
ove glave.
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Ponavljamo osnovno o toj funkciji:

(1) Ako je n Gdédelov broj formule A(x,) koja ima x, kao
Jedinu slobodnu promenljivu, onda je v=d(n) Gddelov broj for-
mule A (n).

(2) Funkcija d je po definiciji, predstavljiva u nekom racunu S
sa jednakoséu koji ima iste simbole kao racun A ako u tom racdunu
postoji formula D (x,, x,) Cij¢ su jedine slobodne promenljive x, i x,
takva da su ispunjeni uslovi: -

1° Ako je v=d(u), onda je — D (u, v).

S

2° : (3, x,) D (u, x,).

Pretpostavimo da je & neki radun sa jednakoS¢éu koji ima
iste simbole kao formalna teorija brojeva. Neka je Ty skup svih

Godelovih brojeva teorema raduna J.

Prema definiciji koju smo dali za predstavljivost nekog skupa
prirodnih brojeva, taj skup je predstavljiv u & ako postoji neka
formula T(x,) u radunu J sa jedinom slobodnom promenljivom x,,
takva da su ispunjeni uslovi:

3° Ako n&€Tg, onda — T (n).
S

4° Ako n& Ty, onda ——1 T (n).
S

Vazi sledeta lema.

Lema 1. Adko je S neprotivuredan radun sa jednakoscu koji ima iste
simbole kao racun A i ako je funkcija d predstavijiva u tom racunu
onda skup T nije predstavijiv u racunu S

Dokaz. Pretpostavimo da su d i T predstavljivi u & 1 uo€imo
slede€u formulu 4 (x,):

(Vx) (D (%15 %) = 71 T(x,)) B
Neka je u njen Godelov broj. Uogimo i formulu A (u):

(Vx)) (D (u, x;) = 1T(x;))
i oznaimo sa v njen Godelov broj. Prema definiciji funkcije d,
imamo v=d (u), odakle prema 1° dobijamo

(3) D (4, V).
S
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Za formulu 4 (u) postoje dve moguénosti:
(@ 4, (b) nije 4 ().
S =)
U prvom sluéaju iz — (Vx,) (D (u, x,) = 1 T(x,), na oOs-
S
novu Ax4, imamo D (u,v) = — T(v), pa koriste¢i MP prema (3)
S
dobijamo  — T'(v).
S

U drugom sludaju v nije element skupa Ty, pa prema 4°
imamo |~—--:T(;).
S

Dakle, u oba slufaja dobijamo
4) - T(v).
S
Posto je, prema (3), D (u, v), pomoéu 2° dobijamo
=)
&) D, X,) = X,=V.
S
koristeéi tautologiju (pA(pAg = 1)) = (g = r). Kako je
S T(v),
S
na osnovu definicije rauna sa jednako3¢u dobijamo
6) — x2=-1; = T T(x,).
S
Iz (5) i (6) dobijamo |- D(u, x,) > 1 T'(x,), odakle pomocu pra-
S
vila Gen proizlazi - (¥ x,) (D (u, x,) = 71 T(x,)), odnosno — 4 (u).
S S

Dakle, vE T, pa prema 3° dobijamo |- T(v), 8to je kontradik-

=)
cija, jer vaZi (4) i jer je pretpostavljeno da je & neprotivure€an
racun.
Prema tome, skup T nije predstavijiv u S, pa je lema pot-
puno dokazana. f§
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Definicija 1. Za neki specijalni kvantifikatorski racun prvog reda S
kazemo da je NEODLUCIV ukoliko skup T s svih Godelovih brojeva

teorema tog racuna nije predstavijiv u formalnoj teoriji brojeva A.

Prema tvrdenju navedenom u pro$loj tacki, radun & je neo-
dluéiv ukoliko skup T s nije rekurzivan odnosno nije izradunljiv
(ako usvojimo Churchovu tezu).

Funkcija d je predstavljiva u rafunima () i -4. Prema lemi 1,
kao posledice dobijamo:

Stav 1. Formalna teorija brojeva je neodluiva ako je neprotivureéna.
Lema 2. Racun () je neodluciv ako je neprotivurecan.

Dokaz. Pretpostavimo da je () odludiv. Tada je skup svih Godelovih
brojeva teorema tog rafuna predstavljiv u radunu A, odnosno i
u raCunu (). Medutim, na osnovu leme 1 dolazimo do kontradik-
cije, jer je i funkcija d predstavijiva u radunu ().

Oznacimo sa K¢ specijalni kvantifikatorski radun prvog reda
koji nema specijalnih aksioma i koji ima iste simbole kao radun 0,
odnosno radun A.

U dokazu sledeée leme koristimo tvrdenje koje navodimo bez
dokaza:

Neka je F jedna formula raduna Kg 1 neka je T, skup svih
Godelovih brojeva nekih formula A raduna %Q. Ako je T, skup
svih Godelovih brojeva formula (F = A), onda je T, predstavljiv
skup u ratunu () ukoliko je u njemu predstavljiv skup T,.

Lema 3. Racun K je neodluciv.

Dokaz. Raduni Kp 1 ) imaju iste simbole i razlikuju se u tome

§to () ima druge aksiome. Ratun () ima konadno mnogo speci-
jalnih aksioma Q,, Q,, ..., Q. Oznagimo sa F formulu koja
Jje zatvorenje formule Q,AQ,A - -+ AQ,;. Teoreme ratuna () su,
u stvari, sve posledice formule F u ratunu %) .

Neka je A neka formula. Tada
A<«—F - A,

0 ES))
odakle prema stavu dedukcije dobijamo
) = A<«~— - (F=> A).

Q ES)
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Oznadimo redom sa T,, T, skupove Godelovih brojeva teorema
raduna () i%Q. Ako je n Godelov broj formule A, neka n* ozna-
déava Godelov broj formule (F = A). Tada prema (7) dobijamo
za svaki prirodan broj n

(%) neET;, <~— n*&T, in& For.

Prema (8), predstavljivost skupa T, u radunu -4 povladi pred-
stavljivost skupa T, u istom ralunu, jer je skup For predstavljiv
u racunu K. PoSto T, nije predstavljiv u radunu @, to ni T, ne
moZe biti predstavljiv, odnosno radun ‘fKQ je neodludiv.

Koriste¢i ovu lemu dokazujemo stav ¢iji je autor A. Church
(1936).

Stav 2. Kvantifikatorski radun prvog reda K je neodluciv.

Dokaz. Prema Godelovom stavu potpunosti raduna K, neka for-
mula F raduna ‘KQ je teorema tog raduna ako 1 samo ako je
valjana formula, odnosno ako i samo ako je teorema rafuna %K.
Dakle, za formule F raduna ‘5’£Q vaZi uslov

O (- F «<~— - F.
) 4

Oznalimo redom sa T,, T, skupove Gdodelovih brojeva teo-
rema raduna %Q, odnosno teorema racuna K. Tada prema (9)
dobijamo T,=T,N For.

Pretpostavimo da je radun ¥ odlugiv. U tom sludaju je skup T,
predstavljiv u radunu 4. Kako je u istom radunu predstavljiv i
skup For, to je prema jednakosti T,=T,N For i skup T, predstav-
ljiv u radunu 4. Medutim, to je nemogude, jer smo dokazali da
je radun %Q neodludiv.

Na taj nadin radun % nije odludiv.
U odnosu na standardni model, sve formule raduna 4 delimo
na tacne i netacne.

Tarski je dokazao da skup svih Godelovih brojeva talnik for-
mula nije rekurzivan, odnosno nije predstavljiv u radunu 4.

Sa ovim u vezi ostalo je otvoreno pitanje (veliki Fermatov
problem) da li postoje pozitivni prirodni brojevi x, y, z, n takvi
da je

X®4+y?'=2z" jdajen=3.



KRATAK ISTORIJSKI PREGLED

Nezavisno jedni od drugih mnogi su kulturni narodi starog
veka izgradili svoju filozofiju i matematiku. IstraZivanja u 19. veku
upoznala su nas sa vrlo dubokim filozofskim spekulacijama i
razvijenom matematikom Kineza, Egipéana, Persijanaca, a narccito
Indusa. Za njihovu matematiku ne moZe se reéi da se jedino
sastcji iz skupa zadataka reSenih empirijski, dosetkom bez minimuma
logi¢kih rasudivanja.

Medutim, na razvitak evropske matematike i miSljenja uopste
gotovo jedino je dejstvovala gréka matematika i filozofija. Grci su
prvi izloZili mnoge probleme koji nas i danas interesuju, oni su
prvi nasli sredstva rasudivanja kojima jo§ i danas operiSemo.

Radanje gréke logike pada u Cetvrti vek pre naSe ere. Prvim
veéim logifarima smatraju se Parmenid, Zenon, Sokrat, Platon,
Euklid iz Megare. Tako u Parmenida nailazimo na formulaciju zakona
iskljuenja treéeg, a Zenonovi dokazi pomocu reductio ad absurdum
Znameniti su i u naSe vreme.

Taj period razvitka dostize vrhunac genijalnim stvaranjem
Aristotela (384—322; glavno delo Organon). Njemu je prvom
uspelo da sistematizuje i kodifikuje metode rasudivanja, koje ili
nisu bile poznate ili nisu bile jasne njegovim prethodnicima. Glavna
njegova teza je da se svako korektno rasudivanje moZe svesti na
sistematsku primenu nevelikog broja odredenih pravila, koja inale
ne zavise od prirode objekata na koja se odnosi rasudivanje (ta
nezavisnost se postiZe oznafavanjem pojmova i sudova slovima).

) Na primer, silogizam: Jz premisa aMS i iMP proiziazi iSP; moze se
primenijti proizvoljno mnogo puta interpretiraju¢i M, P, S (aAB, iAB su Sifre
redom za reCeni¢ne sheme: Svaki A je B, neki A je B).

Ipak, Aristotel je svojom formalnom logikom uspeo da kodifikuje
samo jedan deo korcktnih zaklju€ivanja.

140
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Aristotelov autoritet u logici bio je toliko neprikosnoven da je
to &ak smetalo razvitku logike; nikakve ,,suparni¢ke* logike nisu mogle
dugo vremena da dobiju odgovarajuéi znadaj. To prvenstveno vaZi
za tzv. megarsko-stoi€ku Skolu koju je osnovao Euklid iz Megare
negde oko 400. g. pre naSe ere i koja je trajala do 200. g. pre
naSe ere. Glavno dostignuée tih logi¢ara je uvodenje iskaznog racuna
u smislu bliskom dana$njem. Oni su formulisali pravila koja se
odnose na potpuno proizvoljne iskaze i dubokom analizom su sva
ta pravila izveli iz pet polaznih, nedokazanih. Njihov uticaj je bio
neznatan i njihovi rezultati su zaboravljeni sve dok mnisu bili u
novoj logici ponovo dokazani,

Radovi Aristotela i njegovih sledbenika nisu imali velikog uticaja
na gréku matematiku.

Originalnost Grka, od samog podetka njihove matematicke
misli, je u svesnim pokusajima da se pronikne u logiku matemati¢kih
dokaza. Dokazi koje nalazimo kod velikih grékih klasiCara Euklida,
Arhimeda, Apolonija u logi¢kom smislu gotovo su jednaki danaSnjim
(dokaz je konacan niz Ciji je svaki &lan: aksioma ili ve¢ dokazana
teorema ili se mofe dobiti iz izvesnih prethodnih ¢lanova niza pomocu
nekog odredenog pravila izvodenja).

Poznogréki i rimski period u razvitku logike odlikuju se
uglavnom poboljfavanjem i sistematizovanjem onoga S$to je veC
ranije uradeno. Taj period zavriava se oko 6. veka naSe ere.

Sledeéih Sest vekova za logiku znade potpuni mir.

Od 12. do 15. veka nastupa period skolasticke logike. Vredno
je pomenuti da logiCari te $kole jasno odvajaju veStaCki jezik
logi¢kih simbola od prirodnog jezika na kome su izraZena pravila
operisanja sa simbolima (tzv. teorija supozicija).

Nov period, period tzv. klasi¢ne logike, je u znaku vracanja
Aristotelu kao jedinom autoritetu. Uticaj pobornika te logike oseca
se ¢ak 1 do naSih dana.

Moze se sa dovoljno razloga reéi da su doprinosi klasiéne
logike neznatni.

Matematitka simbolika uvedena u 17. veku od strane Vietea
i Descartesa je inspirisala mnoge pokuSaje simbolickih zapisa
logi¢kih rasudivanja i matemati¢kih dokaza. Do Leibniza su svi tl
pokusaji vrlo povrini i bez velikog znacaja.
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Leibniz (1646—1716), filozof i matematiar, sa uspehom
se trudio da formalnu logiku izvuce iz ¢orsokaka u kome se nala.
Celog je svog Zivota radio na projektima formalizacije jezika i
miljenja. Pri tome on formalizovani jezik shvata kao niz znakova
za koji je od znalaja samo povezanost znakova; dakle u danasnjem
smislu.

Mastao je i o stvaranju logi¢ke maSine koja bi umesto
nas vriila dokaze, koriste¢i formalizovani jezik. Kod njega nailazimo
i na ideju aritmetizacije termina — ideju koju je u novije vreme
koristio Godel u svojim istraZivanjima. Radio je na algebraizaciji
Aristotelove logike i tako se pribliZio onom Sto danas zovemo
Boolleova algebra.

Na Zalost, veliki broj Leibnizovih radova nije publikovan sve
do pocetka ovog veka, pa je njihov neposredan uticaj bio neznatan.

Za osnivala savremene (formalne, simbolike) logike moZe se
smatrati Boole (1815—1864) ¢iji su prethodnici Hamilton i de
Morgan.

Njegova osnovna ideja je, da prihvatajuéi skupovno glediste!
treba neposredno operisati sa skupovima.

Ako su x i y oznake za skupove, Boole sa xy oznacava njihov
presek, a sa x-+y, ukoliko su skupovi bez zajednickih elemenatia,
njihovu wuniju. Uvodi univerzalan i prazan skup koje oznaCava redom
1 i 0. Sa 1—x oznalava komplement skupa oznalenog sa X.
Logi¢ku implikaciju interpretira kao skupovnu inkluziju.

1 U Aristotelovoj releni¢noj shemi: ,,Svaki A je B*; A i B su oznake
za pojmove i iskaz ,,Svaki A je B¢ znali da se pojam B moZe pripisati svakom
objektu kome je moguce pripisati pojam A (na primer: A — pojam ,,kvadrat;
B — pojam ,.Cetvorougao‘). Za tu reCeniCnu shemu moZemo uvesti dve inter-
pretacije.

U sludaju tzv. sadrinske, koju je Aristotel prvenstveno koristio, shvatamo
da je pojam A. sloZen pojam kome pripada pojam B (kao ,,potpojam; ,,biti
kvadrat‘* ima osim drugih — 1 jednu odliku ,,biti Cetvorougao‘).

U sludaju tzv. skupovne (obimske) interpretacije uvode se skupovi objekata
na koje su primenljivi pojmovi A i B. Ako te skupove oznatimo redom 4, B,
onda ,,Svaki A je B se interpretira: ,,Svaki element skupa £ je element
skupa 7B¢‘. Aristotelu je bila poznata i ta interpretacija.

Oba gledista, na prvi pogled izgledaju jednako prirodna. Medutim, prva
je interpretacija viSe puta bila uzro¢nik teSko¢ama u razvitku logike.

Sli¢na vaZi i za ostale Aristotelove reCeni¢ne sheme.
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U drugoj polovini 19. veka Booleov sistem su dopunili i
usavr§ili de Morgan, Peirce, Schrdder. Boole i njegovi sledbenici
su svoje napore upravljali na izgradnju Booleove algebre i malo
su se zanimali moguéno$éu primene tih rezultata u matematici.
Njihova simbolika nije podesna i dovoljna za opisivanje mnogih
matemati¢kih rasudivanja. Tako su oni samo delimi¢no stvorili
logi¢ki raun o kome je mastao Leibniz.

Frege i Peirce su uveli promenljive i kvantifikatore i tako
su dosli do podesnijeg formalizma za opisivanje matematickog teksta.

Frege je 1879. prvi formulisao iskazni ralun kao [logisticki
sistem (odnosno kao formalnu teoriju). Njegovi se radovi odlikuju
izvanrednom ta¢no3éu i podrobnoiéu analize pojmova. Medutim,
simbolika mu je tipografski jako komplikovana i nepodesna za
matemati¢ku praksu. To je jako umanjilo uticaj Fregea na njegove
savremenike.

Peano je sa svojim saradnicima izgradio mnogo podesniji
formalizovan jezik. Njihovi simboli €, C, U, N i drugi i danas su
u upotrebi.

Danas je najviSe rasprostranjen formalizovan jezik koji su
uveli 1910. Russell i Whitehead u svom kapitalnom delu ,,Principia
Mathematica‘“.

Savremeni snazan razvitak matematicke logike, sa raznovrsnom
primenom u matematici, kibernetici i mnogim drugim naukama
kao i u praksi, usmerili su svojim dostignuéima najveéi logicari
naSeg veka Hilbert, Tarski, Carnap, Church, Gédel, Markov i drugi.
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